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RESUME.Nous nous placons dans le contexte de I'analyse hors-ligapptications temps-réel
constituées de taches pouvant partager des ressourcéguest en environnement multipro-
cesseur. Nous adoptons une approche a base de géométreteiddous nous intéressons aux
comportements équitables de I'application. Dans un prert@mps, nous les avons caracté-
risés géométriqguement, afin de pouvoir les extraire du neogéhéral. S'il n’existe pas de
tels comportements, ce qui peut se produire puisqu’en po&sde ressources critiques les or-
donnancements équitables ne sont plus optimaux, nous ismhaxtraire les séquences les
plus équitables. Nous proposons pour cela des indicateargualité mesurant I'équité des
séquences, qui peuvent étre combinés avec le modeéle gigprastr

ABSTRACTWe address off-line scheduling for real-time applicationsmposed of tasks that may
share critical resources, in multiprocessor environmeWe adopt a discrete geometry model
based approach. We are interested in the fair behaviourb@gpplication. In a first time, we
have characterized them by means of geometrical propeg@that we can then extract them
from the general model. If no fair schedules exist, what mi&es, since when resources are
involved, fair strategies are no longer optimal, we aim tb@gmuch fair as possible schedules.
For that purpose, we propose fairness benchmarks, whictbeammmbined with the geometrical
model.
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1. Introduction

Les applications temps-réel ont pour vocation de garamtran fonctionnement
et la sécurité de procédés physiques sensibles (systerh@riige d’'un véhicule,
avion en vol, robot, centrale nucléaire...). Elles sonig$ges a la dynamique du pro-
cédeé : leur vitesse de réaction doit étre adaptée a la vitbégelution de celui-ci, et
elles doivent a ce titre respecter les contraintes temigsrgli en découlent. Classi-
quement, une application temps-réel consiste en un ensetetdches périodiques
interagissantes, qui s’exécutent de maniéere régulieum tes enjeux de la concep-
tion de ces applications est de garantir que les contrdiemegorelles seront toujours
respectées, et que les interactions seront correctemerggéespect de I'exclusion
mutuelle, absence d’interblocage. . .). Ceci reléve dedalpmatique de I'ordonnan-
cement. Nous considérons ici des architectamaltiprocesseuconstituées de: pro-
cesseurs identiques. Nous supposons que I'ordonnancestgidbal : les taches ne
sont jamais définitivement affectées & un processeur datied, peuvent migrer a
tout moment d’'un processeur & un autre. Dans le cas génétainuner I'existence
d’'une séquence valide en environnement multiprocesseungsobléme NP-difficile
(Anderssoret al,, 2000; Leunget al,, 1982). De plus, il a été prouvé qu'il ne peut pas
exister de méthode d’ordonnancement en ligne optirhgléong et al,, 1992). Ce-
pendant, si les tAches sont indépendantes, les stratégigsitBbles PF, PD et PD
proposées par (Baruat al., 1996; Andersoret al,, 2004), sont des stratégies op-
timales. Si les taches ne sont pas indépendantes, une hppatiernative consiste
a utiliser des techniques d’ordonnancement avant exdécutime séquence est cal-
culée avant I'exécution de I'application et est ensuitelénpentée dans une table
au niveau du séquenceur. Ces techniques s’appuient gémératl sur des approches
orientées modeles. Celles-ci présentent deux atouts msajeaut d’abord, elles li-
mitent au maximum la surcharge processeur liée a I'ordacemaent, puisque aucun
algorithme d’ordonnancement n’est exécuté ; d’autre gdlgs sont le plus souvent
basées sur une exploration exhaustive de I'espace degssl(itensemble de toutes
les séquences possibles) et donc, s'il existe une séquealide,\elles sont assurées
de la trouver. Cela confére donc a ces méthodes une puissamdennancement su-
périeure a celle des méthodes en-ligne (i.e. qui consistgBmenter un algorithme
qui s’exécute en méme temps que I'application). Ceci a néarswles contreparties :
les techniques de modélisation de I'application et de ¢tales séquences valides ont
la plupart du temps des complexités relativement élevées techniques d’ordon-
nancement avant exécution sont moins souples que les teemén-ligne, puisque
toute évolution de I'application nécessite de reprendrieggralité le calcul de la sé-
guence a suivre. Plusieurs approches ont été développestadatérature, a base de
réseaux de Petri, d’automates finis, de chaines de Mark®ll€@uet al, 2002; Lar-
geteatet al, 2001; Geniett al, 2001; Chauviéret al,, 2007). L'approche que nous
adoptons ici, a base de géométrie discréte (Largettaly 2005), reprend la méme

1. Un algorithme d’ordonnancement est dit optimal si, quelle soit I'application considérée,
soit il produit une séquence valide, i.e. qui respecte tlaecontraintes temporelles, soit aucun
autre algorithme ne le pourra.
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démarche que 'approche a base d’automates, mais de fagoodag plus efficace,
tant au niveau de la construction du modéle que de son an&gsmodéle associe
un objet géométrique dans I'espace (temps CPU, temps) aieliache. La forme de
cet objet géométrique dépend directement des contraiesadrelles auxquelles la
tache est soumise. La concurrence s’exprime par un proddésien. Le partage de
ressource est, quant a lui, modélisé par une soustract®palats correspondant a
une utilisation invalide de la ressource. Suivant les pé@s topologiques de I'objet
final, nous pouvons déterminer si I'application est ordawadle ou non, éventuel-
lement pour une architecture donnée. Nous pouvons égaleréiser, dans le cas
ordonnancable, le nombre minimal de processeurs nécessha@ principal avantage
de cette méthode est que, méme si I'application n’est pasoahcable, I'objet pro-
duit n’est pas vide, il permet alors d’analyser les causd$dalidité et de quantifier
le taux d'invalidité du systéme.

Notre objectif est d’'une part de caractériser géométriqarégres comportements
équitables afin de pouvoir les extraire du modele généibgrsexiste. D’autre part,
nous souhaitons, s'il n'existe pas de comportements dgj@gaompatibles avec les
regles de manipulation de ressources, sélectionner lega@ments qui sont les plus
équitables possible. En effet, outre qu’elles sont effisguaur des taches indépen-
dantes, les stratégies P-équitables présentent des atdlgs garantissent une exé-
cution réguliére des taches, ce qui peut étre tres intérepsar certains types d’ap-
plications, en particulier dans le domaine multimédiae®lermettent une gestion
efficace des taches apériodiques contraintes (Choqueei@eml., 2009). Pour cela
nous construisons un modeéle géométrique P-équitable qdélise I'ensemble des
comportements P-équitables de I'application, puis houstroas comment prendre
en compte le partage de ressources. Si I'objet obtenu négesgsas les bonnes pro-
priétés topologiques, il n'existe pas de séquences édgstadspectant les regles d'ac-
cés aux ressources pour I'architecture cible. Dans ce oas,gonsidérons I'ensemble
de toutes les séquences valides, d’ou nous souhaitongrexdésm séquences les plus
équitables. Pour cela, nous proposons plusieurs modéfagriques permettant de
quantifier I'équité d’'une séquence.

L'organisation du papier est la suivante : dans la sectiamoBs présentons I'or-
donnancement P-équitable. En section 3, nous présentamzdele géométrique sur
lequel nous nous appuyons. Puis en section 4, nous présdatomesures d’équité
que nous proposons. Enfin, la section 5 donne quelques ciotdet perspectives.

2. Ordonnancement P-équitable

Dans la suite, pour tout réel |z | désigne la partie entiére inférieure det [x]
la partie entiére supérieure.

Nous rappelons que nous considérons des plateformes ctamperprocesseurs
identiques. Nous considérons des applications composestéiches périodiques
a échéances sur requétg$C;, P;). C; représente la pire durée d’exécution de la
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tache etP; sa période. Nous supposons que les taches sont soumisesanttamtes
d’échéances strictes, et qu’elles peuvent partager deswees communes (variables
partagées, segments mémoire ...). Une tache consiste emsamigle infini d’ins-
tances activées aux instarits’; (k € N) et a chaque nouvelle activation, I'instance
précédente doit avoir terminé son exécution. Nous supzogoa le parallélisme est
interdit : une tdche ne peut pas s’exécuter sur plusieursepseurs simultanément.
Nous supposons enfin que les paramétres temporels sontscendéterministes.

Formellement un ordonnancement est une applicafionN x {1,...,n} —
{0,1} telle queZ S(t,7) < m. Intuitivement,S(¢,7) = 1 signifie que la tache; est
exécutée pendantl intervalle de tenjpg + 1[ sur un processeur.

Les stratégies P-équitables ont été développées pourdiEsreys multiprocesseur.
Ce sont des stratégies optimales pour des systemes de tddépsndantes en envi-
ronnement multiprocesseur. L'idée de base est que less&ineécutent de maniére
réguliére, a une vitesse égale a leur facteur d'utilisaigr= %) Cela signifie qu'a
l'instant ¢, la tacher; doit avoir exécuté%.t unités de temps processeur. Mais le
nombre d’unités de temps processeur devant étre entieorobne est approximé soit
par|u;.t] soit par[u;.t]. De maniere formelle :

Définition 1. Un ordonnancemerfi est P-équitable si et seulement si

t—1
VteNVi € {l,...,n},—1 <upt—>» S(j.i)<1

Charge exécutée Charge exécutée

exécution non 7N
cutic /W) =ut
P-équitable exécution - @

2C 1 P-équitable.-~~~~ La téche est

possible ).~
La tache est ~
interdite e 2

e

_.--(_ Latache
‘est urgent Temps

La tache est en P
avance

Figure 1. Exécutions P-équitable et non P-équitable.

La figure 1 illustre la notion d’équité. Pour chaque tacheplarbe représentant la
charge déja exécutée doit étre située entre les deux ddx@gsationy = %.t + 1.

A chaque instant, si le pointC;(t) est au-dessus de la droite idéale, la tAche est
dite en avance i elle est sur la droite idéale, elle est di@nctuelleet si elle est en
dessous de la droite idéale, elle est diteretard. Pour construire un ordonnance-
ment P-équitable, a chaque instarg N, I'ensemble des taches, », ..., .} est
partitionné en trois sous-ensembles (voir figure 1) :
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— Les tachesirgentesqui sont les taches en retard qui, si elles n’étaient pas exé-
cutées a l'instant, seraient & l'instant + 1 sous la droite limite inférieure.

— Les tachemterdites qui sont les taches en avance qui, si elles étaient exécutées
a l'instantt, seraient a I'instant+ 1 au-dessus de la droite limite supérieure.

— Les tachegpossiblesdont ni I'exécution ni la non exécution a l'instantne
conduit a violer la condition de P-équité.

Puis toutes les taches urgentes sont exécutées. Les tads@des sont ensuite triées,
etlesm— | Urgentes | premiéres d’entre elles sont exécutées.

Plusieurs algorithmes P-équitables ont été proposés ddittetature (PF, PD et
PD? (Baruahet al, 1996; Andersoret al, 2004)). lls différent dans la fagcon dont
les taches possibles exécutées sont sélectionnées. Notimsjue, pour des raisons
d'implémentation, la P-équité est souvent définie a I'aiddahétres d’exécution des
sous-taches unitaires. Toute tacheest décomposée en une infinité de sous-taches
7/ de duréel. La j*™° (j > 0) sous-tache doit alors s’exécuter dans une fenétre
temporeIIeIZ.j délimitée parr{ = L%J etdf = [uii}. Ces fenétres d’exécution sont
déduites de la définition. La figure 2 donne un exemple de fesi&t le principe de
leur détermination a partir des droitds et W+. Définir les fenétres revient a paver
la zone de validité (située entre les deux droites limitedxécution d'une sous-tache
correspond a un segment de droite de péntehaque segment de periteloit donc
étre situé a l'intérieur de son pavé.

Charge
exécutée

j —L‘ Fenétre :
- Pavéryl L

Charge
exécutée

whY

W(t) = ujg_,_/""

- N W A O o N

Temps

forlet dl-14a)

Figure 2. Fenétres d’exécution pour la tache8, 11> - calcul des fenétres et des
pavés

3. Définitions du modele géométrique de représentation

Cette section présente le modéle géométrique associéseltdiie des états va-
lides d'une tache qui garantissent une utilisation éqglétale la ressource proces-
seur. Le modéle géométrique d'une tache est présenté eih di#ta (Largeteaet
al., 2004; Largeteaet al., 2005; Largeteau-Skapet al, 2008), le modéle géomé-
trique de I'équité est présenté dans (Largeteau-Skeatmh, 2009).
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Charge Charge . Point non équitable
exécutée exécutée supprimé

2C | 2C — I ‘
-
~ -
C C — - 1 A~

- -

-
P
= P

qére

Tgmps ‘

2P Temps

16" instance 2°M€ instance instance 2°M€ instance

(a) (b)

Figure 3. a) modéle géométrique ; b) modele de I'équité pour la tacHe 7 >

3.1. Espace de représentation des états d’une tache

Nous considérons pour chaque tache, un espade2 dimensions dans lequel
I'ordonnée correspond a I'avancement de la tache (i.e. dgehcumulée qu’elle a
déja exécutée) et I'abscisse correspond au temps. Lorsrdex@xution, les états
successifs de la tachedépendent de I'attribution ou non du CPU. Chaque état de la
tache correspond a un point de I'espdéet une séquence d’exécution de la tache
est représentée par une courbe'{tajectoire de la tache)' de I'espace (temps,temps
CPU). La tache ne peut étre dans deux états a la fois et soméfeut pas étre
indéfini. Elle doit également respecter ses contraintepoeeties< C, P >. Ceci se
traduit par un certain nombre de contraintes géométrignesis notons; = i.P le
réveil de la(i + 1)®™instance de la tiche,(; = r; + P est son échéance).

Définition 2. On appelletrajectoire valideder < C, P > toute application crois-
Tr-([ri,risa]) = [¢.C, (1 +1).C]
-+ + . (R bl
santeTr, Nt — N telle que { Tro(t+1) = Tr.(t)ouTr (i) +1
L'ensemble des trajectoires valides est nbié(r).

Nous pouvons noter qu'il y a isomorphisme entre les trajeetcet les séquences
d’'ordonnancement de la tache. Nous pouvons donc emplogiiéiremment I'un ou
l'autre terme. Le modéle géométrique d’'une tache, oitér), est 'ensemble des
points d’'une trajectoire valide dg i.e. I'ensemble des états valides temporellement
et atteignables de (cf. figure 3).

Définition 3. Le domaine de validité/r(7) des états d’une tacheest défini par :

Grin) = {J {tvm)}.
)

YeETV(T

Pour étre équitable, une tache doit exécuter, enteér;, 1, lesC unités de temps
de son code le plus régulierement possible. Le taux d'eigctidéal est alorﬁ.
Un état d'une tache est dit équitable s'il est valide et niogjée pas de I'exécution



Mesures d’équité 1071

idéale. Nous pouvons définir géométriquementles étatsadaies de la fagon suivante
(cf figure 3) :

Définition 4. L'ensemble des états équitables de la taehe C, P > est défini par :

Gre(r) ={(t,y) e N>, —P < Ct— Py < P}

Ry

time

T L

Figure 4. Représentation géométrique du fonctionnement de deuggéach

3.2. Intégration de la concurrence

L'état du systemé' = (7;);c1,,) @ un instant est défini par I'état d’avancement
de chacune des tachesa cet instant. La validité d’'un état a I'instant du systeme
dépend de la validité des états de chacune de ses tachestaritin Le modéle géo-
métrique de I'application peut donc se définir & partir desléhes de chaque tache :

Définition 5. L'ensemble des états validesHest I'ensembl&(T") défini par :
QT) ={(t,z1,....,zn)/ Vi € [1,n], (t,z;) € Gr(m;)}

T(T") est 'ensemble des trajectoires €¥I") issues de I'origine dont les projections
sur chacun des plans associés aux taches est une trajec@lide pour la tache
considérée.

Nous montrons dans (Largetestial., 2005) qué? peut étre obtenu par application
des opérations de produit cartésien et d’intersectionr Pexemple de la figure 4,
I'espace dans lequel est modélisée la concurrence est aehsiioms (2 taches plus
le temps). Le schéma de droite présente une vue éclatée déleanbé modele de
I'équité pour I'ensemble du systéme s’obtient & partir deslébes de I'équité pour
chacune des taches qui le composent :

Définition 6. L'ensemble des états équitables du systErae(r;) est:

i€[1l,n]

Qp(T) = {(t.y1, .yn) € N"*' tel queVi € [1,n], (t,y:) € GrE(n)}

3.3. Partage de ressources

Nous considérons ici des ressources critiques, qui dod/atitiser en exclusion
mutuelle. Une solution correcte doit respecter les sest@mitiques associées a leur
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utilisation. Si pour un état du systéme, deux taches some¢tdas deux a l'intérieur
d’une section critique associée a la méme ressource, detgtmvalide. Les états
invalides peuvent étre définis géométriguement. On nbj¢l) le temps CPU avant
l'utilisation de la ressourc& dans le code dey, etnb;(2) le temps CPU depuis le
début de la tache jusqu’a la fin de la section critiqu&;(2) — nby(1) correspond

a la durée de la section critique). Séit);c; I'ensemble des taches partageant une
ressourceR. Les états dér;);c; liés & une utilisation commune de la ressource par
ces taches doivent étre invalidés.

Définition 7. La représentation géométrique des utilisations incoesate la res-
sourceR est définie par Gr(R) = {(t,z1,...,2,) € UT)/ Fj1,J2 € 1,

L%J .le + nbjl (1) <zj < L%Jpjl + nbjl (2) and

[#2]-Piy +nbjy (1) < xjp < |52].Pjy +1bjy(2)}-

L'ensemble des états respectant les contraintes de pakeagssources correspond
a l'intersection de) avec le complémentaire dér(R).

Définition 8. Sile system& = (7;);¢c[1,,) Utilise une ressourc, le modele géomé-
trique Qi (T') de I'application est donné parQg(I") = Q(T) \ Gr(R).

De méme, le modele géométrique de I'éqlit; est : Qpgr(T) = Qp(T) \ Gr(R).
On note enfif'gr(T') etTr i(T) 'ensemble des trajectoires deg (T') et deQ g (T)

71 T1

T2 —

Figure 5. Représentation géométrique d’une application avec parthgressource

La figure 5 présente le systéme de la figure 4 auquel a été ajoyigrtage de res-
source. Ce partage est modélisé par un trou dans le modidé iné premier schéma
présente la zone d’exclusion mutuelle dans I'espager), le second présente le
modéle de I'application, et le troisieme une vue éclatée ddete.

3.4. Prise en compte de I'architecture et décision d’ordonnargiité

Une fois I'objet construit, afin de prendre en compte le narde processeurs,
nous devons étudier les propriétés de connexité. Sur ujeettvae, on regarde com-
bien de taches sont actives lorsque I'on passe d’un poinbia guivant (voir la figure
6).

Définition 9. S’ily a au plusk taches actives entre deux états, on dit que la trajectoire
estk-simultanée entre ces deux points.
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r Ql P i i
O e i e — ) —
T2 ST ’j?"j
Aucune exécution Exécution de 71 seule Exécution de 7y ET 7
Ancun processenr Un processeur Deux processenrs
P et () O-voisins P et ) 1-voisins P et ) 2-volsins

Figure 6. k-simultanéité de deux taches

Une trajectoire est dité-simultanée si elle edt-simultanée entre deux points consé-
cutifs quelconques.

Un ensembl€r(T') (resp.Qg(T)) est ditk-simultané s'il existe au moins une trajec-
toire ¢ deTg(T) (resp.Tr (L)) k-simultanée.

Theorem 1. Si'ensemblez(T") (resp.Qgr(T)) estk-simultané alors il existe un
ordonnancement temporellement valide (resp. équitalgd)agpplication surk pro-
cesseurs.

La complexité spatiale est par construction fonction du IARIeés périodes. Une
fois le modéle construit, les différentes analyses possibbnt effectuées en O(n).

Remarque : pour un ensemble de tachBs= (7;);c[1,,), 'ensembleQ(T) est né-
cessairement-simultané. Si 'ensembl@g (T") n’est pas-simultané c’est que le
partage de la ressouréepose probléme.

4. Mesures d'équité

La partie précédente a montré comment décider de I'existdacséquences (ou
trajectoires les deux termes étant équivalents) équgatdmpatibles avec I'architec-
ture cible et respectant les régles d'accés aux ressowreesju’il n'en existe pas,
il est possible qu'il existe tout de méme des trajectoirdslea. Autrement dit, on
peut avoirQz (T') m-simultané alors qu@ g z(I") ne I'est pas. De plus, une trajec-
toire valide peut étre plus ou moins équitable en ce sendlgugeut plus ou moins
respecter les principes d’'une exécution régulieremerarti&p Notre objectif est de
poser les fondements d’un outil de sélection de comportesmerfonction de criteres
quantitatifs d’équité. Nous proposons des indicateursuddit¢ mesurant I'équité des
séquences. Nous présentons des mesures adaptées a clesamedeprésentations
(charge exécuté ou sous-taches). Nous commengons padémrsine tache seule,
a laquelle nous associons une mesure d’invalidité, la reedarvalidité est alors le
complément d de cette mesure. Si cette mesure est nulle, la tache a un campo
ment équitable. Puis, nous étendons notre approche aitatiph dans sa globalité.
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Dans ce qui suit, P est I'hyper-période de [Iapplication P =
ppem(Py, Py, ..., Py), n;(P) est le nombre d'instances de dans lintervalle
[0,P] : n;(P) = P%, et nbs;(P) est le nombre de sous-taches dont la fenétre
d’exécution est dans l'intervall®, P : nbs; = n;(P).C;.

Mesure fondée sur le nombre de points hors zone

Charge
exécutée O Point valide
® Point invalide

Charge
exécutée

Trajectoire 1 Trajectoire 2

Figure 7. Points valides de deux trajectoires pour la taché, 12 >

Nous considérons la trajectoire de la tache sur I'inteeyéll P, et nous définis-
sons :

# points(t, Charge(t)),0 <t < P, hors zone de validité

eSinvy (73, S, P) # total de points

La zone de validité est la zone contenue entre les deux didite et W+. Consi-
dérons la taches 5,12 >. La figure 7 présente deux trajectoires de cette tache sur
l'intervalle [0, 12[. Chaque trajectoire compori@ points. Pour la premiére trajec-
toire, il y a4 points hors de la zone de validité et il y en a 8 pour la secobee.
mesures d’invalidité associée a ces trajectoires sont dmmpectivement égalesl#3

et 2/3. La trajectoire 1 est donc plus équitable que la trajectdir€ette premiere
mesure est simple a mettre en ceuvre. Il suffit de considésgrdmts en dehors de
I'objet géométrique qui représente les trajectoires adples.

Mesure fondée sur les distances verticales

Considérons les trajectoires de la figure 8 pour la t&ch®, 30 >. La trajectoire
2 est plus réguliere que la trajectoire 1. Pourtant, il 32goints hors zone pour la
trajectoire 1 contr@6 pour la trajectoire 2. La mesure précédente ne refléte pies cet
impression de régularité. En fait, dans le premier cas, @este beaucoup de I'équité
alors que dans le second, aprés un petit décalage au dégadgression reprend un
rythme régulier. Nous affinons donc la mesure précédentemparant pour chaque
point I'état d’avancement de la tache avec son état d’avaeneidéal a I'aide d’'un
calcul de distance entre le point (t, charge(t)) et le pdintgal(t)), appelédistance
verticale a la droiteW (¢) (voir figure 9). Elle est égale fcharge(t) — W (t) |=]|
charge(t) — u;.t |. La mesure d’invalidité associée a la trajectoire 1 estsadgale
a 78,3 et celle de la trajectoire 2 a 34,3. Cependant, cetteinme@’est pas comprise
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Trajectoire 2

Trajectoire 1

2 7 2 2
B Ix T T [ Treiectoire 1
0 5 10 20 0
B O B D B 3 D B By g g Tralectoie 2
0 5 10 20 P

B .H. B B B, &, K, B, K1, Teicorws

Figure 8. Trajectoires de la tache 10, 30>

Charge

Charge PN
exécutée

exécutée

charge(t) —|

charge(t') —

Distance horizontale

Distance verticale

Figure 9. Distance verticale d'un point hors zone a la droite W(t) - faisce horizon-
tale

entre( et1. Pour la normaliser, il faut la diviser par la pire valeurll€ei correspond
aux cas ou la tache s’exécute tout au début de sa période oa kmdin. La mesure
associée estici égalédd, 3. Donc les mesures finales d'invalidité sont égales@7
pour la trajectoire 1 et @, 349 pour la trajectoire 2. Formellement, nous avons :

> | charge(t) — u;.t |

points hors zone

Mesiny, (13, S, P) =

C

nl(P)( Z (Ui.t—t)+ Z (u,t—C’l))

(;] Ci+1

T—u;
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Mesure fondée sur les fenétres d’exécution

Fenétres de 3
validité 2
1
Trajectoire 1 [ 5 ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 12
Trajectoire 2 3 4 5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 12
Trajectoire 3 2 3 5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 12

Figure 10. Trajectoires pour la tache:5, 12> et fenétres de validité

Nous adoptons maintenant le point de vue des fenétres digzaet la décom-
position des taches en sous-taches unitaires. Dans unradosament équitable, on
peut attacher de maniére bijective & chaque sous-tacheétréedans laquelle elle
s’exécute. Si I'ordonnancement n'est pas équitable, ulfe denstruction n'est pas
possible, on ne peut construire qu’une fonction injectiasiplle. Le taux d’invalidité
est alors mesuré al'aide du nombre de sous-taches qui rdemipétre associées a une
fenétre. Nous construisons donc une fonction injectivéssemte de I'ensemble des
sous-taches vers I'ensemble des fenétres. Reprenonsifdxee la figure 8. Nous as-
socions les sous-taches marquées d'une croix a une fe@Gétenous donne comme
mesures d’invalidité /10 pour la trajectoire 1 et/10 pour la trajectoire 2, ce qui
répond mieux a nos observations. Dans cet exemple, legdsrgnt disjointes, le
calcul est donc immédiat. Mais les fenétres peuvent se ckbea (de une unité de
temps). Considérons les trajectoires proposée figure 10lpdéche<5, 12>. Sur
chaque sous-tache est indiqué, quand c’est possible, |énowte la fenétre associée
a la sous-tache. Nous obtenons comme mesure d'invalifii@our les trajectoires 1
et 2 etl/5 pour la trajectoire 3.

De maniere formelle, la fonction (partielle) qui associe denétre a une sous-
tache est définie de la maniére suivante. Soit une tackeC;, P; >. On considére
les fenétres d’exécution sur un intervalle de terfip#’]. La fonctionf est définie sur
{7} /1 < j < nbs;(P)} de maniere inductive par :

—f(ria) = Iij0 ol jo est le plus petit indice tel que' s’exécute danﬁijo.

— On suppose f définie pouf, . .. ,Tij’l

— Si7/ s’exécute dans une unique fenéffealors

- s'il exister < j tel quef(r7) = IF alorsf(rij) =1,
-sinonf (7)) = IF.
- Si7/ s’exécute dangf N 1:+1, alors

- s'il exister < j tel quef(r]) = IF, alorsf(r}) = I}
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-sinonf(r/) = I*.

k3

La mesure d'invalidité est alors définie garMes;p., (7;, P) = %

Mesure fondée sur les distances horizontales

Reprenons la tache 10,30 >, et considérons la troisiéme trajectoire. Elle pos-
sede la méme mesure d'invalidité que la trajectoire 2, skElamesure précédente.
Cependant, pour cette trajectoire, toutes les sous-t&hdsune s’exécutent dans
leur fenétre de validité. Il semblerait donc normal que lassune puisse les dépar-
tager. Pour cela, nous raffinons la mesure précedente ermilé@t pour chaque
tache la distance a sa fenétre d’exécution. Cette distaciénie par dh(r/, S) =
Maz{0,r] — b, f/ — d}} oub] est la date de début de la sous-tchg/esa date
de terminaison](j = bf + 1). Cette distance est appeléediatance géométrique
horizontale, illustrée figure 9. On fait donc la somme des distances botates pour
toutes les sous-taches qui s’exécutent en dehors de lgkirdeil faut enfin, comme
dans le cas 2, normaliser cette somme. La mesure d'invéalgdit alors définie par

nbs;(P) .
dh(r],S)

Mesmm(n,P) = _j=1 .
> =G

Reprenons I'exemple de la figure 10. Pour la trajectoire dlideance obtenue est
égale a2H£2HE0 — 1 pour la trajectoire 2, elle est égale’d 240 = 1 et
pour la trajectoire 3, on trouv&0EE0E0 — L | 3 encore, le modéle géométrique
pourra servir de support aux calculs, puisqu'’il s'agira dedminer pour les segments
hors zone la distance d'une de leurs extrémités a I'objetngdaque représentant la
zone de validité. Le tableau 1 résume les valeurs de cesequatsures pour les trois
séquences de la figure 8, avBc= 30.

Mesinvl Mesinvz Mesinvg Mesinv4
seq1 0.73 0.797 0.6 0.8
seqs 0.87 0,349 0.1 0.29
seqs 0,07 0.139 0.1 0.02

Tableau 1.Mesures pour les trajectoires (ou séquences) de la figure 8

Mesures d’invalidité d’'une séquence

Nous disposons de mesures permettant d’analyser de mamd&iduelle le degré
d’équité de chacune des taches au sein de la séquence. Afualifiieq la séquence
dans sa globalité, nous devons ensuite synthétiser ldtsatdsabtenus. Pour cela, nous
calculons la moyenne des taux individuels pondérés pafaeteur d’utilisation. Ces

2.| A | désigne le cardinal de 'ensemble A.
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facteurs de pondération permettent de tenir compte de & mlecupée par la tache
i ui.Mesim,k (Ti7P)
i=1

dans I'application. Don@ au i, (1) =

it

u;

5. Conclusion

Nous avons présenté une modélisation a base de géométrietdides ordonnan-
cements P-équitables pour des applications constitué@sldes a départs simultanés
et a échéances sur requétes, partageant des ressouigegsrita construction pro-
posée permet de déterminer s'il existe des séquences Rdggaicompatibles avec
les régles de gestion des ressources critiques. Lorsdaiil existe pas, le modele
permet de représenter 'ensemble des séquences validssaMons alors proposé des
critéres de sélection de comportements le plus équitalsiipe. Cette sélection s’ap-
puie sur des mesures d'invalidité qui quantifient I'écant r@gport a des exécutions
équitables. Nous avons proposé deux types de techniquessigemui s'adpatent &
chacune des deux visions des ordonnancements équitablebéale charge exécu-
tée versus sous-taches). La mesukss;,,,, est calculée a l'aide d’'un dénombrement
simple a partir du modéle géométrique. Il est ensuite dé@mune seconde version
qui affine la vision binaire de la premiére mesure : on tiemhpte pour les points
ne respectant pas I'équité de I'écart avec I'exécutionl@éau moyen de calculs de
distances. La troisieme mesure s'appuie sur la décomposti sous-taches de I'ap-
plication, et sur I'association injective des sous-tacheme fenétre d’exécution. Si
I'exécution n’est pas suffisamment répartie, certaines-$aches ne pourront pas étre
associées a une fenétre. Leur nombre caractérise alorslaquité de la séquence.
Enfin, la derniére mesure tient compte de la distance de etsmps-tache s’exécutant
hors de sa fenétre a sa fenétre. Cette mesure s’appuie sdistlesces qui peuvent
étre déterminées a I'aide du modele géométrique. Les siiontaréalisées tendent a
montrer que la mesumes;,,, donne les résultats les plus proches de I'idée intui-
tive de I'équité. Ce travail constitue la premiere étapealeréation d’un atelier de
détermination de séquences presqu’équitables et d’amle@nkeption. La prochaine
étape consistera en l'intégration de ces mesures dang GerhSMARTS (Largeteau
et al, 2004), puis en la réalisation d’'un banc de tests permettalgs comparer et de
déterminer leurs performances en fonction des caradtirést des applications.

Une autre application intéressante de ces résultats setiapteser d’outils de sé-
lection de séquences ou les temps creux seront disposés éqlitablement possible.
En effet, une répartition équitable des temps creux de lie@iion permet une prise en
compte efficace de taches apériodiques a constrainteest(ioir (Choquet-Geniet
et al, 2009)).
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