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RÉSUMÉ.Nous nous plaçons dans le contexte de l’analyse hors-ligne d’applications temps-réel
constituées de tâches pouvant partager des ressources critiques, en environnement multipro-
cesseur. Nous adoptons une approche à base de géométrie discrète. Nous nous intéressons aux
comportements équitables de l’application. Dans un premier temps, nous les avons caracté-
risés géométriquement, afin de pouvoir les extraire du modèle général. S’il n’existe pas de
tels comportements, ce qui peut se produire puisqu’en présence de ressources critiques les or-
donnancements équitables ne sont plus optimaux, nous souhaitons extraire les séquences les
plus équitables. Nous proposons pour cela des indicateurs de qualité mesurant l’équité des
séquences, qui peuvent être combinés avec le modèle géométrique.

ABSTRACT.We address off-line scheduling for real-time applicationscomposed of tasks that may
share critical resources, in multiprocessor environment.We adopt a discrete geometry model
based approach. We are interested in the fair behaviours of the application. In a first time, we
have characterized them by means of geometrical properties, so that we can then extract them
from the general model. If no fair schedules exist, what may arises, since when resources are
involved, fair strategies are no longer optimal, we aim to get as much fair as possible schedules.
For that purpose, we propose fairness benchmarks, which canbe combined with the geometrical
model.
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1. Introduction

Les applications temps-réel ont pour vocation de garantir le bon fonctionnement
et la sécurité de procédés physiques sensibles (système d’allumage d’un véhicule,
avion en vol, robot, centrale nucléaire...). Elles sont assujetties à la dynamique du pro-
cédé : leur vitesse de réaction doit être adaptée à la vitessed’évolution de celui-ci, et
elles doivent à ce titre respecter les contraintes temporelles qui en découlent. Classi-
quement, une application temps-réel consiste en un ensemble de tâches périodiques
interagissantes, qui s’exécutent de manière régulière. L’un des enjeux de la concep-
tion de ces applications est de garantir que les contraintestemporelles seront toujours
respectées, et que les interactions seront correctement gérées (respect de l’exclusion
mutuelle, absence d’interblocage. . .). Ceci relève de la problématique de l’ordonnan-
cement. Nous considérons ici des architecturesmultiprocesseurconstituées dem pro-
cesseurs identiques. Nous supposons que l’ordonnancementestglobal : les tâches ne
sont jamais définitivement affectées à un processeur donné,elles peuvent migrer à
tout moment d’un processeur à un autre. Dans le cas général, déterminer l’existence
d’une séquence valide en environnement multiprocesseur est un problème NP-difficile
(Anderssonet al., 2000; Leunget al., 1982). De plus, il a été prouvé qu’il ne peut pas
exister de méthode d’ordonnancement en ligne optimale1 (Hong et al., 1992). Ce-
pendant, si les tâches sont indépendantes, les stratégies P-équitables PF, PD et PD2,
proposées par (Baruahet al., 1996; Andersonet al., 2004), sont des stratégies op-
timales. Si les tâches ne sont pas indépendantes, une approche alternative consiste
à utiliser des techniques d’ordonnancement avant exécution : une séquence est cal-
culée avant l’exécution de l’application et est ensuite implémentée dans une table
au niveau du séquenceur. Ces techniques s’appuient généralement sur des approches
orientées modèles. Celles-ci présentent deux atouts majeurs : tout d’abord, elles li-
mitent au maximum la surcharge processeur liée à l’ordonnancement, puisque aucun
algorithme d’ordonnancement n’est exécuté ; d’autre part,elles sont le plus souvent
basées sur une exploration exhaustive de l’espace des solutions (l’ensemble de toutes
les séquences possibles) et donc, s’il existe une séquence valide, elles sont assurées
de la trouver. Cela confère donc à ces méthodes une puissanced’ordonnancement su-
périeure à celle des méthodes en-ligne (i.e. qui consiste à implémenter un algorithme
qui s’exécute en même temps que l’application). Ceci a néanmoins des contreparties :
les techniques de modélisation de l’application et de calcul des séquences valides ont
la plupart du temps des complexités relativement élevées ; les techniques d’ordon-
nancement avant exécution sont moins souples que les techniques en-ligne, puisque
toute évolution de l’application nécessite de reprendre enintégralité le calcul de la sé-
quence à suivre. Plusieurs approches ont été développées dans la littérature, à base de
réseaux de Petri, d’automates finis, de chaînes de Markov (Grolleauet al., 2002; Lar-
geteauet al., 2001; Genietet al., 2001; Chauvièreet al., 2007). L’approche que nous
adoptons ici, à base de géométrie discrète (Largeteauet al., 2005), reprend la même1. Un algorithme d’ordonnancement est dit optimal si, quelleque soit l’application considérée,
soit il produit une séquence valide, i.e. qui respecte toutes les contraintes temporelles, soit aucun
autre algorithme ne le pourra.
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démarche que l’approche à base d’automates, mais de façon beaucoup plus efficace,
tant au niveau de la construction du modèle que de son analyse. Ce modèle associe
un objet géométrique dans l’espace (temps CPU, temps) à chaque tâche. La forme de
cet objet géométrique dépend directement des contraintes temporelles auxquelles la
tâche est soumise. La concurrence s’exprime par un produit cartésien. Le partage de
ressource est, quant à lui, modélisé par une soustraction des points correspondant à
une utilisation invalide de la ressource. Suivant les propriétés topologiques de l’objet
final, nous pouvons déterminer si l’application est ordonnançable ou non, éventuel-
lement pour une architecture donnée. Nous pouvons également préciser, dans le cas
ordonnançable, le nombre minimal de processeurs nécessaires. Le principal avantage
de cette méthode est que, même si l’application n’est pas ordonnançable, l’objet pro-
duit n’est pas vide, il permet alors d’analyser les causes del’invalidité et de quantifier
le taux d’invalidité du système.

Notre objectif est d’une part de caractériser géométriquement les comportements
équitables afin de pouvoir les extraire du modèle général, s’il en existe. D’autre part,
nous souhaitons, s’il n’existe pas de comportements équitables compatibles avec les
règles de manipulation de ressources, sélectionner les comportements qui sont les plus
équitables possible. En effet, outre qu’elles sont efficaces pour des tâches indépen-
dantes, les stratégies P-équitables présentent des atouts: elles garantissent une exé-
cution régulière des tâches, ce qui peut être très intéressant pour certains types d’ap-
plications, en particulier dans le domaine multimédia ; elles permettent une gestion
efficace des tâches apériodiques contraintes (Choquet-Geniet et al., 2009). Pour cela
nous construisons un modèle géométrique P-équitable qui modélise l’ensemble des
comportements P-équitables de l’application, puis nous montrons comment prendre
en compte le partage de ressources. Si l’objet obtenu ne possède pas les bonnes pro-
priétés topologiques, il n’existe pas de séquences équitables respectant les règles d’ac-
cès aux ressources pour l’architecture cible. Dans ce cas, nous considérons l’ensemble
de toutes les séquences valides, d’où nous souhaitons extraire les séquences les plus
équitables. Pour cela, nous proposons plusieurs modèles numériques permettant de
quantifier l’équité d’une séquence.

L’organisation du papier est la suivante : dans la section 2,nous présentons l’or-
donnancement P-équitable. En section 3, nous présentons lemodèle géométrique sur
lequel nous nous appuyons. Puis en section 4, nous présentons les mesures d’équité
que nous proposons. Enfin, la section 5 donne quelques conclusions et perspectives.

2. Ordonnancement P-équitable

Dans la suite, pour tout réelx, bx
 désigne la partie entière inférieure dex et dxe
la partie entière supérieure.

Nous rappelons que nous considérons des plateformes comportantm processeurs
identiques. Nous considérons des applications composées de n tâches périodiques
à échéances sur requêtes�i(Ci; Pi). Ci représente la pire durée d’exécution de la
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tâche etPi sa période. Nous supposons que les tâches sont soumises à descontraintes
d’échéances strictes, et qu’elles peuvent partager des ressources communes (variables
partagées, segments mémoire . . .). Une tâche consiste en un ensemble infini d’ins-
tances activées aux instantsk:Pi (k 2 N) et à chaque nouvelle activation, l’instance
précédente doit avoir terminé son exécution. Nous supposons que le parallélisme est
interdit : une tâche ne peut pas s’exécuter sur plusieurs processeurs simultanément.
Nous supposons enfin que les paramètres temporels sont connus et déterministes.

Formellement, un ordonnancement est une applicationS : N � f1; : : : ; ng !f0; 1g telle que
nPi=1S(t; i) � m. Intuitivement,S(t; i) = 1 signifie que la tâche�i est

exécutée pendant l’intervalle de temps[t; t+ 1[ sur un processeur.

Les stratégies P-équitables ont été développées pour les systèmes multiprocesseur.
Ce sont des stratégies optimales pour des systèmes de tâchesindépendantes en envi-
ronnement multiprocesseur. L’idée de base est que les tâches s’exécutent de manière
régulière, à une vitesse égale à leur facteur d’utilisation(ui = CiPi ). Cela signifie qu’à

l’instant t, la tâche�i doit avoir exécutéCiPi :t unités de temps processeur. Mais le
nombre d’unités de temps processeur devant être entier, ce nombre est approximé soit
parbui:t
 soit pardui:te. De manière formelle :

Définition 1. Un ordonnancementS est P-équitable si et seulement si8t 2 N;8i 2 f1; : : : ; ng;�1 < ui:t� t�1Xj=0 S(j; i) < 1:

Figure 1. Exécutions P-équitable et non P-équitable.

La figure 1 illustre la notion d’équité. Pour chaque tâche, lacourbe représentant la
charge déjà exécutée doit être située entre les deux droitesd’équationy = CiPi :t� 1.

A chaque instantt, si le pointCi(t) est au-dessus de la droite idéale, la tâche est
dite en avance, si elle est sur la droite idéale, elle est diteponctuelleet si elle est en
dessous de la droite idéale, elle est diteen retard. Pour construire un ordonnance-
ment P-équitable, à chaque instantt 2 N, l’ensemble des tâches {�1; �2; : : : ; �n} est
partitionné en trois sous-ensembles (voir figure 1) :
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– Les tâchesurgentesqui sont les tâches en retard qui, si elles n’étaient pas exé-
cutées à l’instantt, seraient à l’instantt+ 1 sous la droite limite inférieure.

– Les tâchesinterdites qui sont les tâches en avance qui, si elles étaient exécutées
à l’instantt, seraient à l’instantt+ 1 au-dessus de la droite limite supérieure.

– Les tâchespossiblesdont ni l’exécution ni la non exécution à l’instantt ne
conduit à violer la condition de P-équité.

Puis toutes les tâches urgentes sont exécutées. Les tâches possibles sont ensuite triées,
et lesm� j Urgentes j premières d’entre elles sont exécutées.

Plusieurs algorithmes P-équitables ont été proposés dans la littérature (PF, PD et
PD2 (Baruahet al., 1996; Andersonet al., 2004)). Ils diffèrent dans la façon dont
les tâches possibles exécutées sont sélectionnées. Notonsenfin que, pour des raisons
d’implémentation, la P-équité est souvent définie à l’aide de fenêtres d’exécution des
sous-tâches unitaires. Toute tâche�i est décomposée en une infinité de sous-tâches� ji de durée1. La j�eme (j > 0) sous-tâche doit alors s’exécuter dans une fenêtre
temporelleIji délimitée parrji = b j�1ui 
 et dji = d jui e. Ces fenêtres d’exécution sont
déduites de la définition. La figure 2 donne un exemple de fenêtres et le principe de
leur détermination à partir des droitesW etW+. Définir les fenêtres revient à paver
la zone de validité (située entre les deux droites limite). L’exécution d’une sous-tâche
correspond à un segment de droite de pente1. Chaque segment de pente1 doit donc
être situé à l’intérieur de son pavé.

Figure 2. Fenêtres d’exécution pour la tâche<8, 11> - calcul des fenêtres et des
pavés

3. Définitions du modèle géométrique de représentation

Cette section présente le modèle géométrique associé à l’ensemble des états va-
lides d’une tâche qui garantissent une utilisation équitable de la ressource proces-
seur. Le modèle géométrique d’une tâche est présenté en détail dans (Largeteauet
al., 2004; Largeteauet al., 2005; Largeteau-Skapinet al., 2008), le modèle géomé-
trique de l’équité est présenté dans (Largeteau-Skapinet al., 2009).
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Figure 3. a) modèle géométrique ; b) modèle de l’équité pour la tâche< 3; 7 >
3.1. Espace de représentation des états d’une tâche

Nous considérons pour chaque tâche, un espaceE à 2 dimensions dans lequel
l’ordonnée correspond à l’avancement de la tâche (i.e. la charge cumulée qu’elle a
déjà exécutée) et l’abscisse correspond au temps. Lors de son exécution, les états
successifs de la tâche� dépendent de l’attribution ou non du CPU. Chaque état de la
tâche correspond à un point de l’espaceE et une séquence d’exécution de la tâche
est représentée par une courbe (la"trajectoire de la tâche") de l’espace (temps,temps
CPU). La tâche ne peut être dans deux états à la fois et son étatne peut pas être
indéfini. Elle doit également respecter ses contraintes temporelles< C;P >. Ceci se
traduit par un certain nombre de contraintes géométriques :nous notonsri = i:P le
réveil de la(i+ 1)ème instance de la tâche (ri+1 = ri + P est son échéance).

Définition 2. On appelletrajectoire validede � < C; P > toute application crois-

santeTr� N+ ! N+ telle que :

�
Tr� ([ri; ri+1℄) = [i:C; (i+ 1):C℄
Tr� (t+ 1) = Tr� (t) ou Tr� (t) + 1

L’ensemble des trajectoires valides est notéTV (�).
Nous pouvons noter qu’il y a isomorphisme entre les trajectoires et les séquences

d’ordonnancement de la tâche. Nous pouvons donc employer indifféremment l’un ou
l’autre terme. Le modèle géométrique d’une tâche, notéGr(�), est l’ensemble des
points d’une trajectoire valide de� , i.e. l’ensemble des états valides temporellement
et atteignables de� (cf. figure 3).

Définition 3. Le domaine de validitéGr(�) des états d’une tâche� est défini par :Gr(�) = [ 2TV (�)f(t;  (t))g:
Pour être équitable, une tâche doit exécuter, entreri etri+1, lesC unités de temps

de son code le plus régulièrement possible. Le taux d’exécution idéal est alorsCP .
Un état d’une tâche est dit équitable s’il est valide et ne s’éloigne pas de l’exécution
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idéale. Nous pouvons définir géométriquement les états équitables de la façon suivante
(cf figure 3) :

Définition 4. L’ensemble des états équitables de la tâche� < C; P > est défini par :GrE(�) = f(t; y) 2 N2 ; �P < Ct� Py < Pg
Figure 4. Représentation géométrique du fonctionnement de deux tâches

3.2. Intégration de la concurrence

L’état du système� = (�i)i2[1;n℄ à un instantt est défini par l’état d’avancement
de chacune des tâches�i à cet instantt. La validité d’un état à l’instantt du système
dépend de la validité des états de chacune de ses tâches à l’instantt. Le modèle géo-
métrique de l’application peut donc se définir à partir des modèles de chaque tâche :

Définition 5. L’ensemble des états valides de� est l’ensemble
(�) défini par :
(�) = f(t; x1; :::; xn)= 8i 2 [1; n℄; (t; xi) 2 Gr(�i)gT (�) est l’ensemble des trajectoires de
(�) issues de l’origine dont les projections
sur chacun des plans associés aux tâches est une trajectoirevalide pour la tâche
considérée.

Nous montrons dans (Largeteauet al., 2005) que
 peut être obtenu par application
des opérations de produit cartésien et d’intersection. Pour l’exemple de la figure 4,
l’espace dans lequel est modélisée la concurrence est à 3 dimensions (2 tâches plus
le temps). Le schéma de droite présente une vue éclatée du modèle. Le modèle de
l’équité pour l’ensemble du système s’obtient à partir des modèles de l’équité pour
chacune des tâches qui le composent :

Définition 6. L’ensemble des états équitables du système� = (�i)i2[1;n℄ est :
E(�) = f(t; y1; ::::yn) 2 Nn+1 tel que8i 2 [1; n℄; (t; yi) 2 GrE(�i)g
3.3. Partage de ressources

Nous considérons ici des ressources critiques, qui doivents’utiliser en exclusion
mutuelle. Une solution correcte doit respecter les sections critiques associées à leur
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utilisation. Si pour un état du système, deux tâches sont toutes les deux à l’intérieur
d’une section critique associée à la même ressource, cet état est invalide. Les états
invalides peuvent être définis géométriquement. On notenbk(1) le temps CPU avant
l’utilisation de la ressourceR dans le code de�k, etnbk(2) le temps CPU depuis le
début de la tâche jusqu’à la fin de la section critique (nbk(2) � nbk(1) correspond
à la durée de la section critique). Soit(�i)i2I l’ensemble des tâches partageant une
ressourceR. Les états de(�i)i2I liés à une utilisation commune de la ressource par
ces tâches doivent être invalidés.

Définition 7. La représentation géométrique des utilisations incorrectes de la res-
sourceR est définie par :Gr(R) = f(t; x1; : : : ; xn) 2 
(�)= 9j1; j2 2 I ,b xj1Pj1 
:Pj1 + nbj1(1) < xj1 < b xj1Pj1 
:Pj1 + nbj1(2) andb xj2Pj2 
:Pj2 + nbj2(1) < xj2 < b xj2Pj2 
:Pj2 + nbj2(2)g:

L’ensemble des états respectant les contraintes de partagede ressources correspond
à l’intersection de
 avec le complémentaire deGr(R).
Définition 8. Si le système� = (�i)i2[1;n℄ utilise une ressourceR, le modèle géomé-
trique
R(�) de l’application est donné par :
R(�) = 
(�) nGr(R).
De même, le modèle géométrique de l’équité
ER est :
ER(�) = 
E(�) nGr(R).
On note enfinTR(�) etTER(�) l’ensemble des trajectoires de
R(�) et de
ER(�)
Figure 5. Représentation géométrique d’une application avec partage de ressource

La figure 5 présente le système de la figure 4 auquel a été ajoutéun partage de res-
source. Ce partage est modélisé par un trou dans le modèle initial. Le premier schéma
présente la zone d’exclusion mutuelle dans l’espace (�1; �2), le second présente le
modèle de l’application, et le troisième une vue éclatée du modèle.

3.4. Prise en compte de l’architecture et décision d’ordonnançabilité

Une fois l’objet construit, afin de prendre en compte le nombre de processeurs,
nous devons étudier les propriétés de connexité. Sur une trajectoire, on regarde com-
bien de tâches sont actives lorsque l’on passe d’un point au point suivant (voir la figure
6).

Définition 9. S’il y a au plusk tâches actives entre deux états, on dit que la trajectoire
estk-simultanée entre ces deux points.
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Figure 6. k-simultanéité de deux tâches

Une trajectoire est ditek-simultanée si elle estk-simultanée entre deux points consé-
cutifs quelconques.
Un ensemble
R(�) (resp.
E(�)) est ditk-simultané s’il existe au moins une trajec-
toire  deTR(�) (resp.TER(�)) k-simultanée.

Theorem 1. Si l’ensemble
R(�) (resp.
ER(�)) estk-simultané alors il existe un
ordonnancement temporellement valide (resp. équitable) de l’application surk pro-
cesseurs.

La complexité spatiale est par construction fonction du PPCM des périodes. Une
fois le modèle construit, les différentes analyses possibles sont effectuées en O(n).

Remarque : pour un ensemble de tâches� = (�i)i2[1;n℄, l’ensemble
(�) est né-
cessairementn-simultané. Si l’ensemble
ER(�) n’est pasn-simultané c’est que le
partage de la ressourceR pose problème.

4. Mesures d’équité

La partie précédente a montré comment décider de l’existence de séquences (ou
trajectoires les deux termes étant équivalents) équitables compatibles avec l’architec-
ture cible et respectant les règles d’accès aux ressources.Lorsqu’il n’en existe pas,
il est possible qu’il existe tout de même des trajectoires valides. Autrement dit, on
peut avoir
R(�) m-simultané alors que
ER(�) ne l’est pas. De plus, une trajec-
toire valide peut être plus ou moins équitable en ce sens qu’elle peut plus ou moins
respecter les principes d’une exécution régulièrement répartie. Notre objectif est de
poser les fondements d’un outil de sélection de comportements en fonction de critères
quantitatifs d’équité. Nous proposons des indicateurs de qualité mesurant l’équité des
séquences. Nous présentons des mesures adaptées à chacune des deux représentations
(charge exécuté ou sous-tâches). Nous commençons par considérer une tâche seule,
à laquelle nous associons une mesure d’invalidité, la mesure de validité est alors le
complément à1 de cette mesure. Si cette mesure est nulle, la tâche a un comporte-
ment équitable. Puis, nous étendons notre approche à l’application dans sa globalité.
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Dans ce qui suit, P est l’hyper-période de l’application :P =pp
m(P1; P2; : : : ; Pn), ni(P ) est le nombre d’instances de�i dans l’intervalle[0; P [ : ni(P ) = PPi , et nbsi(P ) est le nombre de sous-tâches dont la fenêtre
d’exécution est dans l’intervalle[0; P [ : nbsi = ni(P ):Ci.
Mesure fondée sur le nombre de points hors zone

Figure 7. Points valides de deux trajectoires pour la tâche< 5; 12 >
Nous considérons la trajectoire de la tâche sur l’intervalle [0; P [, et nous définis-

sons :Mesinv1(�i; S; P ) = # points(t; Charge(t)); 0 � t < P , hors zone de validité
# total de points

:
La zone de validité est la zone contenue entre les deux droitesW� et W+. Consi-
dérons la tâche< 5; 12 >. La figure 7 présente deux trajectoires de cette tâche sur
l’intervalle [0; 12[. Chaque trajectoire comporte12 points. Pour la première trajec-
toire, il y a 4 points hors de la zone de validité et il y en a 8 pour la seconde.Les
mesures d’invalidité associée à ces trajectoires sont doncrespectivement égales à1=3
et 2=3. La trajectoire 1 est donc plus équitable que la trajectoire2. Cette première
mesure est simple à mettre en œuvre. Il suffit de considérer les points en dehors de
l’objet géométrique qui représente les trajectoires équitables.

Mesure fondée sur les distances verticales

Considérons les trajectoires de la figure 8 pour la tâche< 10; 30 >. La trajectoire
2 est plus régulière que la trajectoire 1. Pourtant, il y a22 points hors zone pour la
trajectoire 1 contre26 pour la trajectoire 2. La mesure précédente ne reflète pas cette
impression de régularité. En fait, dans le premier cas, on s’écarte beaucoup de l’équité
alors que dans le second, après un petit décalage au départ, la progression reprend un
rythme régulier. Nous affinons donc la mesure précédente en comparant pour chaque
point l’état d’avancement de la tâche avec son état d’avancement idéal à l’aide d’un
calcul de distance entre le point (t, charge(t)) et le point (t, ideal(t)), appeléedistance
verticale à la droiteW (t) (voir figure 9). Elle est égale àj 
harge(t) �W (t) j=j
harge(t) � ui:t j. La mesure d’invalidité associée à la trajectoire 1 est alors égale
à 78,3 et celle de la trajectoire 2 à 34,3. Cependant, cette mesure n’est pas comprise
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Figure 8. Trajectoires de la tâche<10, 30>

Figure 9. Distance verticale d’un point hors zone à la droite W(t) - Distance horizon-
tale

entre0 et1. Pour la normaliser, il faut la diviser par la pire valeur. Celle-ci correspond
aux cas où la tâche s’exécute tout au début de sa période ou tout à la fin. La mesure
associée est ici égale à98; 3. Donc les mesures finales d’invalidité sont égales à0; 797
pour la trajectoire 1 et à0; 349 pour la trajectoire 2. Formellement, nous avons :Mesinv2(�i; S; P ) = Ppoints hors zone j 
harge(t)� ui:t jni(P ):( CiPd 11�ui e(ui:t� t) + bCi�1ui 
+1PCi+1 (ui:t� Ci)) :
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Mesure fondée sur les fenêtres d’exécution

Figure 10. Trajectoires pour la tâche<5, 12> et fenêtres de validité

Nous adoptons maintenant le point de vue des fenêtres d’exécution et la décom-
position des tâches en sous-tâches unitaires. Dans un ordonnancement équitable, on
peut attacher de manière bijective à chaque sous-tâche la fenêtre dans laquelle elle
s’exécute. Si l’ordonnancement n’est pas équitable, une telle construction n’est pas
possible, on ne peut construire qu’une fonction injective partielle. Le taux d’invalidité
est alors mesuré à l’aide du nombre de sous-tâches qui n’ont pas pu être associées à une
fenêtre. Nous construisons donc une fonction injective croissante de l’ensemble des
sous-tâches vers l’ensemble des fenêtres. Reprenons l’exemple de la figure 8. Nous as-
socions les sous-tâches marquées d’une croix à une fenêtre.Ceci nous donne comme
mesures d’invalidité6=10 pour la trajectoire 1 et1=10 pour la trajectoire 2, ce qui
répond mieux à nos observations. Dans cet exemple, les fenêtres sont disjointes, le
calcul est donc immédiat. Mais les fenêtres peuvent se chevaucher (de une unité de
temps). Considérons les trajectoires proposée figure 10 pour la tâche<5, 12>. Sur
chaque sous-tâche est indiqué, quand c’est possible, le numéro de la fenêtre associée
à la sous-tâche. Nous obtenons comme mesure d’invalidité2=5 pour les trajectoires 1
et 2 et1=5 pour la trajectoire 3.

De manière formelle, la fonction (partielle) qui associe une fenêtre à une sous-
tâche est définie de la manière suivante. Soit une tâche�i < Ci; Pi >. On considère
les fenêtres d’exécution sur un intervalle de temps[0; P ℄. La fonctionf est définie surf� ji =1 � j � nbsi(P )g de manière inductive par :

– f(�i;1) = Ij0i oùj0 est le plus petit indice tel que�1i s’exécute dansIj0i .

– On suppose f définie pour�1i ; : : : ; � j�1i .

– Si � ji s’exécute dans une unique fenêtreIki alors

- s’ il exister < j tel quef(�ri ) = Iki alorsf(� ji ) =?,

- sinonf(� ji ) = Iki .

– Si � ji s’exécute dansIki \ Ik+1i , alors

- s’il exister < j tel quef(�ri ) = Iki , alorsf(� ji ) = Ik+1i
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- sinonf(� ji ) = Iki .

La mesure d’invalidité est alors définie par2 : Mesinv3(�i; P ) = jf�i;j=f(�ji =?gjnbsi(P ) .

Mesure fondée sur les distances horizontales

Reprenons la tâche< 10; 30 >, et considérons la troisième trajectoire. Elle pos-
sède la même mesure d’invalidité que la trajectoire 2, selonla mesure précédente.
Cependant, pour cette trajectoire, toutes les sous-tâchessauf une s’exécutent dans
leur fenêtre de validité. Il semblerait donc normal que la mesure puisse les dépar-
tager. Pour cela, nous raffinons la mesure précédente en déterminant pour chaque
tâche la distance à sa fenêtre d’exécution. Cette distance est définie par :dh(� ji ; S) =Maxf0; rji � bji ; f ji � dji g où bji est la date de début de la sous-tâche etf ji sa date
de terminaison (f ji = bji + 1). Cette distance est appelée ladistance géométrique
horizontale, illustrée figure 9. On fait donc la somme des distances horizontales pour
toutes les sous-tâches qui s’exécutent en dehors de leur fenêtre. Il faut enfin, comme
dans le cas 2, normaliser cette somme. La mesure d’invalidité est alors définie parMesinv4(�i; P ) = nbsi(P )Pj=1 dh(�ji ;S)nbsi(P )Pj=1 b j�1ui 
�(j�1) .

Reprenons l’exemple de la figure 10. Pour la trajectoire 1, ladistance obtenue est
égale à0+1+2+1+012 = 13 , pour la trajectoire 2, elle est égale à5+4+2+1+012 = 1 et
pour la trajectoire 3, on trouve0+0+1+0+012 = 112 . Là encore, le modèle géométrique
pourra servir de support aux calculs, puisqu’il s’agira de déterminer pour les segments
hors zone la distance d’une de leurs extrémités à l’objet géométrique représentant la
zone de validité. Le tableau 1 résume les valeurs de ces quatre mesures pour les trois
séquences de la figure 8, avecP = 30.Mesinv1 Mesinv2 Mesinv3 Mesinv4seq1 0.73 0.797 0.6 0.8seq2 0.87 0,349 0.1 0.29seq3 0,07 0.139 0.1 0.02

Tableau 1.Mesures pour les trajectoires (ou séquences) de la figure 8

Mesures d’invalidité d’une séquence

Nous disposons de mesures permettant d’analyser de manièreindividuelle le degré
d’équité de chacune des tâches au sein de la séquence. Afin de qualifier la séquence
dans sa globalité, nous devons ensuite synthétiser les résultats obtenus. Pour cela, nous
calculons la moyenne des taux individuels pondérés par leurfacteur d’utilisation. Ces2. j A j désigne le cardinal de l’ensemble A.



1078 JESA – 43/2009. MSR 2009

facteurs de pondération permettent de tenir compte de la place occupée par la tâche

dans l’application. DoncTauxinvk(�) = nPi=1ui:Mesinvk (�i;P )nPi=1 ui .

5. Conclusion

Nous avons présenté une modélisation à base de géométrie discrète des ordonnan-
cements P-équitables pour des applications constituées detâches à départs simultanés
et à échéances sur requêtes, partageant des ressources critiques. La construction pro-
posée permet de déterminer s’il existe des séquences P-équitables compatibles avec
les règles de gestion des ressources critiques. Lorsqu’il n’en existe pas, le modèle
permet de représenter l’ensemble des séquences valides.Nous avons alors proposé des
critères de sélection de comportements le plus équitable possible. Cette sélection s’ap-
puie sur des mesures d’invalidité qui quantifient l’écart par rapport à des exécutions
équitables. Nous avons proposé deux types de techniques de mesure qui s’adpatent à
chacune des deux visions des ordonnancements équitables (courbe de charge exécu-
tée versus sous-tâches). La mesuremesinv1 est calculée à l’aide d’un dénombrement
simple à partir du modèle géométrique. Il est ensuite décliné en une seconde version
qui affine la vision binaire de la première mesure : on tient compte pour les points
ne respectant pas l’équité de l’écart avec l’exécution idéale, au moyen de calculs de
distances. La troisième mesure s’appuie sur la décomposition en sous-tâches de l’ap-
plication, et sur l’association injective des sous-tâchesà une fenêtre d’exécution. Si
l’exécution n’est pas suffisamment répartie, certaines sous-tâches ne pourront pas être
associées à une fenêtre. Leur nombre caractérise alors la non équité de la séquence.
Enfin, la dernière mesure tient compte de la distance de chaque sous-tâche s’exécutant
hors de sa fenêtre à sa fenêtre. Cette mesure s’appuie sur desdistances qui peuvent
être déterminées à l’aide du modèle géométrique. Les simulations réalisées tendent à
montrer que la mesuremesinv4 donne les résultats les plus proches de l’idée intui-
tive de l’équité. Ce travail constitue la première étape de la création d’un atelier de
détermination de séquences presqu’équitables et d’aide à la conception. La prochaine
étape consistera en l’intégration de ces mesures dans l’outil GemSMARTS (Largeteau
et al., 2004), puis en la réalisation d’un banc de tests permettantde les comparer et de
déterminer leurs performances en fonction des caractéristiques des applications.

Une autre application intéressante de ces résultats sera dedisposer d’outils de sé-
lection de séquences où les temps creux seront disposés le plus équitablement possible.
En effet, une répartition équitable des temps creux de l’application permet une prise en
compte efficace de tâches apériodiques à constraintes strictes (voir (Choquet-Geniet
et al., 2009)).
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