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Résumeé:

L’ utilisation d’ un ordonnancement en ligne selon les algorithmes classiques (RM, DM et ED) ne permet pas au cours de
I’ exécution d'une application temps réel, de maitriser le phénomeéne de gigue temporelle de certaines taches. Cette gi-
gue s avere d'autant plus néfaste lorsgue les taches ont une période qui doit étre strictement respectée (acquisition de
données, commande d’ un actionneur, etc.). Nous nous proposons donc dans ce travail de fournir une méthode permet-
tant d’annuler la gigue temporelle pour des taches dont les contraintes de régularité sont strictes, ceci dans le cadre des
ordonnancements basés sur |’ échéance (DM, ED).

Mots-Clés:
Gigue temporelle, ordonnancement en ligne, algorithmes d’ ordonnancement.
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| INTRODUCTION

Dans les systémes temps réel a contraintes strictes, chaque tache se doit de respecter ses contraintes temporelles. Le
début d’'exécution d'une instance d’ une tache doit, par exemple, commencer aprés sa date d’ activation (date a laquelle
la tAiche demande |a ressource processeur), la fin d exécution doit, quant a elle, étre réalisée avant |I'échéance de
I'instance. Dans le contexte d ordonnancement de taches temps réel a contraintes strictes dont les demandes
d’ exécution sont répétitives, le modéle classique de Liu et Layland [1] basé sur des taches périodiques a 4 parametres,
ne suffit pas a caractériser les contraintes de temps de tous les systémes temps réel, dans ce modéele seules les
contraintes d’ échéance de chaque tache sont exprimées. Dans certains systémes cependant, les taches répétitives doi-
vent satisfaire des contraintes de régularité d exécution. Beaucoup d' exemples tournent autour des entrées/sorties de
tels systemes : le maintien de la stabilité d'un systéme de pilotage d’un procédé passe par une commande stable (au
sens période de restitution) des actionneurs, les trames vidéos des systemes multimédia doivent étre transmises dans
une durée bornée [2], la manipulation de matiéres dangereuses par des robots nécessite une bonne transmission de
I"information entre le procédé et le systéme temps réel [3]. Un systéme dont la régularité d’exécution des taches le
composant est bien respectée, aura par ailleurs une tolérance aux fautes plus importante qu’ un systéme supportant les
irrégularités d’exécution : en effet, ce dernier devra attendre plus longtemps avant d’ étre siir qu’un incident s'est pro-
duit (et cette détection plus rapide de la faute, et son traitement, pourront ainsi augmenter la tolérance aux fautes du
systéme) [3].

Les périodes d’ échantillonnage et/ou de restitution se doivent donc, sous certaines conditions et pour des besoins
particuliers, d'étre précisément respectées. Dans un contexte d’ exécutions concurrentes comme le temps réel, ceci n’est
pas toujours le cas. Dans la littérature, il existe de nombreux qualificatifs pour nommer cette irrégularité d’ exécution.
On parle de gigue temporelle, de gigue, de délais imprévisibles entre deux exécutions, de distances temporelles non
congtantes, etc [4] [5] [3]. Il faut distinguer en outre la gigue spécifique a I’ exécution d'une téche, et la gigue de bout
en bout d’un systéme, celle-ci étant souvent en fait la variance du temps de réponse du systéme & un événement. Le
temps de réponse de bout en bout d’un systéme informatique contient par ailleurs, le temps de réponse de la partie in-
formatique avec donc, tous ses problémes de respects des contraintes de temps, mais il contient aussi le temps de ré-
ponse du processus physique contrdlé (inertie thermique, réduction d'un couple moteur, etc...) qui s adresse alors aux
spécialistes du domaine.

Dans ce rapport, nous nous intéressons a la gigue d'exécution d’'une tache périodique. Elle mesure en fait
I"irrégularité d’ exécution d’ une tache par rapport a ses instances. Nous verrons par la suite une technique pour estimer
cesirrégularités. Une méthode hors-ligne d’ ordonnancement avec contrdle de la gigue dans le cas réparti a été présen-
tée par DiNatale et Stankovic dans [5]. Une autre solution hors-ligne au probleme du respect de la cadence
d échantillonnage, réside dans la recherche exhaustive des séquences valides respectant ce critére [6], [7]. Lin et al.
proposent enfin un modéle dans lequel les contraintes de régularité d’ exécution sont prises en compte, avec des algo-
rithmes d ordonnancement bien spécifiques [2] [3]. Nous nous intéressons ici au contexte des agorithmes
d’ ordonnancements en ligne (RM, DM et ED), pour lesquels nous proposons une méthode permettant de maitriser la
gigue des taches a contraintes de régularité stricte, que nous appellerons indifféremment taches réguliéres.

Nous nous proposons dans un premier temps de formaliser le calcul de la gigue temporelle pour une tache périodi-
gue. Puis nous présentons une méthode de traitement de la gigue pour des taches réguliéres de durée d’ exécution uni-
taire, et nous généralisons enfin cette méthode aux taches de durée quelconque.

Dans cette étude, nous nous placons dans I’ hypothése d’ un environnement monoprocesseur sur lequel sont traitées
des téches périodiques et indépendantes. Nous utilisons le modéle de Liu & Layland [1] (cf. figure 1.1), ou chaque t&che
est caractérisée par 4 parametres temporels :

ri 1 : date de lapremiére activation de la téche,

C, : durée d'exécution maximale,

D, : délai critique,

P, : période de latéche.

Nous utilisons également |es notations suivantes :

rix : date de réveil delak®™ instance delatachei (rix = ris + (k-1)P)),

di : échéance de lak'®™ instance de latachei (dix =rix + D),

X" : lanouvelle valeur d’une variable X aprés une modification, X peut étre une date de premiére activation ou un
déla critique.

D; :
» - i
« >
A T
M1 di;  riitP; Echelle de
C temps
4+ Pp
P

Figurel-1 Modée detaches utilisé
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Il LA GIGUE TEMPORELLE

Le phénomene de gigue temporelle est le terme employé en informatique temps réel pour définir I'irrégularité
d exécution d’une téche périodique. Cette irrégularité peut étre évaluée de plusieurs fagons. Nous nous proposons ici
de I’évaluer sur une période d' étude qui est donnée, dans le cas d un systéme de taches périodiques a départ différé,
par [8], [9]:
PEtude = miax(ri ,1) + prcm(Pi) (1)

et seréduit a:
Pewce = PPEM(P)  (2)

pour un systéme de téches périodiques a départ simultané.

Formalisons maintenant ce calcul . soient s (respectivement ) les dates de début d'exécution (resp. de fin
d exécution) de lak'“™ instance de lai'®™ tache d’ une configuration de taches périodiques (cf. figure 111.2).
Les écarts entre deux débuts d’exécution (resp. entre deux fins d’ exécution) concernant deux instances successives
d’ une tache se définissent par :
AS ) =S —Sk (resp. Ay =61 —6 k)
ou k désigne le K'®™ écart sur la période d' étude. As et Ag i varient entre les limites O et 2P, (dans le cas de tache &
échéance sur requéte avec des durées d’ exécution négligeables).

mloo%

Posons ensuite : gs, =
I

qui évalue, en pourcentage par rapport & P, I'irrégularité des débuts d’ exécution de la k'™ instance et de la k+1'*™
instance :
- s |’ écart vaut P, (tache réguliére), alorsgg, =0%.

- s |"écart tend vers 0 ou vers 2P; (irrégularité maximum dans |’ exécution), alors g 5, —100%.

Définition 11.1 La moyenne arithmétique de ces termes nous permet alors de définir la gigue temporelle moyenne de la
tache T, par :

N:
1l |A$,k _Pi|
Gmy(Ti)—N—iZlTloo% ©)

oll N, représente le nombre o intervalles sur la période d’ étude, entre deux instances successives. N; s obtient par’ :

N. = EPEtude E_ 1
1
OoR O
( On suppose Pgyqe Strictement plus grande que P;.)
> Pi B
A A
A
li1 h C dia ria
As
EEE S o Si2 :
61 —————————p €
Aei‘l ’

Figurell-1 Définition des débuts et des fins d' exécution

t [ Jreprésente la partie entiére supérieure.
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Différentes études [10] [11] [12] ont montré les effets, parfois désastreux, de la gigue sur la qualité de transmission
de I'information, au sens traitement du signal (échantillonnage, commande, etc...). Par ailleurs, les algorithmes
d’ ordonnancement RM, DM et ED reposent sur le modéle de Liu et Layland [1] ou chaque exécution d’ une tache sur
une période quelconque, est indépendante, en terme d’ ordonnancement, de I'exécution de cette méme tache sur les
autres périodes. Ainsi, le respect des contraintes de régularité de certaines taches n’est pas pris en compte. Il est alors
intéressant d’ étudier de concert I’ ordonnancement des taches d’ une configuration, ains que la maitrise de la gigue tem-
porelle de certaines tches, tout cela, dans le contexte en ligne de RM, DM et ED.

Dans les configurations de taches périodiques sur lesquelles nous travaillons, seules certaines sont considérées
comme critiques en terme de respect strict de leur période, les autres sont périodiques sans contraintes strictes de régula-
rite.

111 METHODE DE TRAITEMENT DE LA GIGUE

Lors de la réalisation d’ une application temps réel, le paramétre période P; des taches réguliéeres est |ié aux caracté-
ristiques dynamiques du procédé, et ne peut donc pas étre modifié. Le parameétre de durée d’exécution C; est lui aussi
supposé fixe car déterminé par le programme de la t&che. Seuls les paramétres r; ; et D; peuvent, moyennant quelques
précautions, étre modifiés.

Le principe adopté pour diminuer la gigue, voire I’annuler, repose alors sur troisidées principales:

- 1/ décaler les r; ; des t&ches réguliéres pour permettre des activations & des instants différents sur toute la période
d’ étude, et pour permettre a ces taches de ne pas se concurrencer pendant leur exécution respective;

- 2/ rendre ces mémes taches, prioritaires par rapport aux autres non strictement réguliéres, pour que ces derniéres ne
viennent pas non plus perturber la régularité de I’ exécution;

- 3/ vérifier I’ ordonnancabilité de la nouvelle configuration si les délais critiques sont modifiés.

Notons que les périodes des taches réguliéres peuvent étre supposées toutes distinctes deux a deux, car si deux pé-
riodes s avéraient identiques, il suffirait de définir une seule tache de méme période et de durée d’ exécution la somme
des durées d’ exécution de ces deux taches.

Afin de simplifier le probléme, nous nous intéressons dans une premiére approche aux taches réguliéres de durée
d’exécution unitaire, la durée unitaire correspondant a la granularité de I’ ordonnanceur. Cette hypothése est ensuite
levée.

[11.1 Tachesréguliéresdeduréeunitaire
[11.1.1 Modification des dates d’ acti vation:

Considérons 2 taches régulieres de durée unitaire : T; et T;. Pour ces deux téches, nous devons éviter les perturba-
tionsal activation (cf. figureI11.1).

Pour ces deux téches, |e décalage consiste a trouver un couple d'entiers naturels (r; ,,f;1) vérifiant la propriété sui-

vante:

(CKOIN)OKDIN) 1, +k [P #1,, +KP,  (4)

Ce qui est équivalent mathématiquement (cf. annexe A) atrouver un couple d'entiers naturels (r; ;1) de sorte qu'il
N’ existe aucune solution en x dans I’ ensembl e des entiers naturels au systéme :

Ox=r;; mod(R)
%crj,lmod(Pj)

S(I’ J) hnd

T

Figurelll-1- Perturbation a l'activation de T; par T,
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En introduisant |a notation mathématique modulo (mod) et le pged ( ), I'annexe B montre que le probléme se résume a
trouver un couple d’ entiers naturels (r; 1,1 1) Vérifiant :

rja—fi,#0mod(R, JP;) ol PietPjsont nécessairement non premiers entre eux.

i
Proposition 111.1 Une condition nécessaire pour la recherche desr;; consiste & avoir tous les P; non premiers entre
eux deux a deux.

(voir annexe B pour détails)

Ce résultat doit ensuite étre étendu a I’ ensemble des taches a contraintes de régularité stricte. Soit n, le cardinal de
cet ensembl e, |e décal age des activations de ces téches consiste alors atrouver un n-uplet (ry1,rp1,...,Mnm1) Verifi ant?:

D(i,j)l]ﬂ];n[]zavec i#], 1,1 —r,#20mod(R OP;) (5

De cette condition générale (5), différentes méthodes peuvent étre élaborées afin de trouver un ensemble de solu-
tions. Ainsi hous avons les propositions suivantes:

Proposition  111.2 S min[R UP;]=n alorsil existe des solutions au probléme posé. Dansce cas, le n-
uplet ry1=0, ..., rp1= n-1est solution ains que toute permutation de ces n nombres.
(voir annexe C pour détails)

Proposition [11.3  Une condition suffisante pour la non-existence de solutions consiste a vérifier s
PPCM (R OP,)<n-1.
i<j

(voir annexe C pour détails)

Ce probléme d’ arithmétique est cependant complexe, et lorsque les outils analytiques démontrent I’ existence d’une
solution sans pouvoir la préciser (cf. annexe C pour d'autres propositions), nous faisons appel a des techniques
d énumération avec une recherche systématique de tous les r; ; possibles.

[11.1.2 Changement de priorité

Nous devons ensuite rendre les taches régulieres prioritaires par rapport aux autres taches de |’ application. Cette ac-
tion sur la priorité des taches dépend essentiellement de I algorithme d’ ordonnancement choisi :
-en RM, la priorité étant attribuée en fonction de la période que nous considérons comme fixe, il n'est pas possible
d’intervenir sur lapriorité;
- en DM par contre, nous pouvons agir sur la priorité en modifiant les délais critiques. Soit T;, une tache a contrainte de
régularité stricte. Afin d’'imposer une priorité maximum a T; par rapport aux tdches non réguliéres, nous choisissons un
nouveau délai critique D; tel que:

(C; =1)<D; < n?L?(Di,Dj -1  (6)

Ainsi pour j désignant I’ensemble des taches non nécessairement réguliéres, T; aun délai critique strictement inférieur
atousles Dj, et se trouve donc prioritaire;
- en ED, il suffit d’imposer un nouveau délai critique tel que D; =Ci=1.

[11.1.3 Exemple d’application

Afin d'illustrer cette méthodologie, prenons I’ exemple d’ une configuration de 6 taches dont deux sont des taches
d’acquisition ou de commande, de durée d’exécution unitaire, a contraintes de régularité. (cf. tableau I11.1 pour com-
mentaires)

Ces parameétres conduisent a une période d’ étude de 72 unités de temps processeur, un taux d’ utilisation processeur
de 94,5 %, et des gigues temporelles que nous présentons dans le tableau 111.2. Notons que si les taches d' acquisition ou
de commande devaient suréchantillonner le signal, la configuration ne serait pas ordonnancable.

2 "l, I’l|] représente |’ ensemble des entiers compris entre 1 et n (inclus).
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Tableau I11-1 Exemple de configuration de taches réguliéres a durée d' exécution unitaire

Taches |[ria| Ci | Di | P Commentaires
Acquisitionl | O 1 8 8 Contréle rapide
Trait t1 (ex. contréle

re e[nen 0 2 8 8 d’ouverture d' une
Contrélel 0 1 7 8 vanne)
Acquisition2 | QO 1 | 18 | 18 | Mesurelente (ex. acqui-
Contrdle3 0 1 6 6 | Téchede controle rapide

(ex. darme)

Tableau I11-2 Calcul des gigues sur lestaches régulieres

RM DM ED
Gigue Acquisitionl 9,4 % 94% | 10,9 %
Gigue Acquisition2 184% | 185% | 11.1%

Nous appliquons aors la méthode présentée sur les trois algorithmes d’ ordonnancement. Cette application est par-
tielle dans le cas RM ol nous n’intervenons pas dans la gestion de la priorité, contrairement aux deux autres cas DM et
ED. La recherche des r;; utilise la proposition 111.2. Ainsi, en comparant les résultats obtenus & ceux présentés, le ta-
bleau I11.3illustre lalimitation de la méthode dans le cas RM et la compl éte maitrise de la gigue temporelle pour DM et
ED. Nous pouvons remarquer que, dans le cas RM, le simple fait de décaler les dates d' activation modifie la gigue,
mais permet auss dans certains cas de la diminuer, voire de I’annuler. Les cas DM et ED fournissent, quant a eux, les
résultats prévus : une gigue nulle.

Le nombre important de possibilités concernant le décalage pourrait permettre en outre de prendre en considération
d’autres critéres : le nombre de changements de contexte, le temps de réponse, etc...

Tableau I11-3 - Résultat du traitement d'annulation de la gigue des taches d'acquisition
RM DM ED
(r12=0, r1=1) (r12=0,
(na=6, | (na=3, | 1<pr<5 | ra=l)
121=3) r21=2) e1<D> <5 et D*=1
Gigue Acgl 8.1% 0% 0% 0%
GigueAcq2 | 12.7% | 159% 0% 0%

[11.2 Taches de durée quelconque

Intéressons nous maintenant au cas des taches dont les durées d’ exécution sont plus grandes que la granularité choi-
sie pour I’ordonnanceur. Dans ce cas, le simple décalage des dates de premiére activation ne suffit pas, il faut tenir
compte de la durée d’exécution comme illustré sur la figure I11.2. Par ailleurs, la propriété de préemptivité des taches
réguliéres ne va pas dans e sens d’ une diminution de la régularité d' exécution.

Pour pallier ce probléme, nous considérons que chaque tache réguliére est composée par une premiére partie a ré-
gularité stricte, celle correspondant a I’ échantillonnage ou la commande, et par une seconde partie sans contrainte de
régularité. Il est ensuite possible de découper cette tache selon le principe de découpage en forme normale [13], [14],
[15] en introduisant des contraintes de précédence artificielles, assurant un séquencement correct des deux parties de la
téche.

Figurelll-2 Perturbation entre deux taches réguliéres dans le cas de taches de durée quelconque : 1a zone hachurée
de T, rentre en conflit avec I’ activation de T;
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0 - - - -
ri,l C d,l ri,l-HDI

Figurelll-3 Exécution réguliere et en bloc d’ une tache & contraintes de régularité stricte.

Dansla suite, I’ ensemble des taches régulieres est un ensemble de téches pour lesquelles nous voulons une régularité
stricte d’ exécution, et pour lesguelles I’ exécution se fait sans préemption (cf. figure 111.3). La méthode employée pour
traiter la gigue temporelle se présente alors en 4 points :

- 1/ décalage approprié des r; 1, pour éviter |les perturbations d’ exécution entre les taches réguliéres (exécution sans pré-
emption),

- 2/ redéfinition des priorités des taches réguliéres pour les rendre plus prioritaires que celles non nécessairement régu-
lieres,

- 3/ redéfinition desr; ; et, si besoin, des échéances pour les taches qui sont liées par une contrainte de précédence artifi-
cielle, et ce, selon les méthodes de Blazewick [14] et Chetto [15],

- 4/ vé&rification de I’ ordonnangabilité de la nouvelle configuration de t&ches.

I11.2.1 M odification des dates d’ acti vation

Dans ces conditions, le choix des dates d’ activations r; ; des t&ches réguliéres est plus restrictif, et il faut prendre en
compte la durée d’ exécution C; des taches réguliéres dans la recherche desr; ;. La proposition décrivant les conditions
nécessaire et suffisante pour que deux taches régulieres devant s exécuter sans préemption, ne puissent pas se concur-
rencer pendant leurs exécutions est décrite de fagon détaillée dans |’ annexe D :

Proposition I11.3 Soient deux taches T; et T; non préemptibles, s'exécutant dés leur activation, de durée d exécution
respective C; et C;, et soit p leur PGCD. Ces deux taches ne se perturbent pas entre elles pendant leur exécution si et
seulement S

Ej,l_ri,l #0mod(p) E Bi,l_rj,l #0mod(p) E
Ijj 17 M z 1mod(p) 0 Ij’i,l - rj 1 z 1m0d(p) g
O et a

Hi=1,2C —1mod@F H;, -r;, #C; —1mod(p)[

Cette proposition peut facilement s'illustrer en disposant sur un cercle de périmétre p =P, 0P, , I'ensemble des va-
leursinterdites pour r; .—i 1 (cf. figure 111.4).

Proposition I11.4 Avant toute recherche desr; 4, il faut Ia encore vérifier que tous les P; sont non premiers entre eux
deux a deux.
(voir annexe E pour détails)

Comme dans le cas précédent, il faut généraliser ce résultat a toutes les taches réguliéres prises deux a deux. Posons
pour cela, S le systéme formé des deux systémes ci-dessus. Il s'agit alors de trouver |I'ensemble des r;; des téches a
contraintes de régularité stricte répondant au probléme suivant :

ad, j)l]"];n[]zavec iZj,(r.,r1)solutiondeS;. (7)

Figurelll-4 Lesvaleursder;-r;, interdites dans ZIpZ sont grisées avec p= P; 0P,
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Proposition 111.5 La figure 111.4. illustre une autre condition nécessaire d’ existence de solutions au probléme : pour
tous les couples (i,j) d’ entiers, avec i #j, on doit verifier B OP, > (C; -1)+(C -1).
(voir annexe E pour détails)

Quelques résultats anal ytiques nous permettent |a encore, dans certains cas de préciser des solutions [12], et dans les
autres cas, nous effectuons une recherche desr; ; en utilisant des techniques d’ énumération.

[11.2.2 Le changement de priorité

Etudions maintenant la redéfinition des priorités:
- pour RM, pas de choix possible, car la priorité est fonction de la période que I’ on suppose fixe,

- pour DM, méme chose que dans le cas C=1, a ceci pres que dans I’ ensemble des taches non nécessairement régulie-
res, nous avons aussi celles qui sont liées aux taches réguliéres par les contraintes de précédence. Rappelons cette
condition :

C; <D; <min(D;,D; -1)
j#i
ou j indice les taches non nécessairement réguliéres et i les taches régulieres

D’un point de vue validation analytique, celaimplique que les délais critiques des taches non réguliéres doivent étre
plus grandes que les durées d’ execution des taches réguliéres, soit : min(D;)zmax(Cy).

- pour ED, on pose D;'=C;, ce qui rend la tAche impérativement non préemptible sans quoi, une faute temporelle se
produirait et la configuration ne serait pas ordonnancable. Ici aussi, nous devons prendre en compte les taches qui sont
liées aux téches régulieres par les contraintes artificielles de précédence. En pratique cependant, la configuration de
taches obtenue peut s avérer non ordonnancable et il faut alors relacher les contraintes au niveau des D;. Une incré-
mentation progressive de ce paramétre est alors réalisee en prenant en compte de nouvelles dates d’ activation. Effecti-
vement, pour que la faute temporelle qui traduit la non ordonnancabilité de la configuration, puisse disparaitre, il suffit
d’autoriser la préemption de latache réguliére, augmentant alors les contraintes pour |a recherche des dates d’ activation.
Lafin d’exécution de latache réguliére est en effet repoussée (cf. figure 111.5), et la technique de décalage de ce type de
téches en vue d’ éviter les perturbations mutuelles, doit alors prendre en compte cette nouvelle fin d’ exécution possible,
de sorte que I’ intersection des domaines possibles d’ exécution des taches réguliéres soit I’ ensembl e vide.

[On repousse le ddlai critique]

Técheréguliére:T, Técheréguliére: T,

>

achenon réguliére : Ty,
>

>

Téachenon réguliére : Ty,

Tache préemptée par Faute tempordle Téche préemptée par | Plusde faute temporelle

d' autres téches plus d' autres téches plus
prioritaires prioritaires

Figurell1-5— Augmentation du délai critique des taches réguliéres pour éviter une faute temporelle.

Cette préemption peut n’avoir aucun effet sur la gigue telle que nous I’ avons définie (cf. paragraphe I1) si par exemple,
elle se produit en milieu d’exécution de la tache réguliére, ou s par exemple la préemption décale I’ensemble des ins-
tances de la téches de la méme facon. Cependant, tel n’est pas le cas s la préemption se fait en début puis en fin
d exécution et ce, de maniére aternée (cf. figure I11.6).
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Figure111-6 — Configuration d’ ordonnancement d’ une tdche donnant une gigue maximum

Ainsi, dansle cas d'un rel&chement des contraintes au niveau des délais critiques, on peut borner la gigue par une valeur
maximale, qui représente le pire cas. Déterminons cette borne maximale, nous avons les relations suivantes :

Deya = R "'Di,k -G
Aenin =R _(Di _Ci)

qui conduisent alors a une gigue maximum pour latéche T; de:

D, -C.
Grmax (Ti) :%

I
[11.2.3 Prise en compte des contraint es de précédence

Il reste ensuite atraduire larelation de précédence qui existe entre certaines taches réguliéres et certaines taches non
nécessairement réguliéres. Selon [14][15], il suffit de définir de nouvelles dates d’ activation et de nouvelles priorités.
L’ algorithme d’ ordonnancement choisi conditionne les différentes méthodes. Prenons I'indice j pour les taches non
nécessairement régulieres et I'indice i pour les taches réguliéres. Pour toutes les taches non nécessairement régulieres
ayant une contrainte de précédence, nous définissons :

- en DM, une nouvelle date d’ activation

rj,l* = max(ri,l*vrj,l) (8)

ol 1, est la nouvelle date d'activation de la tache réguliére T;, partie non préemptible, issue de la résolution de
I’équation (7). Quant a la priorité, nous n'avons pas besoin de la définir a nouveau, puisque les nouvelles priorités af-
fectées aux taches réguliéres sont, par construction, plus grandes que celles non nécessairement réguliéres.

- en ED, delaméme fagon, il suffit d’ une part de prendre :

rj,l* = max(ri,l* +Ci,rj1) 9
et, d autre part, de définir une nouvelle échéancetel que:
(di,l*)* =(D;" + ri,l*)* =min(D;” + ri,l*vdj,l -C;)) (19
ou D;" et ri,l* sont respectivement le nouveau délai critique et la date de premiére activation de la t&che T;, issus des
premiéres étapes de la méthode.

Notons que cette redéfinition de I’ échéance contraint le paramétre de la méme fagon que dans le paragraphe sur la
priorité: il ne s agit pas d’augmenter le paramétre d’ un coté, pour le diminuer de I’ autre. Il est & noter également que la
redéfinition de ces paramétres va dans le sens de |a caractérisation de I’ intervalle d’ exécution minimum possible pour la
téche considérée, s approchant de facto des critéres de validation analytiques. Ainsi, la condition (9) de Blazewick
S avére trop drastique et pourrait étre remplacée par la condition suivante :

i = max(r; 1 ,rjjl) .
En effet, par construction, Priorité(T;)>Priorité(T;), donc il suffirait d'imposer la condition rjyl* > ri,f, pour respecter le
bon séguencement des deux parties de la téches.

[11.2.4 Exemple d’application

Appliquons maintenant la méthode a un exemple de configuration de taches (cf. tableau I11.4). Deux sont a
contraintes de régularité stricte, et nous décidons de rendre non préemptibles leurs deux premiéres unités de temps pro-
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cesseur. Ces paramétres conduisent a une période d’ étude de 224 unités processeurs, un taux d’ utilisation processeur de
89%, et nous obtenons les gigues temporelles du tableau 111.5.

L’ application de la méthode sur ce systéme de taches a nécessité I’'emploi d’ une technique d' énumération de solu-
tions concernant le décalage, et nous a conduit a scinder les deux taches d’ acquisition, pour donner finalement la confi-
guration du tableau I11.6 pour laquelle la période d'étude est de 451, et pour laguelle il existe deux contraintes artifi-
cielles de précédence.

Tableau |11-4 Exemple de configurations de taches

Téches M Ci D; P
Acquisition 1 0 3 16 16
Traitement 1 0 4 14 14

Controle 1 0 1 13 14
Acquisition 2 0 3 32 32
Traitement 2 0 4 31 32

Controle 3 0 1 8 8

Tableau I11-5 Gigue destaches a contraintes de régularité pour le cas des taches de durée quelconque

DM ED
Gigue Acql 9,6 % 9,6 %
Gigue Acq2 12,5% 12 %

La redéfinition des priorités en DM ne pose pas de probléme et il en est de méme pour ED dans cet exemple. Pour
les deux taches réguliéres, Acquisition 1.1 et Acquisition 2.1, on définit :

- enDM!(Dl*vDZ*):(717)a

- enED, (D, ,D;)=(2,2).
Choix qui permet d’annuler la gigue des deux taches d’ acquisition dans les conditions citées.

Tableau I11-6 Configuration modifiée aprés décalage

Téches rig C | D | P
Acquisition 1.1 0 2 | 16 | 16
Acquisition 12| 0(m)/2(Ep) | 1 | 16 | 16
Traitement 1 0 4 | 14 | 14

Contrdle 1 0 1 | 13| 14
Acquisition 2.1 3 2 | 32| 32
Acquisition 22| 3(m)/5(p) | 1 | 32 | 32
Traitement 2 0 4 | 31| 32

Contrdle 3 0 1 8 8

Dans cette partie, pour les besoins de la méthode, nous avons défini des contraintes artificielles de précédence entre
des taches réguliéres s exécutant en bloc et des taches non nécessairement réguliéeres. Cette démarche est donc générali-
sable a une configuration de taches périodiques comportant des relations de précédence, a la seule condition que les
taches réguliéres ne soient précédées d' aucune téche, de sorte que les conditions de Chetto et de Blazewick sur lesr;; ne
viennent pas s opposer alaredéfinition desr; ; par notre méthode.

IV CONCLUSION

Dans le cadre des applications temps réel comprenant certaines taches a contrainte de régularité d’ exécution stricte,
nous proposons une méthode permettant de conserver les ordonnancements temps réel par échéance ( DM, ED). En
effet, ces algorithmes d’ ordonnancement, qui facilitent la validation temporelle d’ une application (soit par des vérifi-
cations analytiques, soit par des simulations) ne permettent pas de contréler la périodicité stricte d’ exécution des t&
ches. Afin d'aler dans ce sens, la méthode décrite se décompose en plusieurs phases : décalage des dates d’ activations
au travers des r; ;, redéfinition des priorités au travers des D;, et enfin, vérification de I’ ordonnangabilité. Dans le cas
des taches indépendantes a durée d’ exécution unitaire (granularité de I’ ordonnanceur), nous obtenons alors des taches
avec une gigue temporelle nulle. Lorsqu’il s agit de taches de durée d’exécution non unitaire, les résultats sont plus
restrictifs, seul I"algorithme DM permet d’ appliquer la méthode et d’ obtenir de facon sire des gigues nulles. Dans le
cas ED, un reléchement progressif des contraintes liées aux priorités doit souvent étre mis en place pour obtenir la pé-
riodicité stricte des contraintes.

Les configurations de taches dépendantes avec ou sans partage de ressources, ains que le cas distribué constitueront
la suite logique de ce travail. Enfin dans une prochaine étape, plutét que d’'annuler la gigue totalement, nous essaierons
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de généraliser la technique évoquée en 111.2.2 pour spécifier une gigue maximum. Enfin, il reste a approfondir
I’ application des conditions de Blazewick décrite dans 111.2.3 ou des contraintes plus souples, nous |I’avons vu sur un
exemple, pourraient étre envisagées.

10.

11

12.

13.

14.

15.

16.
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Annexe A — Equivalence des problemes

(OkON)(OK'TN)r, +kB #1, +K'P,
(X =r;, mod(R)
%:rj mod(Pj))'

= ( il n’existe pas de x entier naturel solution de

Preuve :

Nous avons les équivalences suivantes :

(OkON)(OK'ON)r; +k [P # rj+ k‘[l?j

e a((kON)(K'ON)r, +k[R = r+ k'[l?j)

ou lesigne = représente la négation de I’ assertion entre parenthéses

[X=r1, +k[P )
=1, +KP,
=r +k[R
=r; +K'B,

At —l(il existe x entier naturel solution de (LKL N)(CK'TIN)

X
= =1( il existe x entier naturel solution de (kOZ)(k'O Z)%

Démo de I équivalence précédente :
[] évident:s kON alors k[Z , donc par contraposée, nous avons cette implication.
X=r, +k[P

[ supposons maintenant qu'il existe X entier naturel solution de (EK U Z)(EK'D Z)%( =1 + KD, P
j ]

posons que K et K soient négatifs, alors en prenant un K, entier naturel assez grand, on aalors:
Bx+k, (R [P, =1 +(k+ko [P}) [R

' avec k+k, [P, et k +k, [P entiers naturels. Il existedonc X entier
gﬁkoDPiDP,- =r +(k +ko [R) P, ko [P o LR enti u i |

. B =1 +k R
naturel solution de (Ek1 O N)(Ekl ON)O. . , €t par contraposée, nous avons prouve
=tk
I’implication.
( (X =r; mod(R)
< T\ il existe x entier naturel solution de
% =r; mod(P;)
X =1, mod(R)

= ( il n’existe pas de x entier naturel solution de

E,L<=rj mod(Pj))'
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Annexe B — Probleme d’arithmétique

Le probleme initial consiste a trouver un couple d’entiers naturels (rq,r,) de sorte qu'il N’ existe aucune solution en X

dans |’ ensemble des entiers naturels au systeme :

Ox =r; mod(R,)

S(12) = O
X =r, mod(P,)

Caractérisons ce ou ces couple(s) d’entiers.

L 'étude montre qu'il faut distinguer deux cas:
s P, [P,=1

Par le théoréme de Bezout: [{u,v)JZ? tel que uP+vP,=1 et alors [(r,r,) ON? fixés, le systéme (1,2)
admet la solution sur Z :x=r,uP,+r,vP, et quitte a ragjouter plusieurs fois P,P, on trouve une solution a S(1,2) sur N.

s P,(P,=d=2
Par le théoréme de Bezout: [{u,v) 0Z2tel que uP+vP,=d. L’ étude montre qu'il y a encore deux cas a distin-
guer:

* g ry=r,mod(d) :

Soit ry=r, auquel cas x=r,+P;P,=r,+P;P, est solution du systéme S(1,2).

Soit 1, # 1, et alors par le théoréme de Bezout: [{u,v) 0 Z? tel que uP;+vP,=d et donc C(u',v')0Z?
tel que u'Py+v'Py=ri-r, puisque ri-rold et aors x=ri+u’'Pi=r,+v' P, est solution du systéme S(1,2) et quitte a raouter
plusieurs fois P;P, on trouve une solution & S(1,2) sur N.

* g ry # r,mod(d)
Supposons qu'il existe une solution x sur N de §(1,2) alors [k, k') 0 Z?tels que
X =n+kR
=1, +kP,
et aing ry-ro=kP;-k’ P, or d|(kF>l - k'PZ) donc d|(rl —r,) cequi contredit I’ hypothese et donc il n’existe pas de solution au
systeme (1,2).

[ Ainsi lesseuls cas qui répondent au probléme posé sont les cas ot P, 1P, # 1 et les solutions
sont les couples (ry,r,) tels que ry # romod(d).
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Annexe C — Quelquesrésultats

Rappel ons que nous recherchons un n-uplet (ry 1,2 4,...,Mm 1) Vérifiant :
06, j) Oz avec i), 1,y ~ 1, # 0mod(R, OP,) (5)
ou les « P; » sont non premiers entre eux deux a deux.

Pour ne pas alourdir les notations cependant, nous utilisons dans cette annexe le n-uplet (ry,...,r,) alaplace du n-uplet
(ry1.r21---2Mn,0)-

I ntrodui sons quel ques notations pour les preuves qui vont suivre :

La notion de congruence:

On dit que deux entiers A et B sont congrus a un entier naturel C si il existe un entier relatif K tel que A=B+KC. On
I'écrit A=B mod(C) et on lelit A=B modulo C. Larelation de congruence est une relation d'équivalence, on parle donc
de classes d'équivalence et plus couramment de classes modulo C .On note Z/CZ I'espace des classes modulo C et

ainsi, dire que A=B mod(C) est équivalent adire que A=Bdans Z/CZ.

La notation d'ensemble d'entiers:
Soit A et B deux entierstels que A<B on note IJA B” I'ensemble des entiers compris, au senslarge, entre A et B.

Lanotation du PGCD:
Soit A et B deux entiers, on note A 0B le PGCD de A et B.
On posera pour deux periodes P, et P, d;=P,0P;

Proposition C.1: s a =min R, OP; = n alorsil existe des solutions au critere (5):
i<j

Preuve: Posons d;=P,[IP; et montrons que r;=0,..,r,=n-1 est alors solution: en fait pour qu'un n-uplet soit solution il suffit
gue tous ses r, soient comprisentre 0 et o —1 et qu'ils soient tous différents car alors leurs classes respectives modulo
djj seront toutes distinctes et ce pour tout couple (i,j).

%i,j)Dﬂl,nl]z,i % |

o]
les nombres ry se succedent et ils sont au nombre de n qui est inférieur adj). Le n-uplet (0,..,n-1) verifie donc le critere
(5).

Nous obtenons ains un minimumde A [ solutions, toutes entiérement connues. De plus si tous les dj; sont égaux entre
eux alorsces A, n-uplets solutions sont les seules solutions au critéere (5).

Dans le cas choisi les classes de tous les r, modulo d;; avec sont toutes deux a deux distinctes (car

Remarque : la condition de la proposition C.1 n'est pas nécessaire a |'obtention de solutions au critere (5), elle est juste
suffisante. Par exemple pour n =4 et P;=84,P,=6,P;=21 et P,=12 il vient d;,=6,d;5=21,
d14=12,d,2=3,d,,=6 et d3,=3, et alors on ne vérifie pasla condition de la proposition C.1 bien que (0,1,2,3) soit solution.

Remarque : il faut exploiter au mieux cette proposition:

par exemple pour n=4 et P,=6,P,=12,P,=18,P,=3 aors d;,=d;3=d,3=6 et d;4=d,4=d3,=3 €t ains les hypothéses de la
proposition 1 ne sont pas remplies mais en revanche:

s on restreint le systéme a Py, P, et P; avec n=3 alors les hypothéses de la proposition 1 deviennent valides et on sait

alors exhiber rapidement toutes les Ag =120 solutions au probléme associé(on les a toutes car les d;; sont tous égaux ),

il est ensuite plus aisé de chercher les 4-uplets solutions en prolongeant les triplets solutions du sous probleme il faut
T4 #r,mod3

ains résoudre le systéme %4 #r,mod3 ce qui nous permet de dire que pour avoir des solutions il faut et il suffit que
Eh # rymod3

r,=r,mod3 ou r,=rsmod3 ou r,=rsmod3.Par exemple les quadruplets (1,4,2,3) et(1,2,5,3) sont solutions.
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Proposition C.2: une condition suffisante pour la non-existence de solutions est que: 4 = PPCM (d;;) < n-1.
1<]

Preuve: Raisonnons par |’ absurde:
[ry,...,r,) tel que O, j),i # j:r; #r; mod(d;;) cest adire que d; nedivise pasri-r; et donc, puisque p est un multiple

de dj, {4 ne divise pas r;-rj ce qui sécrit r; #r; mod(u) , ceci signifie que les classes de tous les ry modulo y, avec
k D[]L n” sont toutes deux a deux différentes et ainsi dans Z/ uZ on an classes distinctes dans un espace a u classes
(en effet I'espace Z/ pZ avec p entier naturel possede p éléments )ce qui contredit I'nypothése y<n-1.

Exemple: pour n=7 avec P;=3, P,=6, P;=9, Ps=12, Ps=15, Ps=21, P,=33 il vient que dxy=6 et
d15=013=014=015=016=017=023=0r5=0p6=07=034=035=036=037=045=06=047=056=057=07=3 il apparait que
PPCM d;; <7 -1 donc d'aprés laproposition C.2 il n'existe pas de solutions.

i<j =

Avec uneidée similaire a celle de la proposition C.2 on construit une condition suffisante un peu plus fine:

[Proposition C.3: s Cp O[LnkO[Ln] et k termes di j, -0y j, tels que u:F(’P?M (i j, oGy, 0 ) S K avec

m,)0A
A={(m,I)D|JL k|J/ m# |} aorsil n’existe pas de solutions au critére (5).

Preuve: Raisonnons par I"absurde : [{1,...,r,) tel que 0(i, j),i # j:r; #1; mod(d;;) alors nécessairement:

[r, # 1y, mod(d; ; ) 7, # 1}, mod
O O
Q- 0. o _
7111z - -
Eﬁ #r, mod(d; ; ) et donc Efi %1, modp et ainsi dans Z/{Z on ak classes r,,.,r, qui sont toutes
0 K o0k o K
Hi, #1;, mod(d; ;) Hj, # 1, modp

distinctes de E d'apres les k premiéres équations et elles sont toutes distinctes entre elles d'aprés les autres équations.
OnaAins k+1classes distinctes ce qui contredit I'hypothése < k pour la méme raison que dans la preuve précédente.

Proposition C.4: si le systéme ne verifie pas la proposition C.1 c'est adire s min(d;;) <n mais qu'un seul des d; en
i<j

guestionest plus petit que n alorsil existe quand méme des solutions au critére (5).

Préliminaire : On appellera sous-systéme issu du critére (5) formé par les"P" tel quei[lJ, J éant une partie de I'ensem-
ble{1,...n}, lesystéme (i, j)0J2,i # 11 #rymod(d;;) . Si on connait toutes les solutions associées a un sous-systeme

de notre systéme alors nécessairement toute solution au critére (5) est un prolongement d'une des solutions du sous-
systéme. Plus généralement tout p-uplet extrait d'un n-uplet solution est solution du sous-systéme associé a ce p-uplet.

Preuve: Considérons une solution (ry,..,r,) au critere (5) aors pour toute partie J de {1,..,n} et donc a fortiori
pour celle associée a notre sous-systéme, les"r;" de notre solution vérifie:

0G, j)0J%,i # jor, #r, mod(d; ) .
Et donc ce n-uplet solution est bien un prolongement d'une des solutions du sous-systéeme.

Preuve de C.4: notons d; ; le seul PGCD qui soit inférieur strictement an, on regarde alors le sous-systeme S, formé

par tous les "R sauf Pio, pour ce systéme on note a = inf dij 2n>n-1et donc, d'apres la proposition C.1, on
iZig, j#iy

connait des solutions pour ce sous-systeme. Pour terminer la preuve il suffit de trouver un r;_ qui verifie:
Z 1 mod(d; ;)
%'0 lo olo®  enutilisant le préiminaire.
Hi 7 1] mod(d; ;);Lj #ig, j # Jo
On sait que pour les solutions au sous-probléme S, on peut choisir les r; comme on le souhaite entre 0 et a -1 (voir
preuve de la proposition C.1),prenons par exemple I i dans I‘O’dio io —]” et notons K, le plus grand entier naturel Kk tel

que kd; ; +rj sn-laorsko <(n-1-r; )/d;; , et puisquelesd; sont tous supérieursa2 il vient que ko <(n-1)/2,

olo?
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et donc comme K, est en fait le nombre d'entiers de la forme r, +kdi; avec k dans "L k0|], on peut placer

toutes ces valeursdanslalistedes I, , avec i # i, et i # jq (il est possible que k,=0 mais cela ne gene pas la démonstra-
tion car alorsil n'existe pas d'entiers k dans I]L k0|J).

Ainsi on peut choisir i dans "O,n—]” qui soit différent des autres r; (il y a au moins un choix possible car il y an-1
"Ii" avec i #iy) et de plus on ne peut pas avoir r, =r; mod(d; ; ) car les places correspondantes possibles sont deja

occupées. On aains construit un n-uplet solution
En fait on a plus d'une solution, en effet on peut choisir laplace de r; entre O et n-1, il suffit juste de sassurer que tous

les nombres qui lui sont égaux modulo d; ; et qui sont inférieurs ou égaux & n-1 sont des valeurs prises par d'autres r;

DJO
de maniére ace qu'ils ne puissent pas étre prispar r; .

Ceci nous donne un nombre de solutions au moins égal a n(n-1-k)! A]k‘ll , formule dans laguelle k, représente le nombre
de valeurs r, +kd;;, avec k entier relatif tel que ces valeurs soient dans |]0, n —:I” , N représente le nombre de possibili-

tés pour le choix de iy » A]kil le nombre de fagons de placer les k.d; ; +r; et (n-1-ky)! le nombre de fagcons de placer les
autres valeurs.
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Annexe D — L e problemedansle casgénéral

Dans cette annexe, nous alons démontrer la proposition suivante :

Proposition D : Soient deux taches T, et T; non préemptibles, s exécutant des leur activation, de durée d' exécution
respective C; et G, et soit p leur PGCD. Ces deux taches ne se perturbent pas entre elles pendant leur exécution si et
seulement s

val -1, #0mod(p) E H"l =1, #0mod(p)

0, —r,#1mod@) O [F, —r;, #1mod(p) O
0 eto a
Hi =1, 2G —1mod@[ Hi,-1;, #C; —1mod(p)

Pour cela, nous devons passer par quel ques étapes intermédiaires :

Rappel : Deux taches ti<ri,Ci=1,Di,Pi> et tj<rj,Cj=1,Dj,Pj> non préemptibles qui S exécutent dés leur activation, se

perturbent entre elles si et seulement si il existe un entier x tel que x=ri[Pi] et x=rj[Fj] .

Preuve : (Cf. Annexe A)

Généralisons ensuite cela a des taches de durée d’ exécution plus grande que 1.

Proposition D.1: Soient deux taches tj<rj,Cj,Dj,Pj> et ti<ri,Ci,Di,Pi> de durée d’exécution quelconque, non pré-

emptibles et qui sexécutent des leur activations. La tache Ttj<rj,Cj,Dj,Pj> perturbe I’exécution de la téche
Ti<ri,Ci,Di,Pi> s et seulement si il existe x entier naturel tel que { x=ri[Pi] ou x=(ri+1)[Pi] ou ... ou x=(ri+Ci—-1)[Pi] }

et x=rj[Fj]. (i.e. 1j est activée dans un intervalle du type [ri+kPi ; ri+kPi+Ci-1] ).

Preuve: Revenons a la définition que nous pouvons donner a la propriété «une tache tj<rj,Cj,Dj,Pj> perturbe
I’ exécution de latéche ti<ri,Ci,Di,Pi> » : elle consiste atrouver (k,k’) couple d’entiers naturels et ¢; entier appartenant &
I"intervalle ﬂO;Ci —]j]de sorteque: 1, +kB +¢ =r1; +k'P;. Dansle sens droite gauche, le si et seulement si est alors
évident. Dans e sens gauche droite, il suffit d’écrire que :
( Il existe (kk') couple dentiers naturels et c; entier appartenant a I’'intervalle HO; C —:Ij] de sorte que:
n+kR +c =r; +k'P; )

[X=1 +kP, +¢
= (Il existe ¢; entier appartenant al’intervalle HO;Ci —]j] et il existe x entier naturel solution de %( =pj + k'PJ- )

= (Il existe ¢ entier appartenant a I'intervale HO;Ci —]j] et il existe x entier naturel solution de

X=r; +c, mod(R)
%:rj mod(P; )

[(X=r+0mod(P) [X=r, +1mod(P)
= (Il existe x entier naturel solution d'un des systémes: , _ s eee
( ¥ EtL(: r; mod(P;) %— r; mod(P;)

X=r,+C; —1mod(R)
%:rj mod(P; )
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Proposition D.2 : Soient deux taches tj<rj,Cj,Dj,Pj> et Ti<ri,Ci,Di,Pi> de durée d’ exécution quelconque, non pré-

emptibles et qui s exécutent dés leur activations.

Latéche 1j<rj,Cj,Dj,Pj> ne perturbe pas |’ exécution de la tache ti<ri,Ci,Di,Pi> s et seulement si
Hj 171, #0mod(p)

0, —f, #lmod(p) O

O O

[ O
H;1 =1, 2G ~1mod(p)H

Preuve : Tout d'abord, faisons un rappel sur le théoréme chinois généralisé (TRCG) [16] : Soient pl, p2,...,pm des
entiers positifs, et rl, r2, ..., rm des entiers. Il existe exactement un entier x, tel que pour tout entier r,
r<x<r+ppcm(pi)i=1..m, x=rj [pj] 1<j<msi et seulement s ri=rj [pged(pi,pj)], 1<i<j<m.
L’ application de ce théoréme sur le résultat de la proposition D.1 donne la formule équivalente : { ri=rj[pgcd(Pi,Pj)] ou
ri+1=rj[pgcd(Pi,Pj)] ou ... ou ri+Ci—1=rj[pgcd(Pi,F)] }.

T ne perturbe pas 1 S e seulement s {(rizr)[pgcd(Pi,P))] et (ri+1#r))[pgcd(Pi,F)] et... et
ri+Ci—1#rj[pgcd(Pi,Pj)]}. Donc on peut écrire de facon équivalente {(rj—riz0)[pgcd(Pi,Pj)] et (rj—riz1)[pgcd(Pi,F)]
et... et rj-rizCi—-1[pgcd(Pi,Pj)], soit donc le résultat a démontrer. Plagons sur la figure D.1 suivante les valeurs interdi-

tesderj—ri dans 4/p4 , avec p=pgcd(Pi,Pj), et observons les valeurs restantes.

FigureD.1 Vaeursinterdites derj—ri dans 2 /pZ avec p=pgcd(Pi,Pj)
Sur cette figure, les valeurs interdites pour rj—ri sont grisées, les valeurs possibles sont le complémentaires dans Z /pZ

de I’ensemble des valeurs grisées. On peut remarquer qu'’il est nécessaire et suffisant que Ci<pgcd(Pi,Pj) pour que cet

ensemble soit non vide, car dans le cas contraire, toutes les valeurs de Z/pZ seraient grisées. Les valeurs autorisées

donc I'ensemble que I’ on peut caractériser dans Z/pZ par (rj—ri)=Ci[pgcd(Pi,F))].

Proposition D.3 : Soient deux taches tj<rj,Cj,Dj,Pj> et Ti<ri,Ci,Di,Pi> de durée d’ exécution quelconque, non pré-

emptibles et qui s exécutent dés leur activations.
Ces deux téches Tj<rj,Cj,Dj,Pj> et ti<ri,Ci,Di,Pi> ne se perturbent pas entre elles pendant leur exécution si et seulement
ijl—ri'l ¢Om0d(p) El Hi'l —I’j'l ¢0m0d(p) El
RN FE i (Bl #1mod(p) O -T2 #1mod(p) a
s 0O (et O O

O- 0 G- 0
Hi1=51#2C ~Imod@)H Hii-rj1#C; ~1mod(p)H

Preuve : C'est immédiat avec la proposition D.2 : 1j<rj,Cj,Dj,Pj> et ti<ri,Ci,Di,Pi> ont un réle symétrique.
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Cette proposition est donc un outil permettant de choisir la date de réveil des taches réguliéres de fagon ace qu'elles ne
soient jamais concurrentes. Cela limite donc le choix de ladifférence (rj—rj)[pgcd(Pi,Fj)] alapartie non grisée dela
figure D.2.

Figure D.2 - Les valeurs possibles pour le choix de (rj—ri) pour éviter leur concurrence, avec p=pgcd(Pi,Pj)
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Annexe E — D’autresrésultats

Pour simplifier les notations nous utilisons dans cette annexe indifféremment le n-uplet (ry,...,r,) et le n-uplet
(ry1.r21,---2Mn0)-

Proposition Avant toute recherche desr; 4, il faut |a encore vérifier que tous les P; sont non premiers entre eux deux a
deux.

Cette proposition découle en fait du résultat de I’annexe B : |e probléme initial consiste a trouver un couple d’ entiers
naturels (ry,r,) de sorte qu'il N’ existe aucune solution en x dans |’ ensembl e des entiers naturels a des systémes du type:

X=r,+c,mod(R)
2) o
S(1.2) E X =r, mod(P,)

alors que les seuls cas qui répondent au probléme posé sont les cas ol P, 1P, % 1 et les solutions sont les couples (r1,ry)
telsquer, + ¢, # r,mod(d).

avec ¢, entier naturel contenu dans I'intervalle: HO; G —]j] L’annexe B montre

Rappelons ensuite le probléme posé généralisé : soient deux taches T; et T; non préemptibles, s exécutant dés leur acti-
vation, de durée d’ exécution respective C; et C;, et soit p leur PGCD. On cherche I’ ensemble desr; ; verifiant
Ej,l_ri,l #0mod(p) E Ei,l_rj,l #0mod(p) E
0, —r, #1lmod 0 O, —r, #1lmod O
Dj,l 1 (p) [Et D 1 j.1 (p) |:| (7)

Hi=1,2C —1mod@F H;, -r;, #C; —1mod(p)[

On dispose pour ce probléme de quelques outils analytiques pour caractériser des solutions. Pour I'instant reformulons
le probléme (7).

Critere E.1 : le probléme (7) se réduit atrouver I’ ensemble desr; de sorte que :
D(i,j)l]ﬂ],nﬂz,i # j,l]pl]"—(Ci -1);C; —1[] L =1, # pmod(d;)

Proposition E.1 Une condition nécessaire a I'existence de solutions & ce crittre E.1 est que
a6, pofunl’i# i@ -n+c, -n<d,

ou d;; représente le pged de P, et de P,.

Preuve: D’aprés le critere E.1, ona r, —r; # pmod(d;; ) ainsi pour pouvoir trouver une solution il faut donc que, mo-
dulo dj, les p occupent au plus d; classes distinctes or ils se succedent et puisquils sont au nombre de
(G -)+(C; -1+1, ils occupent donc k classes distinctes ou k est le plus petit nombre entre d; et
(G -D+(C;-D+1 et ans il faut que (G -D+(C;-1)+1=d; et ce pour tout couple (ij), soit
(G -1) +(C; —1) <dj, pour tout couple (i,j).

Proposition E.2: Une condition nécessaire sur lesr, avec k variant entre 1 et n pour qu’ils forment un n-uplet solu-
tion du critere E.L est:0(i, j) DL n].i # j :|r, -r)| > sup(C; -1.C; -1).

Preuve: supposons que le n-uplet (ry,..,I,) Soit solution alors pour tout i et pour tout j compris entre 1 et n et différents
I'un de l'autre:r; —r; # p mod(d;;) et a fortiori r;, —r; # p ceci avec p qui varie entre - (C; —1) et (C; +1) ce qui
montre e résultat.

Pour toute |a suite de I'annexe on note 3 =supC,,.
P

Proposition E.3: si a =inf(d;;) 2nB aorsil existe au minimum n! solutions au probléme posé.
i<j

(n! est un minimum car la démonstration exhibe n! solutions mais ne nous dit pas que celles-ci sont les seules.)

Preuve: prenons le n-uplet r;=0,r,= 3 ,..,,=(n-1)B et vérifions qu'il est bien solution: il faut vérifier pour cela que

50[1n]

tousles r, + p sont différents desr; modulo d pour @DHZ l] A
In L I
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Lesr, avec k variant entre 1 et n, sont tous deux a deux distants d'au moins 8 donc puisque p est compris entre -

Ei O[]

B +1let B-1:les r, + p sont tous distincts entre eux et ils sont tous distincts dery, et ce g]kDHZ |] i
| N

ces r, + p sont tous compris entre O et a -1 or les classes modulo a de tous les nombres entre O et a -1 sont toutes

distinctes, on voit ainsi que le n-uplet considéré vérifie le critére E.1.
De plus, comme pour la proposition C.1, toutes les permutations de cette solution sont encore solutions du probléme

posé et pour kB <a <(k+1)3 on peut exhiber A solutions (dans le cas de la premiére partie =0 et donc a =k et

, de plus

ce nombre de solutions A, est I'analogue du Ay, dela proposition C.1).

Prenons par exemple:n=4 et P;=P,=P;=16,P,=800 et C; =3,C, =C; =2,C, =4 dorsle systeme
associé vérifie la proposition E.1 et ains on regarde sil vérifie la proposition E.3: 8 =4,a =16 et donc puisque
162 4% 4 on sait exhiber 24 solutions.

Remarque E.1: lacondition de la proposition E.3 n'est pas nécessaire a |'existence de solutions:

reprenons un exemple précédemment utilisé dans la premiére partie: n=4 et P,=84,P,=6,P;=21,P,=12, mais maintenant
C,=C3=C, =1 et C, =2 il vient:d;,=6,d13=21,d14,=12,d,3=3,d,,=6 €t d3=3 et alors on vérifie la proposition E.1
mais pas la condition de la proposition E.3 et pourtant (0,2,3,4) est solution.
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Résumeé:

L' utilisation d’un ordonnancement en ligne selon les agorithmes classiques (RM, DM et ED) ne permet
pas au cours de | exécution d’ une application temps réel, de maitriser le phénomeéne de gigue temporelle
de certaines téches. Cette gigue s avére d’ autant plus néfaste lorsgue les tches ont une période qui doit
étre strictement respectée (acquisition de données, commande d’'un actionneur, etc.). Nous nous propo-
sons donc dans ce travail de fournir une méthode permettant d’annuler la gigue temporelle pour des
taches dont les contraintes de régularité sont strictes, ceci dans le cadre des ordonnancements basés sur
I’ échéance (DM, ED).

Mots-Clés:
Gigue temporelle, ordonnancement en ligne, algorithmes d’ ordonnancement.

Abstract:

One typical feature of real-time systems is concurrent processing with timing constraints. These timing
congtraints, for example, can deal not only with the deadline meeting but also with the task execution
regularity. For application in hard real-time systems, repetitive requests are usually designed with the
periodic task model from Liu and Layland. However, in this model, the on-line scheduling classical
algorithms do not alow task execution regularity control. Y et, unpredictable delays or jitter in the task
periodic executions may be quite disturbing for some real-time applications such as process controls
(sampled data systems, P.I.D. control, etc.). We propose in the report a method based on the modifica-
tion of the task tempora parameters in the well known DM and EDF agorithm context, in order to
master the jitter in particular conditions.

Keywords:
Temporad jitter, on line scheduling, scheduling algorithms.
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