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Avant-propos

Ce mémoire présente des travaux qui ont été effectués en grande majorité au Laboratoire d’au-
tomatique et d’informatique industrielle (LAII) de Poitiers, équipe d’accueil au sein de I’Ecole
supérieure d’ingénieurs de Poitiers (ESIP), elle-méme entité de I’Université de Poitiers. Je
tiens donc a remercier Gérard Champenois, directeur du LAII, d’avoir mis a ma disposition
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toire, sans ménager sa peine, contribuant en cela a une ambiance agréable.

Je remercie vivement les rapporteurs de ce travail, a savoir :
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litation a diriger les recherches. Je le remercie de ces quelques années de recherche commune,
de la sympathie et du soutien quotidiens dont il fait preuve a mon égard ;

— Jamal Daafouz, professeur & I’Ecole supérieure d’électricité et de mécanique (ENSEM) de
I’Institut national polytechnique de Lorraine (INPL) et chercheur au Centre de recherche en
automatique de Nancy (CRAN) du CNRS, mon « major de promo », un ami qui saura me
montrer du doigt les nombreuses sottises contenues dans ce rapport et que je remercie de
remplir cette longue et ennuyeuse mission ;

— Bernard Pradin, professeur émérite a I’Institut national des sciences appliquées (INSA) de
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Automatique-Electronique-Informatique, avec I’intention (sans doute pas assez ferme) de faire
de I’électrotechnique, ce qui peut aujourd’hui faire sourire, si ce n’est franchement rire, mes
collégues du LAII. Mais il était dit que je découvrirais I’automatique au travers de cours plai-
sants et d’un « polycopié » que je conserve toujours précieusement. L’on dit que les générations
insaiennes nouvelles appellent ces notes de cours « le polycop de Garcia », démontrant ainsi
toute leur inculture. Sans rien enlever aux qualités didactiques avérées de Germain Garcia,
franchement, je le crie haut et fort : « Quelle hérésie! ». Il fut une époque ou I’on finissait au
blcher pour moins que cela. Bien sir, je devrais reprocher a Bernard Pradin d’étre a I’origine de
ma grave addiction pour la D-stabilité robuste. Toutefois, comme toute personne dépendante,
je ne peux en avoir pleinement conscience que lors de rares moments de lucidité (telle cette
phrase, unique exemple du mémoire). Bernard Pradin s’est vu confier la douloureuse charge
d’encadrer mon stage de DEA et ma thése, ce qui, je crois, I’a vacciné de I’encadrement. Qu’il
soit aujourd’hui grandement remercié de juger & nouveau le travail du dernier docteur qu’il a
forme.
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Je ne peux les citer tous sans risque de commettre un irréparable oubli. Mentions spéciales

néanmoins a quelques uns d’entre eux (les autres, ne vous vexez pas!) :

— Jean-Denis Gabano qui a su, par son sens didactique, presque me transformer en enseignant

d’électronique (ce n’était pas gagné!);

Thierry Poinot, pour I’encourager dans la rééducation de sa cheville ;

Régis Ouvrard, mon pourvoyeur de presse mensuelle ;

Guillaume Merceére qui m’épuise en m’obligeant a courir deux fois par semaine ;

Erik Etien, chanteur invétéré, partenaire de bureau, qui contribue a mon épanouissement

culturel et artistique d’une fagon qui ne peut s’appréhender qu’en visitant notre bureau.

Je n’oublie pas Sébastien, Patrick, Patrice, Slim, Jean-Paul, Nezha, Jean-Claude, Sandrine,

Claude 1, Claude 2, Laurent 1, Laurent 2, Frédéric, Benoit, Afzal, Pascal, Antoine, Marléne,

Stéphanie, Pierre, Jean-Michel, ... et tous les étudiants que j’ai pu cotoyer durant ces quelques

années au LAII. Je remercie particulierement les doctorants que j’ai co-encadrés ou co-encadre

encore avec Driss Mehdi :

— Jérbme Bosche, aujourd’hui docteur, maitre de conférences et champion de canicross avec
Uzo, qui m’a fait croire jusqu’a la fin qu’encadrer une thése était facile ;

— Ouiem Rejichi, qui s’attache actuellement avec ardeur et conviction a la rédaction de son
mémoire de thése et a laquelle j’adresse tous mes encouragements ;

— Bilal Sari, toujours volontaire, que je prie de m’excuser de lui avoir confié un sujet aussi
difficile, mais qui s’en sort treés bien quand méme.

Il serait enfin tres cruel d’oublier, dans ces remerciements, ma famille et en particulier celles qui
supportent au quotidien ma mauvaise humeur et qui toleérent que mon esprit s’évade, de temps
a autre, sans crier gare, du foyer familial vers une région non connexe du plan de Laplace. Je
veux bien sir parler de ma chére épouse Fatiha et de notre petite Lily dont la tendance a faire
de mes articles des brouillons sur lesquels elle s’exerce a dessiner un petit personnage de dessin
animé répondant au sobriquet étrange de « Caillou » a pu retarder quelque peu mon activité. Le
lecteur de ce rapport aura matiére a juger du bien fondé de I’utilisation que fait notre fille de ce
que j’écris.
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Notations

Nous présentons ici une liste non exhaustive de notations utilisées dans ce rapport.

IR
IR
IR"

IR mxn

Corps des nombrees réels

Ensemble des nombrees réels strictement positifs

Espace des vecteurs réels de dimension n

Espace des matrices réelles de dimension de m x n

Corps des nombres complexes

Sous-ensemble des nombres complexes associé€ au demi-plan gauche ouvert
Sous-ensemble des nombres complexes associé au demi-plan droit ouvert
Espace des vecteurs complexes de dimension n

Espace des matrices complexes de dimension de m x n

Disque unitaire

Cercle unitaire

Axe imaginaire

Unité imaginaire

Zé6ro ou toute matrice nulle de dimension appropriée

Matrice Identité d’ordre n

Matrice ldentité d’ordre approprié

Matrice carrée d’ordre x dont toutes les composantes sont nulles...

... sauf la composante (y,y) égale a1

Norme e de la matrice M

Valeur singulieére maximale de la matrice M...

... 6gale & || M||2 (norme euclidienne induite)

Transposée conjuguée de la matrice M

Matrice hermitienne définie par M + M

Conjuguée de la matrice M

Inverse de la matrice carrée M

Pseudo-inverse de la matrice M (ex : pseudo-inverse de Moore-Penrose)
Spectre de la matrice carrée A

Trace de la matrice carrée A

Produit matriciel (ou tensoriel) de Kronecker des matrices A et B [190]
Rang de la matrice M

Sous-espace engendré par les colonnes de M

Noyau du sous-espace engendré par les colonnes de M et par extension (abusive ?)...
... la matrice dont les colonnes engendrent ce noyau, également notée M |
Matrice telle que Im(M ) = Ker(M)



Vi Notations
A/B Ensemble A privé des €léments de B
A* Ensemble A privé de I’élement absorbant de la multiplication
A Fermeture de I’ouvert A
Ae B Matrice bloc-diagonale définie par [ I(L)l g }
k
o M; Matrice bloc-diagonale définie par diag {M;}
=1 i=1,...k
S

Id QA

H(A,d,v) Matrice définie par | la ® A°

_Id®AV ]



Sigles utilisés

Nous présentons une liste de sigles utilisés dans ce rapport.

LTI
CS
CNS
LMI
BMI
EMI
GLMI
E2MI
CMI
ECMI
PMI
PMI/R
PMI/P

PMI/RP

GLE
LFT

Linear time-invariant (linéaire invariant dans le temps)

Condition suffisante

Condition nécéssaire et suffisante

Linear matrix inequality (inégalité matricielle linéaire)

Bilinear matrix inequality (inégalité matricielle bilinéaire)

Ellipsoidal matrix inequality (inégalité matricielle ellipsoidale)

Generalized linear matrix inequality (inégalité matricielle linéaire généralisée)
Extended ellipsoidal matrix inequality (inégalité matricielle ellipsoidale étendue)
Combined matrix inequality (inégalité matricielle combinée)

Extended combined matrix inequality (inégalité matricielle combinée étendue)
Polynomial matrix inequality (inégalité matricielle polynomiale)

Polynomial matrix inequality/real (inégalité matricielle polynomiale/réelle)
Polynomial matrix inequality/positive

(inégalité matricielle polynomiale/positive)

Polynomial matrix inequality/real positive

(inégalité matricielle polynomiale/réelle positive)

Generalized Lyapunov equation (équation de Lyapunov généralisée)

Linear fractional transform (transformation fractionnaire linéaire)

vii
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Introduction générale

Contexte

L’automatique peut partiellement se définir comme une discipline s’intéressant a des problémes
d’interaction entre les procédés (généralement physiques, industriels quoique pouvant s’étendre
aux domaines biologique, &cononomique, financier) et I’environnement dans lequel ils doivent
évoluer. L’on désigne un tel procédé par systéme en boucle ouverte. L’automatique vise, entre
autres objectifs, la compréhension des phénomenes caractérisant le comportement des systémes.
Ceci requiert bien souvent la description mathématique de ces phénomeénes. En outre, un autre
objectif éventuel consiste en la maitrise du comportement du systéme par I’action d’un autre
systeme agissant sur le procédé, concu spécialement a cet effet, conformément a un modele
mathématique calculé au préalable. L’association de ces deux systemes en interaction constitue
un systéme boucl€é ou systéme en boucle fermée et doit généralement fonctionner sans I’interven-
tion humaine. Du clepsydre de Ktesybios (160 av. JC) [161] aux techniques les plus actuelles de
I’automatique, en passant par la rétroaction mécanique intelligente mais « technologique » de
James Watt et sa turbine a vapeur (1788, [301, 265, 43, 44]) et par la premiére rétroaction « for-
malisée » de Black en électronique [48], bien de I’eau a coulé sous les ponts de I’automatique.
Cette eau forme aujourd’hui un océan de techniques et d’outils plus ou moins théoriques et for-
mels qui permettent de voir la fusée Ariane s’envoler verticalement malgré quelques caprices
du vent, serein et majestueux pendule inversé. Ce rapport n’a qu’une ambition : grossir I’océan
d’une petite goutte et ne surtout pas contribuer a faire tomber, méme virtuellement, la fusée.

La vision de I’automatique présentée ci-dessus suggére trois phases lors de la mise en ceuvre
d’un systéeme bouclé. La premiére est la modélisation qui consiste a traduire le comportement
d’un systéeme en termes de modele, généralement mathématique, afin de pouvoir étudier le
procédé de facon indirecte, sans méme I’utiliser. Cette phase conduit entre autres a mettre en
évidence les actions de I’environnement sur le systeme (les entrées : commandes maitrisées et
perturbations non souhaitées) ainsi que les réponses du systéme a ces sollicitations (les sorties).
Un modeéle peut étre issu d’expérimentations menées sur le systeme (identification) ou de I’ uti-
lisation des lois de la physique (ou de tout autre domaine concerné).

La seconde étape est I’analyse. Elle utilise le modéle mathématique pour apprécier les diverses
propriétés du systeme et répondre a la question fatidique : « dans quelle mesure le procédé
satisfait-il aux exigences des utilisateurs ? ». Pour ce faire, il faut généralement recourir a un
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éventail d’outils théoriques. 1l est a noter que I’analyse se pratique aussi bien sur le systéme en
boucle ouverte que sur le systeme en boucle fermée.

Si les propriétés du systéme en boucle ouverte ne sont pas satisfaisantes, il convient donc de
procéder a la modification de ces derniéres en construisant le second systéme (appelé correc-
teur ou compensateur) qui agit par rétroaction sur le procédé. Ce correcteur est généralement la
concrétisation tangible d’un modele mathématique appelé loi de commande, lui-méme déduit
du modeéle du procédé. Cette phase est appelée commande.

Les trois phases (modélisation, analyse, commande) représentent trois aspects fondamentaux
de I’automatique.

Il n’existe pas, de maniere tranchée, de bons systemes bouclés dés lors que tout dépend de la
satisfaction subjective que donne ce dernier au regard des propriétés escomptées, souvent uto-
piques. Cependant, parmi ces propriétés, il en existe une essentielle : la stabilité asymptotique.
Elle traduit I’aptitude d’un systeme a rejoindre une position d’équilibre lorsqu’il en est écarté.
De fagon moins rigoureuse et plus pratique, elle correspond souvent a la capacité d’un systeme
a conserver des sorties bornées lorsque ses entrées le sont. L’on comprend I’importance d’une
telle propriété en termes de sécurité des utilisateurs et de pérennité du matériel. S’il n’existe pas
forcément de bons systémes, un systéme instable peut étre qualifié de mauvais.

D’autres performances, moins impératives mais plus sophistiquées, peuvent étre requises : un
meilleur rendement, une moindre consommation (considérations économiques, écologiques),
un bon rejet des perturbations exogénes, un suivi de consigne précis, un comportement dyna-
mique (transitoire) acceptable en termes de rapidité, d’oscillation, etc.

La compréhension des diverses performances et la recherche de ces derniéres se concrétise au
travers des trois phases de modélisation, analyse et commande. Ces étapes sont parfois en-
visagées de maniére un peu trop dissociée. En particulier, si la loi de commande ne tient pas
compte des problémes inhérents a la modélisation, I’automaticien s’expose a voir cette loi (pour-
tant validée numériquement sur le modele du procédé) engendrer de bien piétres performances
en boucle fermée. La raison en est simple : le modele du procédé n’est qu’une image de son
comportement réel, image qui comporte un certain degré d’inexactitude. Dans certains cas, la
moindre approximation dans le modele induit une sérieuse dégradation des performances voire
I’instabilité. Jusqu’a la fin des années 1970, I’on ne voyait dans ces cas de figure que le sempiter-
nel fossé entre théorie et pratique. C’est a cette époque que le fossé a commencé d’étre comblé :
la théorie s’est fort judicieusement emparée du probléme en introduisant la notion d’incertitude
de modéle. Les différentes phases de la conception automatique doivent prendre en compte cette
incertitude. L’on parle en premier lieu de modélisation incertaine. Le modele est exprimé avec
son incertitude. Il y a donc un modéle nominal et un modeéle d’incertitude (plus ou moins struc-
turé). 1l faut étre capable d’estimer les performances d’un systéme malgré la présence d’une
incertitude, ce qui améne le concept de robustesse. La robustesse d’un systéeme se définit, en
automatique, par la relative invariance de ses propriétés vis-a-vis d’une incertitude de modéle.
L’analyse de ces propriétés dans le cadre de la robustesse est dite, par abus de langage, analyse
robuste. Enfin, la loi de commande doit tenir compte de I’incertitude pour conférer au systeme
bouclé des performances robustes. Le méme abus de langage conduit au vocable commande
robuste.
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Motivations

Le contexte est maintenant affiné pour en venir aux motivations précises de ce rapport.

Les seuls modeles qui sont considérés ici sont des modeles linaires invariants dans le temps
(en anglais, linear time-invariant : LTI). Bien que les modeéles issus d’une modélisation ri-
goureuse soient le plus souvent non linéaires, il est classique de recourir & une approximation
linéaire (linéarisation) autour de points de fonctionnement. Les systémes multivariables (a plu-
sieurs commandes et plusieurs sorties) sont envisagés. Le modéle mathématique retenu est la
représentation d’état linéaire donc I’approche temporelle, a I’opposé de I’approche fréquentielle,
est privilégiée. Ces modeéles sont indifferemment a temps continu ou a temps discret, mais tou-
jours a état continu.

De méme, les seules performances étudiées sont les performances transitoires. Or, il est bien
connu que ces derniéres sont trés étroitement liées a localisation des valeurs propres de la ma-
trice d’évolution A dans le plan complexe. Ainsi, par exemple, un systéme a temps continu
est asymptoptiquement stable si et seulement si le spectre de A est contenu dans le demi-plan
complexe gauche ouvert (stabilité au sens de Hurwitz) ; un systéme a temps discret est asymp-
toptiquement stable si et seulement si le spectre de A est contenu dans le disque unitaire ouvert
(stabilité au sens de Schur). Pour tenter d’estimer les performances transitoires, il convient de
vérifier I’appartenance du spectre de A a une région plus sophistiquée D du plan complexe. L’on
parle alors de D-stabilité de A et c’est cette propriété qui est étudiée tout au long du rapport. De
nombreuses régions sont envisagées. L’on note que le probleme considéré devient matriciel et
gu’a ce titre, il est inutile de distinguer le cas discret du cas continu. Seul le choix de la région
permet de faire cette distinction. L’un des buts de ce travail est d’offrir un vaste choix de régions
pour permettre une analyse élaborée des performances. Une attention particuliére et originale
est apportée aux régions non connexes qui présentent I’avantage d’affiner le compromis entre
spécifications de performances transitoires et robustesse.

Puisque le probléme se raméne a la D-stabilité d’une matrice, I’incertitude considérée ne porte
que sur la matrice d’évolution. Il existe quantité de structures plus ou moins compliquées d’in-
certitude. Dans ce rapport, une incertitude relativement générale est retenue : I’incertitude po-
lytopique LFT (linear fractional transform c’est-a-dire issue d’une transformation fractionnaire
linéaire). Sa description comprend un grand nombre d’incertitudes plus classiques. Elle permet
notamment d’associer des incertitudes paramétriques (imprécisions des parameétres impliqués
dans le modele) et des incertitudes non structurées (issues de la linéarisation, des dynamiques
négligées, d’une implantation imprécise du correcteur, etc.). Il s’agit alors d’analyser la D-
stabilité robuste de la matrice d’état incertaine vis-a-vis d’une incertitude polytopique LFT. Le
concept de bornes de D-stabilité robuste est notamment employé.

Comme il est question de localisation du spectre de la matrice dynamique (c’est-a-dire les pbles
du systéme), les aspects de commande sont envisagés sous I’angle du placement de poles. Les
seules structures de loi de commande retenues sont statiques, a savoir le retour statique d’état
et le retour statique de sortie. Il faut noter que le placement de pdles permet généralement de
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résoudre un sous-probléeme de commande mais constitue rarement la solution a un probleme
complet de commande, dans la mesure ou seules les performances transitoires (incluant la sta-
bilité) son recherchées. C’est toutefois ce probléme qui fait I’objet du présent document.

Le placement de pdles devant induire la D-stabilité robuste en boucle fermée, il est essentiel de
concevoir la loi de commande en ce sens. L’idée proposée dans ce rapport est, grossierement,
de faire évoluer une loi de commande nominale vers une loi de commande plus robuste, et ainsi
de tolérer davantage d’incertitude. Cette approche peut étre appelée commande roborante (voir
chapitre 4) dans le sens ou elle ne fige pas a priori le domaine d’incertitude. Plus précisément
et en cohérence avec les objectifs, c’est le placement roborant de pdles qui est présenté.

Enfin, concernant les outils utilisés, ils sont a classer selon deux catégories. D’une part, la
représentation d’état conduit a exploiter les propriétés de I’algebre linéaire pour tous les calculs
analytiques qui peuvent étre rigoureusement effectués. D’autre part, pour ce qui releve des
aspects numériques, nombre de probléemes sont exprimés, lorsque ceci se révele possible, en
termes d’inégalités matricielles linéaires (LMI en anglais), dont la résolution numérique est
aujourd’hui envisageable. Pour les problémes d’optimisation plus compliqués, des heuristiques
de résolution basés sur la notion d’algorithmes génétiques sont utilisés.

Structure du mémoire

Conformément aux motivations exposées ci-avant, le rapport se décompose en deux parties
comportant chacune deux chapitres :

— La premiére partie traite de I’analyse.

— Dans le premier chapitre consacré a I’analyse nominale, de nombreuses régions de cloi-
sonnement des pdles sont présentées. Les régions PMI occupent une part importante de ce
catalogue car elle regroupe de nombreuses descriptions rencontrées dans la littérature. Par
ailleurs d’autres régions échappant a ce formalisme sont également introduites. Une fois
toutes ces formulations possibles de D données, des conditions de D-stabilité associées
sont proposées en termes de LMI. Les régions non PMI sont traitées au travers du concept
de 9D-régularité d’une matrice.

— Dans le second chapitre de cette partie, I’analyse robuste est abordée. L’on y revient sur les
concepts d’incertitude, de robustesse, de D-stabilité (ou de OD-régularité) robuste, quadra-
tique ou poly-quadratique. L’incertitude polytopique LFT est décrite avec ses cas particu-
liers connus. Différentes conditions LMI de D-stabilité robuste sont présentées, notamment
pour les régions dites E2MI et ECMI. Les conditions étant souvent conservatives, elles sont
établies de maniére a rester cohérentes, dans leur expression, avec de puissants résultats
tels que le lemme borné réel voire le lemme de Kalman-Yakubovich-Popov, comme le
gage d’un pessimisme limité. Ces conditions génerent des bornes de D-stabilité robuste
ou bornes de robustesse qui apparaissent comme des critéres de performances transitoires



Introduction générale 5

robustes.

— La seconde partie traite de la commande donc du placement de poles.

— Le troisieme chapitre expose essentiellement des techniques de placement de p6les ou
plus exactement de commande modale c’est-a-dire que I’approche utilisée est basée sur la
notion de structure propre. Le retour statique de sortie est bien sr mis en évidence car
c’est lui qui amene les principales difficultés. L’accent est en particulier placé sur le cas ou
la condition de Kimura est vérifiée de maniére non stricte (nombre d’entrées + nombre de
sorties = ordre du systeme).

— Le quatrieme et dernier chapitre explique le principe du placement roborant de pdles qui
consiste a trouver une loi de commande plagant les pdles a I’intérieur de D tout en maxi-
misant une borne de D-stabilité robuste. Il s’agit donc d’associer les conditions d’analyse
robuste du chapitre 2 aux techniques de placement du chapitre 3. La tache d’optimisa-
tion inhérente a cette approche étant particuliérement ardue, une heuristique de résolution
s’appuyant sur les algorithmes génétiques est utilisée.

Dans ce rapport, les références bibliographiques en langue francaise sont le plus souvent pri-
vilégiées. Peu d’exemples sont insérés. Seuls quelques uns illustrent des aspects techniques mis
en relief. Les démonstrations sont généralement omises et le lecteur est renvoyé aux articles et
ouvrages cités. Plus que de réellement servir a démontrer les assertions, les preuves restantes
ont pour vocation de concourir a la compréhension des concepts.
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CHAPITRE 1

ANALYSE NOMINALE

Ce chapitre traite de la notion de D-stabilité d’une matrice, que I’on peut traduire en an-
glais par le vocable « matrix root-clustering ». Une matrice est D-stable si et seulement si
toutes ses valeurs propres appartiennent a une région D du plan complexe. Il importe de
disposer de conditions qui puissent assurer d’une telle propriété pour une matrice donnée
(en pratique la matrice d’évolution A). Ce chapitre rappelle certaines des conditions exis-
tantes. En outre, chaque condition dépendant de la description mathématique de D, il est
nécessaire de faire au préalable un petit tour d’horizon des descriptions utilisées.
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1.1 Présentation du probleme

Comme il a été expliqué dans I’introduction de ce mémoire, I’objectif général est de déterminer
des lois de commande qui conférent aux systemes linéaires incertains des performances tran-
sitoires robustes. Il est bien connu que les pdles d’un systeme LTI sont prépondérants dans le
comportement transitoire de ce dernier. Si ce systéme est décrit par une représentation d’état,
il est donc souvent souhaitable que les valeurs propres de la matrice d’évolution A soient bien
localisées dans le plan complexe. Cette relation entre les perfomances transitoires et le spectre
de A est suffisamment bien établie pour qu’il ne soit pas utile d’y revenir ici. Le lecteur peut
consulter des ouvrages de référence tels que [277, 135, 211, 116, 136] pour s’en convaincre.
Notons toutefois que le spectre de A n’est pas le seul a déterminer le comportement transitoire
du systeme. L’ensemble de la structure propre influe sur ce dernier. Des rapports de thése tels
que [255, 6, 84, 163, 115] (entre autres) peuvent permettre de se faire une idée assez précise de
cette influence.

Quoi qu’il en soit, nous nous focalisons ici sur le spectre de A. Pour autant, il n’est pas aisé
de traduire explicitement les performances transitoires désirées par un spectre bien précis. Il est
souvent plus facile d’envisager un certain niveau d’amortissement ou une certaine rapidité de
sorte que les poles sont espérés non pas en un lieu tres précis mais plutdt dans une région du
plan complexe correspondant aux performances semblant acceptables.

Ainsi, en considérant qu’une telle région du plan complexe est appelée D, il s’agit de vérifier la
propriété de D-stabilité de A ainsi définie :

Définition 1.1 Soient une matrice A € € "™*" et une région D du plan de Laplace. La matrice
A est D-stable si et seulement si

A(A) C D. (1.1)

Les auteurs anglo-saxons utilisent souvent le vocable de matrix root-clustering, ce qui peut se
traduire de facon grossiere par « cloisonnement » ou « encloisonnement des racines ». La tra-
duction exacte serait plutét « regroupement » mais elle donne une image erronée du concept.
C’est pourquoi nous lui préférerons toutefois I’expression D-stabilité. Lorsque la matrice A est
connue, I’on parle de D-stabilité nominale. Cette propriété fait I’objet de ce chapitre. Lorsque
A présente une incertitude, I’on parle plutdt de D-stabilité robuste, propriété qui sera étudiée au
chapitre suivant.

Les probléemes de D-stabilité pour une région D autre que € ~— sont apparus en Automatique,
entre autres, avec I’étude des systémes a temps discret [206] et avec les premiéres questions
soulevées par Kalman [213], reprises par Jury et Ahn [209, 207]. Il s’agissait plut6t, le plus
souvent, de tester la localisation des racines d’un polynéme. De ce fait, les sources d’inspi-
ration de ces travaux remontaient a Descartes [110] en passant par les critéres de stabilité
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de Routh, de Hurwitz et de Hermite [316, 194, 195, 178], voire le travail moins connu de
Schur [326]. Les premiéres réflexions sur la D-stabilité sont des extensions de ces critéres.
Le fait de raisonner par rapport a des valeurs propres de matrices émane davantage des tra-
vaux de Lancaster [234]. Les contributions marquantes de ce changement d’approche a notre
sens sont [105, 168, 167, 169, 266] mais aussi les articles moins connus et pourtant fonda-
mentaux [332, 193, 179]. Quoique les raisonnements y figurant soient matriciels, ils peuvent
étre présentés comme des extensions de la seconde méthode de Lyapunov [252] appliquée aux
modeles linéaires. Ce ne sont en fait que des généralisations des fameuses équation et inéquation
de Lyapunov. Nous y reviendrons dans la suite de ce chapitre.

Nous nous limitons ici a I’étude de criteres matriciels. Ces criteres sont tres étroitement liés
a la formulation choisie pour décrire la région D. Il n’est pas déraisonnable de prétendre qu’a
chaque formulation de D peut &tre associée une ou plusieurs CNS de D-stabilité. C’est dans cet
esprit qu’est organisé ce chapitre. Nous envisageons diverses descriptions mathématiques de D
dans la prochaine partie. La troisiéme partie leur associe des CNS.

1.2 Description mathématiques des régions

La région est une notion géométrique. Il s’agit d’un ensemble quelconque de points d’un espace,
en I’occurence, ici, d’un ensemble de points du plan affine. Chaque point peut étre repéré dans
un repére cartésien par son abscisse x € IR et son ordonnée 3y € IR. Par le plongement de IR ?
dans € défini par :

IR 2 — ¢

{zy} = x+iy, (1.2)

I’on assimile le plan affine au plan complexe et chaque point a son affixe. Les valeurs propres
d’une matrice (réelle ou complexe) A étant complexes, I’on peut donc leur faire correspondre
un point de ce plan ou réciproquement, a chaque point peut correspondre une valeur propre po-
tentielle. Les automaticiens francais parlent alors du plan de Laplace. Dans ce qui suit, la région
D sera donc un sous-ensemble du plan de Laplace c’est-a-dire un ensemble de valeurs possibles
de {z;y} € IR? (description cartésienne) ou s € @ (description complexe). Les descriptions
complexes seront privilégiées.

Plusieurs descriptions possibles de D sont rappelées ou proposées ci-apres. Nous commengons,
dans une premiére sous-partie, par une formulation assez générale qui permet de regrouper un
large panel de descriptions rencontrées dans la littérature. Nous en profitons pour en décliner les
différentes instances connues et citer quelques contributions associées. Dans cette formulation,
D est décrite par des relations mathématiques directes qui utilisent implicitement la frontiére
de D. Dans une seconde sous-partie, une autre formulation de D est présentée. D y est décrite
explicitement au travers de frontieres.
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Remarque 1.1 Cette remarque a pour but de faire un point sur le vocabulaire utilisé dans la
littérature. Iy est parfois question d’«-stabilité lorsque D est un demi-plan vertical défini par
x < —a < 0 ou de S-stabilité lorsque D est un secteur symétrique S ouvert vers la gauche tel
que dans [105, 31].

1.2.1 Formulation générale directe : régions PMI

Définition 1.2 Soient les matrices O, T, et ¥, définies par

Okoe  Okor Ok,
o= | T O Ol g gy g coti )
(I Ok,
[ Tros Thos Tho, |
- T,j;w T;.m T{m e Qvruxdt) oy, o gdxd (1.4)
| T T, Tk, |
[ U, Uk, Uy, |
v, _ \If;.m \111:311 ‘I’l.m € QA g, o gdxd, (1.5)
Vo Up, Vi, |

Toute région D C € définie par

w1

D={ scC||Jw=| : | €eCF|fp(s,w) <0, gp(w)=0 (1.6)

avec

k r=v,l=v H k H
fo(s,w) = (Z (wk Z (G)k”s”st)>) =H'(s,d,v) Zwk@k> H(s,d,v),

k=1 r=0,t=0 k=1
k r=v,t=v r=vt=v
gp(w) = > fwk (Th,ps"s") + wj, (W, s"s")
k=1 r=0,t=0 =0,t=0

k
= H'(s,d,v) Z(wka —}—w;c‘lik)) H(s,d,v)

(1.7)
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est appelée région PMI (polynomial matrix inequality) ouverte d’ordre d, de degré v, et de
pluralité k.

Par ailleurs, si Y, = W, = 0Vk, I’on parle de région PMI réduite.

En outre, si w est restreint & I’ensemble IR *, I’on parle de région PMI/R (real).

Si w est restreint & I’ensemble {C " }*, I’on parle de région PMI/P (positive).

Enfin, si w est restreint & I’ensemble { IR " }*, I’on parle de région PMI/RP (real positive).

Remarque 1.2 L’inégalité donnée en (1.6) est stricte de mani€ére a ce que la stabilité asympto-
tique puisse apparaitre comme un cas particulier de la D-stabilité. Cependant, I’on peut définir
D, une région fermée, en utilisant une inégalité au sens large mais ceci permet difficilement
de considérer les problémes de stabilité simple et est donc assez inapproprié a I’étude des
problémes traités dans ce mémoire.

Les formulations PMI/R et PMI/P (voire PMI/RP) qui consistent a imposer que les scalaires wy,
soient tous a partie réelle positive ou tous réels (respectivement tous réels positifs) ne sont que
des cas particuliers de la formulation PMI générale puisque ces contraintes de positivité ou de
réalité peuvent &tre intégrées aux matrices O, , (pour la positivité), 1. et W, (pour la réalité) en
augmentant I’ordre d. En effet, il suffit de procéder aux substitutions

@k N { 6k0() 0 ]

0 I _
Vke{l,..k}  (18)

{ow~[ % 0] vitrr 2 Gopy e 0.

et

( T 0
Tk’oo - SOO Tk }
k
krt I 0 0 ’ 7 Y 7.
Vi e {1,.. k} (1.9)
[ U 0
Whoo — SOO _Jk }
k

v | e 0] v £ 0o € oy
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pour passer d’une formulation RP a une formulation générale. Le degré de la région PMI passe
alors de d a (d + k). La substitution (1.8) assure la positivité de Re(w) et (1.9) assure que wy, =
wy, Vk. Toutefois, ces augmentations d’ordre alourdissent les notations et les formules, c’est
pourquoi nous préférons introduire ces descriptions PMI simplifiées que sont les déclinaisons
PMI/P, PMI/R et PMI/RP.

Certes, il s’agit la d’une formulation trés sophistiquée dont I’utilité dans le contexte de I’auto-
matique n’est pas d’une évidence absolue. Toutefois, cette formulation a le mérite de regrouper
un certain nombre de classes de régions que I’on rencontre dans la littérature sur la D-stabilité
et qui sont répertoriées ci-aprés. En pratique, la formulation réduite est quasi suffisante pour
traiter les divers problémes d’analyse et de commande.

1.2.1.1 Régions simples et régions composées

Définition 1.3 On appelle :
— région PMI simple toute région PMI de pluralité 1;
— région PMI composée toute région PMI de pluralité £ > 1.

A ce propos, il est intéressant de noter que le mot « composée » trouve tout son sens lorsque
I’on envisage D comme une union de plusieurs sous-régions PMI/RP réduites simples. L’indice
k correspond alors a celui d’une sous-région réduite simple d’ordre d et de degré v que I’on
peut définir par

r=v,t=v
D), = {5 €Clfp,(s)= Y  O,s"s' < 0} Vk e {1,...k}. (1.10)
r=0,t=0
Soit I’union de ces sous-régions :
k
D=|JD (1.12)
k=1
Cette union D peut se définir ainsi :
w1 k
D={seC||Iw=] : eIR+|Zwkak <0l 3. (1.12)
Wi k=

La définition (1.12) peut étre interprétée comme une CNS de cloisonnement d’un point d’affixe
s dans une région D définie par (1.11) et (1.10). En effet, si s € D, cela signifie qu’il se
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trouve dans une sous-région D, et donc il suffit de prendre w), trés grand et tous les autres
w21, SUffisamment petits pour satisfaire (1.12). Réciproquement, si (1.12) est vérifiée, au moins
un terme de la somme présente en (1.12) est négatif donc s appartient au moins a une sous-
région Dy,

Dés lors, cette facon de décrire I’union D se raméne a une description PMI/RP composée avec

T,=V,=0 Vke{l,.. k} (1.13)

Remarque 1.3 Il n’est pas restrictif de considérer que I’ordre et le degré sont les mémes pour
toutes les sous-régions D;.. Si ce n’est pas le cas apres avoir déterminé€ les différentes inégalités
(1.10), I’on peut arbitrairement augmenter la dimension des matrices 6, et en ajouter quelques
unes nulles pour s’y ramener.

1.2.1.2 Régions de stabilité asymptotique

Il est bien connu qu’un modéle LTI de systéme a temps continu est asymptotiquement stable
si et seulement si le spectre de sa matrice d’état A est entierement contenu dans le demi-plan
complexe gauche ouvert D = € ~. L’on parle dans ce cas de stabilité au sens de Hurwitz. Le
demi-plan € ~ répond a la formulation PMI/RP avec le choix

c’est-a-dire que € ~ est décrit par

C ={scC|s” <0} (1.15)

Il s’agit donc d’une région PMI/RP simple d’ordre 1 et de degré 1.
De méme, un modéle LTI de systéme a temps discret est asymptotiquement stable si et seule-
ment si le spectre de A appartient au disque unitaire D. L’on parle alors de stabilité au sens de

Schur ou de Schur-Cohn [324, 325, 94, 375]. Ce disque s’avére étre une région PMI/RP simple
d’ordre 1 et de degré 1 grace au choix

B, @1:{_1 0}; T, =0 =0, (1.16)

c’est-a-dire que D est décrit par
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D={seC|-1+5's<0}. (1.17)

1.2.1.3 Formulation 2

Les régions €2 sont parmi les plus utilisées dans la littérature. Elles ne furent pas les premiéres
a constituer une classe pertinente puisque les régions I' les précéderent. Toutefois, les régions
I" interviennent plut6t dans un contexte polynomial (scalaire) alors que les régions €2 font aussi
I’objet d’un critére matriciel d’ou notre choix de ne présenter que les régions . Il est a noter
que ces deux ensembles de régions ne sont pas équivalents. Aucun n’inclut I’autre mais leur
intersection est non négligeable

Remarque 1.4 Le terme «régions I' » fut introduit par Kalman en 1969 [213]. Cependant, il
fut montré que cet ensemble avait déja été défini sous une autre forme par Hermite en 1856
[178] (la contribution de Kalman reste significative a divers égards). Le lecteur trouvera plus
ample information dans [38, 169]. Il est troublant de constater a ce propos que Hermite avait
établi un critere de D-stabilité d’un polyndme avant méme que Routh et Hurwitz ne propo-
sassent leurs criteres de stabilité asymptotique. Le travail de Hermite fut quelque peu relégué
aux oubliettes jusqu’a ce que Parks en démontrat I’intérét [280]. Nous conseillons par ailleurs
vivement la lecture du mémoire de thése de Remaud pour comprendre la corrélation entre ces
criteres de stabilité [301].

Nous nous référons ici essentiellement a [169] et aux références citées dans cet article. Les
régions €2 sont génériquement notées 2 d’ou leur nom. Leur description originale est cartésienne :

u+v=n
Q0= {{x;y} € R*| > du'y’ < 0} . (1.18)

u=0,v=0

Les coefficients d,,, sont réels. Lorsqu’ils sont nuls pour toute valeur impaire de I’indice v,
est symétrique par rapport a I’axe des abscisses. Le degré de 2 (au sens des régions 2) est défini
par n = max((u + v)|dy, #0).

La description cartésienne est assez peu utilisée et la formulation complexe lui est préférée
dans la définition suivante :

Définition 1.4 [169] L’ensemble 2 C € défini par

r+t=n

0= {3 el |f(s,s) = Z crsst < 0} , Cp =, € CV{r;t}, (1.19)

r=0,t=0
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est appelé région €2 ouverte de degré n = max((r +t)|c,. # 0).

Les coefficients ¢,; peuvent étre déduits des coefficients d,,,,. La symétrie par rapport a I’axe réel
se traduit par ¢,; = ¢ € IR V{r;t} (I’on parle simplement de symétrie par souci de concision).

Toute région €2 répond a la formulation PMI/RP simple. En effet, il suffit de choisir

- 1
E=1; ©,,= écrt‘v’{r;t} ;o Ty =v;=0. (1.20)

La relation (1.6) avec (1.7) et w € {IR*}’_c est alors recouvrée. L’ordre d’une telle région
PMI/RP est 1 et son degré est . < 7. Le degré PMI/RP n’est donc pas nécessairement égal au
degré €.

Pour des raisons techniques inhérentes aux conditions d’(2-stabilité associées [169] qui seront
rappelées ultérieurement (existence et unicité de la solution vérifiant la condition que nous
présenterons), I’on se restreint parfois aux régions dites Q2-tranformables (ou simplement trans-
formables). De telles régions sont en fait ainsi baptisées parce qu’elles sont transformables en
C . La transformation existe si

{a; 8} € Q* = Ref(a, 3)] < 0. (1.21)

Cette notion est développée dans [168, 169]. Il y est démontré que toute région €2 de degré 1 est
transformable et qu’une région €2 de degré 2 est transformable si ¢y, > 0 < dyg + dgo > 0.

Parmi les régions €2 de degré 1, I’on peut citer les demi-plans verticaux ou obliques. Parmi
les régions Q2-transformables de degré 2, I’on trouve les disques, les intérieurs d’ellipses, les
bandes verticales ou horizontales, les intérieurs des paraboles et de certaines hyperboles. A titre
d’exemple, € ~ et D sont recouvrés pour les choix respectifs

n=1; co=0; cpo=cun=1;
& (1.22)

n=2; cpo=-1; cio=cn=0; cnu=1; cy=cop=0.

1.2.1.4 Formulation LMI

Si les régions €2 apparurent a la fin des années 1970, elles furent en quelque sorte supplantées
par une autre classe de régions a partir de 1996 : les régions LMI [80]. En fait, comme on
le verra pas la suite, la possibilité d’exploiter directement des inégalités linéaires matricielles
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(LMI) conduisit Mahmoud Chilali et Pascal Gahinet a considérer un ensemble de régions ainsi
définies :

Définition 1.5 [80] L’ensemble D c € défini par

D={seC|a+(Bs)" <0} (1.23)

ola=co cC™ et e estappelé région LMI d’ordre d.

L article [80] se limite en fait a des matrices « et 5 réelles, ce qui implique que D est symétrique.
Lorsque « et (3 sont des matrices complexes comme dans la définition 1.5, D est potentiellement
non symétrique. Dans les deux cas, D est une région convexe.

La relation (1.23) apparait comme une instance particuliere de (1.6-1.7) se limitant aux régions
PMI/RP simples (k = 1) d’ordre d et de degré v = 1 pour lesquelles

1 1
@100 = 50&, 9101 = 557 6111 = 07 Tl = \Ijl = 0. (124)

Il n’y a pas d’équivalence entre la classe des régions LMI et celle des régions 2 méme si, en
pratique, de nombreuses régions répondent aux deux formulations. Vu sous I’angle des régions
PMI, le principe de la description LMI est de diminuer le degré v par une augmentation de
I’ordre d afin d’obtenir la linéarité de I’inégalité en s et s’. Ceci se fait généralement a I’aide
d’un outil mathématique aujourd’hui célébre : le complément (ou lemme) de Schur [65]. L’on
retrouve beaucoup de régions en pratique tels que les demi-plans, les disques, les intérieurs
d’ellipses, les secteurs classiques et hyperboliques, les bandes verticles ou horizontales, etc. Il
n’existe pas de description LMI de I’intérieur d’une parabole. € ~ et D peuvent étre décrits sous
forme LMI grace aux choix respectifs

a=0; [/g=1; & oz:{_ol _01]; 5:[8 (1)} (1.25)

Remarque 1.5 L’intersection de plusieurs régions LMI est une région LMI. En pratique, ceci
confere a cet ensemble un avantage sur celui des régions (2.

1.2.1.5 Formulation EMI

Il s’agit Ia d’une formulation trés proche de la formulation LMI. Elle est due a [287].
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Définition 1.6 [284, 287] Soit la matrice

R— [ R90 R01 ] — R e G:2d><2d avec th c (EdXdV{T;t} I {071}2, (1.26)
Ry Ru

La région D définie par

D= {seC|H (s,d,1)RH(s,d,1) = Roo + (Ro15)" + Ri15's < 0} (1.27)

est appelée région EMI (ellipsoidal matrix inequality) ouverte d’ordre d.

La définition originale proposée dans [287] considére une matrice R réelle qui induit une
symeétrie de D. Il est toutefois facile d’étendre cette définition au cas ou R est complexe comme
dans [25], a I’instar de ce qui a été fait pour les régions LMI. D est alors potentiellement non
symétrique. Le terme « region EMI » n’a pas été introduit dans [287]. Il est utilisé pour la
premiére fois dans [284] en référence a la forme de I’inégalité donnée en (1.27). Le terme
« région QMI » (quadratic matrix inequality) est parfois aussi utilisé. En raison de la ca-
ractérisation d’une telle région au travers d’une matrice R, le nom générique des régions EMI
est Dy et conduit au concept de Dy-stabilité.

Une fois encore, cette description est englobée par celle des régions PMI/RP simples (d’ordre d)
puisqu’il suffit de choisir

ROO ROl

- 1
F=1: © —=-
O 2 [ Ry, R

} & Ti=0, =0 (1.28)

Pour des raisons techniques inhérentes aux conditions de D-stabilité, I’ensemble des régions
EMI est souvent restreint aux régions convexes en ajoutant I’hypothése R;; > 0. Ceci a pour
conséquence de rendre ce sous-ensemble de régions EMI équivalent a I’ensemble des régions
LMI (par complément de Schur [65]). L’on peut ainsi retrouver, en pratique, les mémes régions.
C ~ et D sont obtenues par les choix respectifs

0 1 10
R:{lo] & R:{ 01}. (1.29)

Il est & noter que si le disque est une région LMI d’ordre 2, il devient une région EMI d’ordre 1.

Remarque 1.6 L’intersection de plusieurs régions EMI convexes est une région EMI convexe.
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1.2.1.6 Formulation U2

Nous entrons maintenant dans la catégorie des régions composées (k > 1). L’expression « région
U2 » est en fait introduite ici pour la premiére fois. Nous en donnons une définition a partir de
celle des régions PMI/RP.

Définition 1.7 Toute région PMI/RP D répondant a la définition 1.2 avec

1 _
®krt = ECth € (]:V{T;t}; T, =V, = 0, Vk € {1, e ]{} (130)

est appelée région U< ouverte de degré n = max((r + t)|(3k|ck,, # 0)).

Cette description est sensiblement équivalente a celle utilisee dans [32]. Une telle formula-
tion s’inspire beaucoup de la formulation GLMI présentée au prochain paragraphe. En pra-
tique, elle permet de considérer des unions de régions € ce qui élargit considérablement la
gamme des régions non connexes de cloisonnenment. Pour ce faire, il suffit de se référer au
paragraphe 1.2.1.1.

1.2.1.7 Formulation GLMI

Nous nous référons ici a un travail considérable dans le domaine de la D-stabilité (et dans bien
d’autres), celui de Mahmoud Chilali [79]. Ce dernier propose une généralisation de la définition
des régions LMI (cf. paragraphe 1.2.1.4) dont nous nous sommes largement inspirés pour définir
les régions PMI au paragraphe 1.2.1. Dans [79], les régions GLMI sont ainsi présentées :

Définition 1.8 [79] Toute région D C € définie par (1.6) avec

( H

fo(s,w) = (Z (wi (Uy, + st))> ,

k=1

(1.31)

P
gp(w) =Y (wiEy + wj,Fy)
\ k=1

ol {Uy; Vi; Ei; B} € {€>*}VEk € {1,...,k}, est appelée région GLMI (generalized linear
matrix inequality) d’ordre d.
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Il est clair qu’une région GLMI est une région PMI (pas nécessairement R ou P) particuliére de
degré v = 1 pour laguelle

Okoo = Uk Ok, = Vi; Okyy =05 Ty = Ei; Wiy = Fi; -
Vk e {1,..., k}.
Ti,, = Wi, =0 V{{r;t} #{0;0}} € {0;1}?
(1.32)

De méme que la formulation PMI permet de générer des régions PMI/RP composées qui sont
des unions de sous-régions PMI/RP réduites simples (conformément au paragraphe 1.2.1.1), les
régions GLMI permettent d’envisager des unions de sous-régions LMI. La gamme des régions
non connexes que I’on peut considérer s’en trouve donc élargie.

La difference fondamentale, en pratique, entre les régions PMI et les régions GLMI est que
la complexité d’une région est systématiquement traduite, dans la formulation GLMI, par un
ordre élevé en conservant la linéarité en s et s'. Il est a noter que les régions GLMI sont des
régions PMI a priori non réduites.

1.2.1.8 Formulation E2MI

De méme que les régions GLMI ont été introduites dans [79] pour généraliser les régions LMI
de [80], et en particulier pour considérer des unions, les régions E2MI (Extended EMI) étendent
la notion de régions EMI. Cette formulation fut implicitement introduite dans [25], plus explici-
tement dans [18] mais une approximation dans cette présentation conduisit a une reformulation
plus rigoureuse dans [59, 58, 55] :

Définition 1.9 [55, 59] Soit un ensemble de & matrices R;, définies par

}%koo }%k01

R R |
" R;ﬂol Rkll

} € 2 v c{1,.. k}. (1.33)

L’ensemble de points Dy défini par

Dy=1seC||Iw= : €{|R+}]_g

W

k k
fo, (w,8) = H'(s,d,1) (Z kak) H(s,d, 1) = (wi (Rigy + (Riy )" + Riy,8's)) <0
k=1 k=1

(1.3%)
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est appelé région E2MI (extended ellipsoidal matrix inequality) ouverte d’ordre d.

La notation Dy, est générique pour désigner une région E2MI et conduit au concept de Dy-
stabilité [18, 59, 55].

Toute région E2MI d’ordre d répond a la formulation PMI/RP d’ordre d et de degré v = 1
grace au choix

1 _
O = 3 [ Rifﬂo 11%%:01. } . Y=V, =0, Vke{l, .. k} (1.35)

ko1

Contrairement aux formulations PMI et GLMI, la formulation E2MI est plus spécifiquement
dédiée a I’union de régions. Elle est particulierement utile pour décrire une union de sous-
régions EMI (cf. [55, 59] et paragraphe 1.2.1.1). Si I’on ajoute I’hypothése technique classique
Ry, > 0, Vk, I’on peut alors montrer, par complément de Schur, que cet ensemble restreint de
régions E2MI est un sous-ensemble des régions GLMI.

La formulation PMI peut paraitre bien trop générale pour les besoins en automatique. Il n’est
souvent pas déraisonnable de se contenter de la formulation PMI/RP réduite. La complexité de
la région se traduit a la fois par I’ordre d et par le degré v, ce qui peut sembler redondant. Il
est plus facile, tant dans un cadre d’analyse que de synthése, mais surtout dans le formalisme
LMI, de privilégier I’ordre au degré pour déterminer des conditions de D-stabilité. Par ailleurs,
la pluralité & sert bien souvent & générer des unions de régions. A ces titres, les régions GLMI
et E2MI peuvent suffir aux besoins d’un automaticien. Pour des raisons qui apparaitront plus
claires au prochain chapitre, nous privilégions les régions E2MI ainsi que d’autres régions, que
nous appelons CMI (voire ECMI). Ces dernieres échappent a priori a la formulation PMI. Nous
les présentons ci-apres.

1.2.2 Formulation indirecte par les frontiéres

Dans cette sous-partie, nous envisageons la D-stabilité sous un autre aspect. Plutdt que de
donner une définition directe de D, nous définissons davantage son contour ce qui conduit
a la notion de 0D-régularité d’une matrice. Les résultats qui suivent correspondent aux ar-
ticles [17, 21].

1.2.2.1 0D-régularité d’'une matrice

La 0D-régularité d’une matrice est définie de la maniére suivante :
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Définition 1.10 [33, 17] Soit 9D un ensemble du plan de Laplace. La matrice A € € "*" est
dite

— OD-singuliére quand \(A) N 9D # 0;

— OD-réguliére quand A\(A) N oD = (.

Ainsi, en supposant que I’ensemble 9D est une courbe du plan complexe qui sépare deux
régions ouvertes D et D (de sorte que D U 9D U DC = € et D N D = (), pour que la
matrice A soit D-stable, il est nécessaire qu’elle soit 9D-réguliére. Elle devient D-stable ou
DC-stable si, de plus, tout son spectre est situé d’un c6té ou de I’autre de ID.

Remarque 1.7 La 0D-régularité est une notion qui peut s’étendre a des ensembles du plan
complexes qui ne sont pas des frontieres. Ainsi, plutdt que de raisonner par rapport a 0D,
la frontieére de D, I’on peut aussi considérer un ensemble S défini, par exemple, comme le
complément dans € de D, c’est-a-dire DC. 1l est alors clair que la S-régularité d’une matrice
équivaut a sa D-stabilité. Par ailleurs, la notion de S-régularité d’une matrice peut s’étendre
a la S-régularité d’un faisceau de matrices. L’annexe B revient largement sur cette notion.

1.2.2.2 Régions unitaires

Soit la matrice R ainsi composée :

!
o1 T11

R=R = { "o Tor } € 22, (1.36)
Soit aussi la courbe 9D définie par

OD = {seC|f(s) =H (s,d,1)RH(s,d,1) = roo + (ro1s)" + ri15's = 0} . (1.37)
[59, 55]

Toute courbe 9D ne se réduisant pas a I’ensemble vide est une droite ou un cercle (pas forcément
symétrique par rapport a I’axe réel).

Remarque 1.8 L’ensemble 9D est une région PMI/RP non réduite pour laquelle
7 l7“00 10
k=1, ©,=0;, T1=V),=|2 . (1.38)

1
0 57’11

L’on définit la région suivante :
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Définition 1.11 L’ensemble D défini par

D={seC|f(s) <0}, (1.39)

ou la fonction scalaire f caractéristique d’une courbe 9D est donnée par (1.37), est appelé
région unitaire.

Une telle région est exploitée, entre autres, dans [17]. Il peut s’agir d’un cas particulier de
région EMI d’ordre 1 ou encore d’un cas particulier de région 2 de degré 2 (pas nécessairement
transformable). Le qualificatif « unitaire » est ici spécifiquement introduit pour exprimer que la
complexité de la région est de 1 en ce sens que I’ordre et le degré PMI/RP sont tous deux égaux
a 1. En pratique, une telle région est un demi-plan, un disque ou I’extérieur d’un cercle méme si
C dans son ensemble répond a la formulation. La frontiere 0D est exclue de la région comme
le montre I’inégalité stricte.

1.2.2.3 Formulation CMI

Définition 1.12 [17] Soient les matrices

Ry =R, = [”00 Tkor } eC> Vke{l,.. k) (1.40)

/
rk01 Tk/'ll

Soient également les courbes définies par

0Dy, = {s € C|fi(s) = H(s,d, 1) Rk H(s,d, 1) = 1oy + (7o, ) + 74, 8's = 0} V& € {1, ..k}
(1.41)

ainsi que les sous-régions unitaires D, définies par

D= {s € C|fi(s) <0} Vke{l,.. k). (1.42)

Toute combinaison D (c.-a-d. intersection et/ou union) des différentes sous-régions Dy, est ap-
pelée région CMI (combined matrix inequality) de pluralité k.

Bien que la définition soit proposée dans [17], le sigle CMI est introduit spécifiquement dans ce
mémoire pour clairement distinguer toutes les classes de régions.
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Pour ce qui est du choix des régions, la description CMI couvre la plupart des besoins en analyse
et synthése. L’ensemble des régions CMI n’est pas équivalent a celui des régions PMI méme
s’ils incluent tous deux une vaste gamme de régions non connexes.

Remarque 1.9 La frontiere 9D est une région PMI/RP composée non réduite pour laquelle

- 1 _
@k = O, Tk = \Il;g = I}j X |: 2rk00 1Tk01 :| Vk' € {1, ceey k} (143)
0 57’kn
C’est aussi une région PMI/RP non réduite simple pour lagquelle
/ k lrk Tk
©,=0, T1=V =& 2" joo R0 . (1.44)
k=1 O §T]€11

1.2.2.4 Formulation ECMI

Comme il vient d’étre vu, une région CMI D est définie au travers de sa frontiere, ou, plus
rigoureusement, au travers des frontiéres des sous-régions D, qui la composent. Cette nuance
est importante car elle est a I’origine d’une limite des résultats fournis dans [17] qui a conduit
les auteurs de [21] a proposer une description rigoureuse de la frontiére de D.

Soient les k courbes 0D;, définies en (1.41). Soient aussi les matrices

Dp; = { ¢£:;°° zz ] =, €€ Yk} e {1, ...k} x {1, k). (1.45)
,to1 011

L’on peut définir les ensembles & par
Ee={s €C|gri(s) =H(s,d, )Py H(s,d, 1) =
Dhtgy + Phitg,8)" + Gy, 8's >0V € {1, [} Vk € {1,..k}}.  (1.46)

Chaque région & est en réalité I’intersection de plusieurs sous-régions fermées &, ; caractérisées
chacune par une inégalité large g ;(s) > 0. Ces sous-régions sont des demi-plans, des disques
ou des extérieurs de cercles qui peuvent étre non symétriques. Soient maintenant les ensembles
oI’y définis par

O, = 0D NE, = {s€C|fu(s) =0 & gry(s) >0V € {1,... 1, }} Vk € {1, ..., k}. (1.47)
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Chaque ensemble 0T}, est I’intersection d’une droite ou d’un cercle avec /;, demi-plans, disques
ou extérieurs de cercles fermés. En d’autres termes, il s’agit d’une droite ou d’un cercle dont
seulement certains points sont sélectionnés par un choix de matrices @y ;.

Remarque 1.10 Chaque ensemble OI';, peut étre interprété comme une région PMI/RP non
réduite simple fermée si I’on modifie, sans perte de généralité, les fonctions gy, de telle sorte
que I, = [ VI et pour le choix

A

Q=0 =—=0@

l
=il

) 1
({ Phloo Dy D T =T =V, = { 2o L } - (148)

1
a /
21 ¢k7101 ¢k7l11 0 2 k11

De ces considérations, I’on peut définir la classe de régions suivante :

Définition 1.13 Tout ensemble de points du plan de Laplace qui admet pour frontiére I’en-
semble 0D défini par

k
oD = | ory, (1.49)

k=1

ou les ensembles 9Ty sont définis par (1.47) avec (1.41-1.45-1.46), est appelé région ECMI
(extended CMI) de pluralité k.

Toute région CMI est une région ECMI c’est-a-dire que la frontiére d’une région CMI peut étre
décrite par (1.49).

Remarque 1.11 La région 0D est une région PMI/RP réduite composée fermée pour laquelle
O=I!'00, & T,=0,=I!xT,, (1.50)

ol O, et T, sont définis en (1.48).

1.3 Conditions de cloisonnement

Dans cette deuxiéme partie, nous associons aux diverses descriptions de D fournies en premiére
partie, des CNS de D-stabilité d’une matrice A € €"*". Nous privilégions des conditions
formulées en termes d’inégalités matricielles voire d’égalités matricielles.
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1.3.1 Régions PMI

Nous nous référons ici aux régions PMI introduites au paragraphe 1.2.1. Nous proposons une
CNS d’appartenance du spectre d’une matrice a une telle région.

Théoreme 1.1 Soient lamatrice A € € ™" ainsi qu’une région PMI D répondant & la définition
1.2. La matrice A est D-stable si et seulement s’il existe un ensemble {P;} de k matrices
P, eC™" k=1,.., k, vérifiant

Mp(A,{F})

k r=v,t=v H
Z( > (em®(z4””PkAt)))

k=1 \r=0,t=0

M) =

H
= H(A,d,v) ( (O ® Pk)) H(A,d,v) <0,

i

! (1.51)

k r=vt=v r=v,t=v
Np(AAP:}) = Z( > (Th. @ (A"RAYN) + (‘I’krt®(14'rpéz4t)))

k=1 \ r=0,t=0 r=0,t=0

= H(A,d,v)

(Th ® P+ V) ® P,g)) H(A,d,v) = 0.

B
Il
—

hE

Bien que ce résultat soit original, nous n’en présentons pas la démonstration. Outre le souci de
concision, I’on peut trouver les arguments nécessaires a cette preuve dans [79, Théoréme 4.4.2]
(The Pole Clustering Theorem), [79, Théoréme 4.6.1] et dans [18, Théoreme 4].

Lorsque D est une région PMI/R, I’on peut considérer que P est hermitienne. Lorsque D est
une région PMI/P, la contrainte P, + P, > 0 est implicite. Lorsque D est une région PMI/RP,

chaque matrice P, est hermitienne définie positive. Cette réflexion s’applique a toutes les condi-
tions qui vont suivre.

1.3.1.1 Cas particulier de la stabilité asymptotique

1.3.1.1.1 Cas continu : stabilité au sens de Hurwitz

Lorsque la région D se résume au demi-plan complexe gauche ouvert € —, le théoréeme 1.1
se raméne a la proposition suivante :

Théoréme 1.2 Une matrice A € IR™ ™ est stable au sens de Hurwitz si et seulement s’il existe
une matrice symétrique définie positive P telle que
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(PAYT <. (1.52)

Remarque 1.12 P est considérée réelle car A I’est et car D est une région PMI simple
symétrique.

Ce théoréme est généralement vu comme une application de la seconde méthode de Lyapunov
[252] aux systemes linéaires a temps continu. Si A est la matrice d’évolution d’un modéle dont
I’étatest z € IR™, lafonction V' (x) = x’' Pz est appelée fonction de Lyapunov. Par extension P
est appelée matrice de Lyapunov et I’inégalité (1.52) est appelée inégalité de Lyapunov. Toute-
fois, Lyapunov se référe a un probléme de dissipation de I’énergie associée a V'(z) pour traiter
de la stabilité (ce qui a I’avantage d’englober des modéles non linéaires) alors que le raisonne-
ment utilisé ici est purement matriciel. Néanmoins, dans les inégalités rencontrées par la suite,
les matrices jouant le méme réle que P seront qualifiées de matrices de Lyapunov.

Dans [278, 209, 190], il est démontré que I’on peut remplacer I’inégalité (1.52) par une égalité,
ce qui conduit a la proposition suivante :

Théoréme 1.3 Une matrice A € IR™ " est stable au sens de Hurwitz si et seulement si, quelle
que soit la matrice symétrique définie positive @, il existe une matrice symétrique définie posi-
tive P telle que

(PAYT = —Q. (1.53)

L’on peut donc choisir arbitrairement la matrice () et obtenir ainsi ce qu’on appelle I’équation
de Lyapunov. Il n’existe pas a notre connaissance de choix a la fois aisé et judicieux de @ (en
tout cas dans un contexte ou A est une matrice précisément connue) de sorte que le choix simple
Q = I,, est souvent retenu a priori [170, 41, 201].

1.3.1.1.2 Cas discret : stabilité au sens de Schur

Le théoréeme 1.2 a un équivalent discret qui peut lui aussi apparaitre comme un cas particu-
lier du théoréme 1.1 :

Théoréme 1.4 Une matrice A € IR ™ " est stable au sens de Schur si et seulement s’il existe
une matrice symétrique définie positive P telle que

P+ APA<0. (1.54)
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Ce théoreme, quoique souvent appelé « théoreme de Lyapunov discret » , fut en réalité obtenu
via des arguments matriciels par Stein en 1952 [332]. La aussi, il est montré dans [278, 209] que
I’on peut choisir arbitrairement une matrice (Q = Q' > 0 et résoudre en P = P’ > 0 I’équation
de Lyapunov discréte

P+ APA=—Q. (1.55)

1.3.1.2 Régions 2

L’on peut faire remonter les résultats concernant les régions 2 a I’excellent article de Stéphanos
[333] ou ce dernier fait une utilisation astucieuse du produit de Kronecker (et du produit ma-
triciel bialterné) pour traiter de la localisation du spectre d’une matrice. Dans cet article, I’on
trouve les bases qui permettent plus tard a Howland [193], prolongeant peut-étre I’idée de Bell-
man [42], de formuler une premiére condition d’Q2-stabilité dont nous donnons une version
simplifiée :

Théoréeme 1.5 (inspiré de [193, Théoréme 1]) Soient une matrice A € €"*" et une région €2
répondant a la définition 1.4. La matrice A est €2-stable si et seulement s’il existe une matrice
hermitienne définie positive P vérifiant I’inégalité matricielle

r+t=n
> (enATPAY) <0, (1.56)
r=0,t=0
ou les coefficients ¢,;, sont issus de la description de la région €2 donnée en (1.19).

Ce résultat, qui est une instance particuliére du théoreme 1.1, est sensiblement équivalent a
[169, Lemme 6].

Le terme « région §2 » n’apparait en fait qu’avec les travaux de Gutman et Jury [168, 169].

A I’époque ol Howland écrit son article [193], une telle condition n’est pas numériquement
exploitable. En effet, il s’agit d’une LMI en P mais a cette époque, Willems commencait juste
a avertir la communauté automaticienne quant a I’intérét des inégalités matricielles [356]. C’est
pourquoi Howland propose un autre théoréme [193, Théoreme 2] pour passer d’une inégalité
matricielle a une égalité matricielle. Méme si I’approche est intéressante, nous pensons que la
démonstration de ce théoréme est erronée. Gutman et Jury, qui se sont beaucoup inspirés de
Howland, sont confrontés au méme défi. Ils proposent la conjecture suivante.

Conjecture 1.1 Soient une matrice A € C™*" et une région 2 transformable répondant a la
définition 1.4. La matrice A est ()-stable si et seulement si, quelle que soit la matrice hermi-
tienne définie positive @, il existe une matrice hermitienne définie positive P vérifiant I’égalité
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suivante, dite équation de Lyapunov généralisée (generalized Lyapunov equation (GLE) en an-
glais) :

r+t=n

D (enA"PAY) = -Q. (1.57)

r=0,t=0

Ce résultat admet les équations de Lyapunov continue et discréete (1.53) et (1.55) comme cas
particuliers. Un résultat équivalent est obtenu en parallele par Mazko [266]. Il est intéressant de
noter que le choix arbitraire de () est ici corrélé a la transformabilité d’€2 (de méme que la non-
singularité et I’unicité de P : voir [169]). Il faut aussi préciser que cette conjecture est prouvée
pour un degré n = 2. Lorsque D est un disque, ce résultat est équivalent a celui, spécifique,
proposé dans [139].

L’on peut se poser la question de I’intérét d’une telle conjecture alors que I’on sait maintenant
résoudre numériquement une LMI telle que (1.56). La raison est justement numérique. Pour un
probléme de complexité élevée (n et n grands), les logiciels de résolution de LMI peuvent faillir
et la résolution d’une GLE est davantage fiable. C’est pourquoi la démonstration de la conjec-
ture 1.1 reste un défi comme le souligne Wang dans le probleme 85 issu du recueil publié sur
Internet [50] (ce recueil fait suite au premier ouvrage [52] et est aujourd’hui I’objet d’un livre
ou le probléme de Wang est référencé 6.9 [51]). Le lecteur pourra aussi consulter la discussion
présentée dans [17].

1.3.1.3 Régions LMI

Nous présentons maintenant, dans une forme duale, le théoréme le plus connu et le plus exploité
dans le domaine de la D-stabilité.

Théoréme 1.6 (d’apres [80]) Soient une matrice A € €"*" et une région LMI D répondant &
la définition 1.5. La matrice A est D-stable si et seulement s’il existe une matrice hermitienne
définie positive P vérifiant I’inégalité matricielle

a® P+ (B (PA)Y <0. (1.58)

Il s’agit de nouveau d’un cas particulier du théoreme 1.1. Ce qui rend ce théoréme plus populaire
que d’autres est la linéarité de I’inégalité (1.58), soit en P, soit en A. Cette linéarité autorise
des extensions en synthese D-stabilisante via la forme primale de (1.58). Nous y reviendrons
au chapitre 3. De plus, ce genre de contraintes de performances s’insére parfaitement dans la
résolution d’un probleme de synthése H, ou H., par une approche LMI [80].
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1.3.1.4 Régions EMI

Théoréme 1.7 [287] Soient une matrice A € C"*" et une région EMI Dy répondant a la
définition 1.6. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(i) La matrice A est Dg-stable.

(i)
AP = P' > 0|H'(A,d, 1)(RQPYH(A,d, 1) = Rpy@P+(Ru@(PA))"+R;@(A'PA) < 0.
(1.59)

(iii)
IP=P >0 & GeC* " RoP+(G][A —I1,])" <0. (1.60)

L’équivalence entre (i) et (ii) peut-étre vue comme un cas particulier du théoreme 1.1. Lorsque
Ry; > 0, cette équivalence correspond au théoréme 1.6. L’équivalence entre (ii) et (iii) se
démontre grace au lemme d’élimination des matrices présenté dans [65] ou [329, Théoréme
2.3.12], lui-méme potentiellement déduit du lemme de Finsler [131]. Une démonstration origi-
nale du lemme d’élimination des matrices est donnée en annexe C.

L’apparition d’une variable matricielle additionnelle G (parfois appelée variable de relaxa-
tion ou multiplieur) permet de retrouver la linéarité en A. Si I’intérét de la condition (1.60) par
rapport a (1.59) est nul en analyse nominale et reste souvent difficile a justifier en synthése no-
minale, il s’avére évident en analyse robuste comme nous le montrerons au chapitre 2.
L’utilisation de variables de relaxation a des fins de D-stabilité fut introduite dans [158] pour la
stabilité au sens de Hurwitz puis dans [108] pour le placement de péles dans un disque. Dans
[108], le multiplieur permet d’obtenir des résultats pertinents en synthése nominale ou robuste,
par retour d’état et de sortie. Il est vivement conseillé au lecteur de consulter [108].

1.3.1.5 Régions U

Théoreme 1.8 [32] Soient une matrice A € €™ et une région U2 notée D et répondant a la
définition 1.7. La matrice A est D-stable si et seulement s’il existe un ensemble de k& matrices
hermitiennes définies positives Py, k = 1, ..., k, tel que

k
> (cr AT X3, AY) < 0. (1.61)

Une fois encore, le théoréme 1.8 est un cas particulier du théoreme 1.1. 1l généralise le théoreme 1.5.
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1.3.1.6 Régions GLMI

Nous en arrivons a un théoréme qui a fortement influencé nos réflexions. Nous I’empruntons a
[79] et le présentons dans une forme duale :

Théoreme 1.9 [79] Soient une matrice A € C€"*" et une région GLMI D répondant & la
définition 1.8. La matrice A_est D-stable si et seulement s’il existe un ensemble de £ matrices
hermitiennes P, k = 1, ..., k tel que

(Uk P+V,® (PkA))H < 0,
1 (1.62)

(B, ®@ P+ Vi, @ P)) = 0.
k=1

] =

k

1|

Ce théoréme est a peine moins général que le théoréme 1.1. Nous utiliserons cependant davan-
tage celui associé aux régions E2MI et présenté ci-apres.

1.3.1.7 Régions E2MI

Le théoréme suivant sera largement exploité par la suite :

Théoréme 1.10 [18, 55, 59] Soient une matrice A € € "*" et Dy, une région E2MI répondant
a la définition 1.9. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Lamatrice A est Dy-stable. B
(i) 1l existe un ensemble P de k£ matrices hermitiennes définies positives Py, k = 1, ..., k tel
que

k
U(A,P)=H'(A,d,1) (Z R, ® Pk) H(A,d, 1) =
k=1 (1.63)

k
Z (Rkoo & Pk; + (ka (024 (PkA))H + Rk‘ll & (A,PkA)) < 0.
k=1

(iii) 1l existe un ensemble P de k& matrices hermitiennes définies positives P, k = 1,.... k et
une matrice Gy € € 2" tels que

k
Gu(A,P,Gy) =Y (Re@P)+ (Gu [ i@ A| —14 )" <. (1.64)
k=1
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Ce cas particulier du théoréme 1.1 sera largement repris dans la suite du mémoire. De nouveau,
nous précisons que I’utilité du multilplieur G, apparaitra au chapitre 2.

1.3.2 Régions non PMI

Dans cette sous-partie, nous présentons des conditions de D-stabilité d’une matrice pour des
régions qui échappent a la formulation PMI. Nous y faisons largement usage du concept de
OD-régularité [17].

1.3.2.1 Régions unitaires

Puisque les régions unitaires sont des régions EMI d’ordre 1, il ne semble pas utile a priori de
leur accorder une importance particuliere. Toutefois, nous rappelons les résultats de [17] ou le
probléme est passé a la loupe de la 0D-régularité.

Théoréme 1.11 Soient A € €"*" et 9D, une courbe de € défini par (1.37). La matrice A est
OD-réguliére si et seulement s’il existe une matrice hermitienne P € € "*" solution de

F(A,P)=H(A1,1)(R® PYH(A,1,1) = rogoP + (rg PA)? +-r;;APA < 0.  (1.65)

Par ailleurs, la matrice A possede n_ valeurs propres dans D et n_ valeurs propres en de-
hors de D si et seulement si toute solution hermitienne P de (1.65) a pour inertie In(P) =
[ ny, n_, 0 }

Ce théoreme, valable pour toute droite ou tout cercle du plan de Laplace, regroupe en un seul
énoncé les deux propositions formulées dans [179]. Le travail de [179] s’appuie sur le théoréme
d’Ostrowski et Schneider [278] et sur une autre proposition due a Frobenius. Le théoreme 1.11
se situe plus dans le contexte dit « de Lyapunov » et de la D-stabilité en ce sens qu’il émane
davantage des réflexions de [333, 193, 169]. En outre, I’approche de [17] ne nécessite pas de
développement préliminaire autre que le lemme bien connu de Sylvester (In(H) = In(M HM')
pour toute matrice inversible M).

La force du théoréeme 1.11 ou de [179] est de constater que la D-stabilité est un cas particulier
de la OD-régularité correspondant & In(P) = [ n 0 0 } Ainsi les théorémes de Lyapunov
en continu et discret (théorémes 1.2 et 1.4) sont ils des cas particuliers du théoreme 1.11 pour
lesquels P est définie positive.
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Ces considérations avaient été abordées dans un cadre polynomial par Hermite [178] mais
aussi, sur le plan matriciel, par Howland [193] dont la contribution a été hélas involontaire-
ment reléguée en second plan suite aux contributions de Gutman et Jury [168, 167, 169]. Le
lecteur intéressé peut aussi se référer au chapitre 19 écrit par D. Hershkowitz dans I’ouvrage
collectif [185] ou encore a I’article [176] dont certains aspects sont a rapprocher du présent
paragraphe.

Remarque 1.13 Si A est 9D-singuliére, ce test de 0D-régularité échoue car la LMI (1.65)
n’est pas strictement satisfaite. En effet P présenterait alors une singularité qui entrainerait
celle de F'(A, P) [17].

1.3.2.2 Régions CMI

L’intérét de la OD-régularité est d’essayer d’analyser la D-stabilité d’une matrice lorsque D
se compose de plusieurs sous-régions D, éventuellement dissociées de D et ce, en traitant ces
sous-régions dans des conditions indépendantes. 1l n’existe pas de CNS de D-stabilité nominale
pour une région CMI telle que définie en (1.12). En revanche, I’on peut décliner le théoréme
1.11 pour toutes les instances de k.

Théoreme 1.12 (inspiré de [17]) Soient A € € """, D une région CMI répondant & la définition
1.12 et 0D sa frontiére. La matrice A est 9D-réguliere s’il existe £ matrices hermitiennes
P, € €™ solutions de

F(A, Pp) = H' (A, 1,1)(Ry@Py)H(A, 1,1) = 7o Pot-(rigy PeA) 41y, A PLA < 0 VE € {1,..., k}.
(1.66)

Par ailleurs, la matrice A possede n;, valeurs propres dans chaque sous-région Dy, et n;,_ va-
leurs propres en dehors de D, si et seulement si toute solution hermitienne P, de (1.66) a pour
inertie In(P,) = [ ny,, ni_, 0].

k
De plus, si 0D = |J 9Dy, la condition (1.66) devient nécessaire.

Il en résulte que pour chaque sous-région Dy, I"inertie de la matrice P ou, plus précisement, le
nombre Tk indique le nombre de valeurs propres de A dans Dy. A partir des % valeurs Ny il
peut s’avérer possible de conclure quant a la D-stabilité mais ce n’est pas toujours vrai.

La condition du théoréme 1.12 n’est que suffisante car en fait, c’est une CNS de 0D,-régularité
pour toutes les courbes 9D;. Or, la 9D-régularité implique la 0D,-régularité Vk. Hélas, la
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réciproque est fausse comme le montre la figure 1.1 ou le spectre d’une matrice de dimension
2 est localisé dans une union D de deux disques D, et D,. La matrice A est 9D-réguliere mais
elle est OD,-singuliere quel que soit & € {1;2}. Dans un tel cas, la LMI (1.66) ne peut &tre
vérifiée.

@ \valeurs propres de A

8@1 81)2

D =D,UD,

FIG. 1.1 — cas de non-nécessité de la condition (1.66)

Remarque 1.14 L’on n’exploite pas ici le fait que 9D, est une région PMI/RP. En effet, la
ODy-régularité de A est en fait sa D¢ -stabilité. Or 9DY, la région complémentaire de 9Dy,
n’est pas une région PMI. Le théoreme 1.1 ne peut donc étre appliqué.

1.3.2.3 Régions ECMI

Ici encore, il faut se garder de raisonner en termes de D-stabilité mais plutdt en termes de
OD-régularité.

Théoréme 1.13 [16] Soient A € €"*", D une région ECMI répondant a la définition 1.13 et
0D sa frontiere définie par (1.49). La matrice A est 9D-réguliere si et seulement s’il existe des
matrices hermitiennes P, € €™*", k = 1,..., k et des matrices hermitiennes définies positives
Quik=1,....k 1 =1,..,1 solutions de

W(A7 Pk” {Qk,l}> = )

/ lk
I I
[ A } R ® P, + Z((I)k,l ® Qr,1) [ A

=1

<0 Vke{l,..k}. (1.67)

Démonstration : une fois n’est pas coutume dans ce mémoire, nous fournissons une preuve
pour ce théoréme. En effet, celle-ci propose un trés bon apercu du type de raisonnement qui
permet d’établir I’ensemble des résultats de ce chapitre.



1.3. Conditions de cloisonnement 37

L’on note tout d’abord que la condition (1.67) peut se récrire

Ik
Wi(A, P AQri}) = Fi(A, Po) + Y Gri(A, Qi) <0 (1.68)

=1

avec, en accord avec (1.66),

Fk(A, Pk) = Tkoopk + (TkOIPkA)H + TkHA/PkA (169)
et
- ) 17 I
Gri(A,Qry) = Oretgg @rt + (¢k,101Qk,1A) + ¢k,111A QriA = A (Pry @ Qry) A
(1.70)

Suffisance : supposons que la condition (1.68) soit satisfaite. Il existe pour toute valeur propre
A € € de A, un vecteur non nul v € €©", tel que Av = Av (il est un vecteur propre de A). Par
congruence, il vient

U/Wk(A, Pk, {kal})v <0

Ui
& fr(Mv' P+ Z G 1(AN)V' Qv < 0,
=1

ou les fonctions fi(.) émanent de la définition 1.12 des régions CMI et plus précisément de
I’équation (1.41). Donc si A appartient a oI';, le premier terme de cette somme est nul (car
A € 0Dy < fr(A) = 0) et le second terme est positif ou nul (car v'Qx v > 0Vo & A € & <
gri(N) > 0V{k,1}). Une telle hypothése contredit I’inégalité. Cette hypothése est donc fausse
et A n’appartient pas a oI'y quel que soit k£, donc A ¢ 9D. Ce raisonnement est valable pour
toute valeur propre de A donc A est 9D-réguliere.

Nécessité : si A est 9D-réguliére, alors elle est OT, réguliére quel que soit k& € {1,...k}. L’on
raisonne donc par rapport a une courbe OI'y. Les n valeurs propres de A, notées \;, vérifient
I’une des trois conditions suivantes :

(i) fr(Xi) >0;
(i) fr(Xi) <0;
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(i) frh) =0 & gri(\) <0 VIie{l,. L}
Soit la matrice A ainsi définie :

A, O 0
A= N=|0 A 0
=1 0 0 As

A, € €™ contient les valeurs propres pour lesquelles fi();) > 0 donc vérifiant la condition
(). A, € €™+ contient les valeurs propres pour lesquelles fi.();) < 0 donc vérifiant la condi-
tion (ii). Ay € €™ contient les valeurs propres pour lesquelles f(\;) = 0 donc vérifiant la
condition (iii).

Il est possible de trouver deux scalaires o > 0 et 5 > 0 tels que

s
aFe(A,~I, )+ B Gru(Ai, 1, ) <0

=1

Uk
aF(Ag, )+ 8 Gry(Ma, I, ) <0

=1
Uk

OéFk(Ag, 0) + ﬁz Gk,l<A37 [nko) <0
=1

ou les trois inégalités sont déduites des conditions respectives (i), (ii) et (iii). Pour cela, consta-
tant que les matrices impliquées dans ces inégalités sont diagonales, il suffit de prendre « suf-
fisamment grand par rapport a 5 pour s’assurer que I’inégalité est vérifée sur chaque éléement
diagonal.

En définissant Z par

I, 0 0
T=« 0 InkJr 0 9
0 0 0
il vient
U
We(AN,Z,{BI}) = Fp(\,T Gr, (N, BI) < 0.
w(A,Z,{BI}) H(AT) + Z ka(A, BI) (L71)
<0

Soit 7 la forme canonique de Jordan de la matrice A. Il existe une suite de matrices régulieres
T, telle que [80] :
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lim (T,JT; ') = A (1.72)

h—o0

(par exemple, si 7 est un simple bloc de Jordan [ A , Ty, est égale a ). Puisque

1

1 0
0 A 0 1
Fy, et les diverses Gy, ; sont continues en leur premier argument, de (1.71), I’on peut déduire que

Jim Wi(TWIT;HZ,{BI}) < 0. (1.73)

Soit 7, une instance de T3 pour une valeur de A suffisamment grande mais vérifiant h < oo
(assurant ainsi I’existence de 7-!). L’'on a

We(TIT 1, T,{BI}) < 0.

Si I’on applique I’opération de congruence suivante, I’on obtient

TWi(LIT T {BINT = Wi(J,T'IT,{BT'T}) < 0.

Soit V' la matrice modale de A telle que 7 = VAV 1. Une nouvelle congruence permet de
retrouver (1.68) avec

Py =V'TITV =P; Qu=pV'TTV=0Q;,>0 Vie{l,. . L} (1.74)

Ce raisonnement est valable quel que soit £ donc la condition (1.68) (ou (1.67)) est bien une
condition nécessaire et suffisante de 9D-régularité de A.

Ce théoréme, quoiqu’originalement proposé dans [16], emprunte un certain nombre de concepts
a[17] ainsi qu’a [21]. Il permet, par un choix judicieux des matrices @y, ;, de lever les limites du
theoreme 1.12. Le cas de la figure 1.1 peut par exemple €tre traité sans difficulté.

L’on peut se poser la question de I’intérét de la OD-régularité si celle-ci ne permet pas tou-
jours de conclure sur la D-stabilité nominale. C’est justement dans le cas robuste que cet intérét
apparait. Si la matrice A est nominalement D-stable, il suffit, en présence d’une incertitude, que
A reste 0D-réguliere pour conserver sa D-stabilité. Les théoremes 1.12 et 1.13 peuvent alors
étre avantageusement exploités. Nous y reviendrons dans le chapitre 2.
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1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, de nombreuses conditions de D-stabilité ainsi que quelques conditions de
OD-régularité ont été présentées. Deux tendances se dégagent dans ces conditions, I’approche
par régions PMI (dont les régions E2MI seront privilégiées par la suite) et I’approche ECMI
associée a la notion de 9D-régularité. Elles ne sont pas équivalentes et présentent toutes deux
un intérét des lors que I’on souhaite pouvoir considérer une vaste gamme de régions D non
connexes.

Il serait sans doute intéressant de savoir si ces deux formulations de régions peuvent étre réunies
ou englobées en une seule description quoique cette perspective nous paraisse difficile a suivre.
En revanche, d’autres perspectives plus modestes (bien que non triviales) peuvent étre men-
tionnées :

— élargir la gamme de cas pratiques couvertes par les formulations PMI ou méme GLMI a
d’autres régions que des unions de régions, en particulier en exploitant les matrices T, et Wy,
c’est-a-dire en considérant des régions non réduites ;

— résoudre le « probléme 85 » de Wang [50] (ou « probléme 6.9 » de [51]) c’est-a-dire prouver
la conjecture de Gutman et Jury [169] (conjecture 1.1) ;

— déterminer une regle, si elle existe, qui permette de déduire du théoréme 1.12, a partir des
inerties des matrices P, une condition de D-stabilité ;

— étudier I’inertie des matrices Py vérifiant la condition (1.67) en fonction de la localisation du
spectre de A (a I’instar de ce qui est mentionné dans le théoréme 1.12) pour éventuellement
compléter le théoreme 1.13;

— trouver un moyen d’exploiter le caractere PMI/RP des ensembles 0T';, ou 9D dans la formu-
lation ECMI ;

— fusionner les deux approches présentées dans ce chapitre en une seule. Cette perspective
nécessiterait probablement d’étendre la gamme des régions PMI en ajoutant une relation de
type différence (hp(s) # 0).

Mais les conditions présentées ici conduisent avant tout a des conditions de D-stabilité robuste.
C’est tout I’enjeu du chapitre 2.



CHAPITRE 2

ANALYSE ROBUSTE

Ce chapitre reprend les conditions présentées dans le chapitre précédent. Néanmoins, la
matrice considérée est soumise a une incertitude. Il s’agit donc d’analyser la D-stabilité
robuste de cette matrice. La nécessité des conditions nominales ne peut généralement pas
étre préservée. Cependant, pour certaines structures d’incertitude, des conditions suffi-
santes numeériquement exploitables peuvent étres obtenues. Elles sont ici présentées. Mais
auparavant, il importe de préciser les incertitudes envisagées dans ce mémoire.
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2.1. Présentation du probleme 43

2.1 Présentation du probleme

Le chapitre précédent est dédié a la notion de D-stabilité d’une matrice nominale. Ainsi peut-on
aborder, au moins partiellement, les performances transitoires d’un modele linéaire de systéme
en analysant la localisation des valeurs propres de sa matrice dynamique A dans le plan de La-
place. Cependant, en pratique, cette analyse est loin d’étre toujours judicieuse, en tout cas suffi-
sante. Elle peut conduire & quelques désillusions. En effet, il est bien connu que les modéles des
systemes sont entachés d’incertitudes. En présence de ces incertitudes, il importe néanmoins
d’attester ou non des performances, entre autres des performances transitoires. Or, de petites
altérations de A peuvent engendrer une forte migration de son spectre. Aussi est-il utile de pou-
voir analyser la D-stabilité d’une matrice dynamique méme si cette derniere est soumise a une
incertitude.

Dans ce chapitre, nous détaillons d’abord, au cours de cette méme partie, divers concepts en
relation avec la notion d’analyse de la D-stabilité d’une matrice incertaine. Dans une seconde
partie, nous présentons I’incertitude considérée, a savoir I’incertitude polytopique LFT (linear
fractional transform), ainsi que différents cas particuliers souvent rencontrés dans la littérature.
Enfin, dans une troisiéme partie, nous exposons des outils d’analyse robuste en nous référant,
entre autres, a diverses publications.

2.1.1 D-stabilité robuste et 9D-régularité-robuste

Dans ce paragraphe, nous précisons ce que I’on entend par D-stabilité robuste et 9D-régularité
robuste.

Définition 2.1 Soient une région D du plan de Laplace et une matrice incertaine A(A) od
A représente une incertitude appartenant a un domaine A dit « domaine d’incertitude ». La
matrice A(A) est D-stable de maniére robuste si et seulement si elle est D-stable quel que soit
A € A.

De la méme maniere, I’on peut définir la 9D-régularité robuste d’une matrice incertaine :

Définition 2.2 Soient un ensemble 9D du plan de Laplace et une matrice incertaine A(A) ou
A appartient & un domaine d’incertitude A. La matrice A(A) est OD-réguliére de maniére
robuste si et seulement si elle est 9D-réguliére quel que soit A € A.

Pour ce qui est des conditions de D-stabilité robuste, il est plus facile de raisonner en termes de
matrices de Lyapunov. Le principe est de faire varier ces matrices en fonction de I’incertitude
A. L’on peut alors, pour la classe des régions PMI décliner le théoréme 1.1 de la fagon suivante :
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Théoréme 2.1 Soient la matrice incertaine A(A) € €™ " o0 A € A ainsi qu’une région
PMI D répondant a la définition 1.2. La matrice A(A) est D-stable de mani€re robuste si
et seulement s’il existe un ensemble {P.(A)} de k matrices P.(A) € €™, k = 1,...,k,
dépendantes de I’incertitude et vérifiant

Mp(A(A), {P(A)}) <0
VA € A, 2.1)
Np(A(A),{F:(A)}) =0

ou les expressions de Mp(.,.) et Np(.,.) sont données par (1.51).

De fagcon analogue, I’on peut traiter la 9D-régularité d’une matrice lorsque D est une région
ECMI. 1l s’agit alors de faire dépendre de I’incertitude non seulement les matrices de Lyapunov
P, mais aussi les matrices () ; introduites au théoréme 1.13. Ceci conduit a une déclinaison de
ce méme théoréme de la fagon suivante :

Théoréme 2.2 Soient A(A) € €™*™ une matrice incertaine od A € A, D une région ECMI
répondant a la définition 1.13 et 9D sa frontiére définie par (1.49). La matrice A(A) est 9D-
réguliére de maniére robuste si et seulement s’il existe des matrices hermitiennes P, (A) €
C™" k = 1,..., k, et des matrices hermitiennes définies positives Qx;(A), k = 1,...,k, | =
1,...,1;, toutes dépendantes de I’incertitude, solutions de

WA(A), Po(A), {Qui(A)}) <0 V{k,A} € {1,...k} x A, 2.2)

ou I’expression de W(., ., .) est donnée en (1.67).

Malheureusement, le test des conditions (2.1) et (2.2) est un probléme qualifié de NP-difficile
[68], c’est-a-dire qu’il est impossible de le résoudre en un temps polynomial. C’est pourquoi,
sur la base de ces CNS, il convient de déduire des CS qui soient, certes pessimistes, mais
exploitables sur le plan numérique. Ceci a conduit certains auteurs a introduire les concepts de
D-stabilité quadratique et de D-stabilité poly-quadratique.

2.1.2 D-stabilité quadratique et 9D-régularité quadratique

Il s’agit 1a d’un concept issu de celui de stabilité quadratique. L’on doit cette idée a Barmish
qui comprend qu’il est peut-étre souhaitable, pour analyser la stabilité robuste, de se contenter
de déterminer, si possible, une fonction de Lyapunov unique pour tout le domaine d’incertitude
[36, 37, 47, 40]. L’extension naturelle de ce concept au cas de la D-stabilité robuste conduit,
dans le cas des régions PMI, a la définition suivante :
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Définition 2.3 Soient la matrice incertaine A(A) € €"*" od A € A ainsi qu’une région
PMI D répondant a la définition 1.2. La matrice A(A) est quadratiquement D-stable si et
seulement s’il existe un ensemble { P} de k matrices P, € €™*", k = 1,..., k, indépendantes
de I’incertitude et vérifiant

Mp(A(A), {P}) <0
VA € A, (2.3)
Np(A(A),{P}) =0

ou les expressions de Mp(.,.) et Np(.,.) sont données par (1.51).
Si la condition (2.3) est par définition nécessaire et suffisante pour que A(A) soit quadratique-
ment D-stable, il n’en reste pas moins que I’implication

D-stabilité quadratique = D-stabilité robuste
est vraie alors que la réciproque I’est rarement.
Le test, direct ou indirect, de la condition (2.3) reste NP-difficile pour une structure quelconque
d’incertitude. Cependant, pour certaines structures d’incertitude trés classiques (que nous abor-

derons par la suite), il peut se révéler envisageable.

De la méme maniére, il est possible de définir la 9D-régularité quadratique d’une matrice
lorsque D est une région ECMI :

Définition 2.4 Soient A(A) € €"*" une matrice incertaine oi A € A, D une région ECMI
répondant & la définition 1.13 et 9D sa frontiére définie par (1.49). La matrice A(A) est qua-
dratiquement 9D-réguliére si et seulement s’il existe des matrices hermitiennes P, € €"*",
k = 1,...,k, et des matrices hermitiennes définies positives Qy;, k = 1,....k, | = 1,.... I,
toutes indépendantes de I’incertitude, solutions de

W(A(A), Py, {Qri}) <0 V{k,A} € {1,..,k} x A, (2.4)
ou I’expression de W(., ., .) est donnée en (1.67).

Cette condition est exploitable pour certaines structures d’incertitude et I’implication
0D-régularité quadratique = 9D-régularité robuste

est vraie alors que la réciproque I’est rarement.
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2.1.3 D-stabilité poly-quadratique et 9D-régularité poly-quadratique

Ce paragraphe se limite au cas ou le domaine d’incertitude est tel que tout A pris a I’intérieur
de A s’écrit comme une combinaison convexe d’instances A; € A. En d’autres termes, Soient
N instances d’incertitudes A; € A et le simplexe unitaire des coordonnées barycentriques

01

N
@=< 0= : [e{RTUO|> ;=1 7. (2.5)
QN =1
Tout A € A s’écrit
N
A=A@O)=) 67, €0 (2.6)
=1

Lorsque la dépendance de A en A est telle que A décrit elle-m&me une combinaison convexe
de sommets A;, I’on parle d’incertitude polytopique. Nous y reviendrons par la suite.

En corrélation avec cette structure d’incertitude, I’on peut définir la D-stabilité poly-quadratique
lorsque D est une région PMI :

Définition 2.5 Soient la matrice incertaine A(A) € €™"*" oud A € A Vérifie la structure définie
en (2.5-2.6) ainsi qu’une région PMI D répondant & la définition 1.2. La matrice A(A) est
poly-quadratiquement D-stable si et seulement s’il existe un ensemble { P, ()} de k matrices
Pu(0) € €™", k = 1, ..., k, dépendantes de I’incertitude et vérifiant

Mop(A(A(9)), {F:(0)}) <0
Vo € O, (2.7)
No(A(A(0)), {P:(0)}) =0

ou les expressions de Mp(.,.) et N'p(.,.) sont données par (1.51) et ou les matrices P (6)
Vérifient

N
Pu(0) =Y 0:P(A) V{k;:0} €{1,...k} x© (2.8)

et
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Mp(A(A)), {Pu(A)}) <0
Vie{l,.., N} (2.9)
ND(A(Ai))v {Pk(Az)}) =0

L’idée présente dans cette définition est donc que, lorsque A décrit A selon une combinaison
convexes de sommets A;, les matrices de Lyapunov P, suivent la méme évolution convexe
(c’est-a-dire avec les mémes coordonnées barycentriques) en fonction de matrices de Lyapunov
P(A;) associées aux incertitudes extrémales.

De la méme maniere, I’on peut définir la 9D-régularité poly-quadratique lorsque D est une
région ECMI :

Définition 2.6 Soient A(A) € €"*" une matrice incertaine ou A € A Vérifie la structure
définie en (2.5-2.6), D une région ECMI répondant a la définition 1.13 et 9D sa frontiere définie
par (1.49). La matrice A(A) est poly-quadratiquement 0D-réguliére si et seulement s’il existe
des matrices hermitiennes P,.(6) € €™, k = 1,...,k, et des matrices hermitiennes définies
positives Qy;(9), k = 1,..., k, L = 1, ..., I, dépendantes de I’incertitude, solutions de

W(A(A(9)), {Pe(0)},{Qri1(0)}) <0 V{k,0} € {1,....k} x ©, (2.10)
ou I’expression de W(., ., .) est donnée en (1.67) et ou les matrices Py () et Q. (6) vérifient

(

Pi(0) = Y _0:Pi(A)

V{k;0} € {1,...,k} x © (2.11)
th(@) = Zel@k’l(Al) Vi € {1, ...,l_k}
et

Les implications

D-stabilité quadratique = D-stabilité poly-quadratique = D-stabilité robuste,
OD-régularité quadratique = 9D-régularité poly-quadratique = dD-régularité robuste,
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sont vraies mais les réciprogues respectives sont généralement fausses.

Il est difficile d’exploiter directement les conditions (2.7) et (2.10) mais pour certaines structures
d’incertitudes dites polytopiques et pour certaines descriptions de régions, I’approche poly-
quadratique peut étre efficacement utilisée. Nous y reviendrons dans la suite de ce chapitre.

Le qualificatif « poly-quadratique », que nous choisissons d’adopter ici, fut utilisé pour la
premiére fois dans I’article [98] consacré a la stabilité des systémes discrets variant dans le
temps.

2.2 Incertitudes

Il existe pléthore de structures d’incertitude possibles. Nous ne pouvons les étudier toutes ni ne
souhaitons méme en établir un catalogue. Nous nous limitons évidemment a des descriptions
dans I’espace d’état. Plus précisément, nous présentons d’abord la plus générale des incertitudes
que nous traiterons dans le corps de ce rapport. Nous en déclinons ensuite divers cas particuliers
connus en nous référant a la littérature.

Remarque 2.1 1l est important de rappeler ici que la notion étudiée dans ce mémoire est la
D-stabilité d’une matrice (en pratique la matrice dynamique d’un modele linéaire). Ce sont
donc des incertitudes de matrices et non de systémes qui sont présentées dans ce qui suit.

2.2.1 Structure considérée : incertitude polytopique LFT

2.2.1.1 Transformée fractionnaire linéaire (LFT)

Il existe plusieurs fagons de présenter le formalisme de la transformée fractionnaire linéaire
(LFT en anglais), qui peut étre vue comme une instance particuliére du produit de Redheffer
[299]. Nous nous contentons ici d’une vision simpliste largement suffisante pour nos besoins
d’analyse robuste. Le principe de la LFT consiste a séparer I’incertitude de la matrice nominale
en rejetant la premiere dans une boucle, définissant ainsi un modéle LTI bouclé, comme indiqué
sur la figure 2.1.

Les équations décrivant ce systeme bouclé sont les suivantes :
= Apx(t) + Jw(t)

) t
) = Lx(t)+ Zw(t) (2.13)
= Az(t)

=3
|
L
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= Modele LTI
(AOa Ja La Z)

A

F1G. 2.1 — Principe de la LFT appliqué a une incertitude

Le vecteur z(¢) correspond a I’état du modéle alors que w(t) et z(¢) sont des signaux fictifs
uniquement dédiés a cette modélisation d’incertitude. La matrice d’état du systeme ainsi bouclé
(donc incertain) s’écrit

A(A) = Ay +JAL avec A=A(l—-ZA)™" (2.14)

La LFT est dite bien posée si A existe pour toute instance de I’incertitude A. Par la suite, nous
supposerons que toutes les LFT sont bien posées.

Il est facile de montrer que A admet en fait deux expressions :

A=A(I—ZA) " =(-AZ)'Al (2.15)

Une matrice de transfert associée a une réalisation (A, B, C, D), c.-a-d. G(s) = D + C(sl —
A)7'B, est une LFT en % Ainsi, le principe d’une LFT ne s’applique pas qu’a la description
d’incertitude comme nous le verrons encore au chapitre 3.

2.2.1.2 Incertitude polytopique LFT

La matrice incertaine A € €"*" est décrite par

A= A0,A) = A(0)+T()AO)L(G), avec A =AI-Z(HOA)™ et Ac(A=A(p)).
(2.16)

Le domaine d’incertitude A(p) est la boule des matrices complexes A € € 7" vérifiant ||A||2 <
p. Le scalaire p est appelé rayon de la boule. La matrice incertaine M € € "*")*("+4) définie
par
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M = {ﬁo %1, (2.17)

appartient au polytope de matrice M défini par

N
M = {I\\/JI =M(0) € €"CFNMI(0) =D (0;M;); 6 € @} : (2.18)

=1

ou les matrices M;, qui se décomposent donc en

Ao,

M’:{Li Z,

] , Vie{l,.. N}, (2.19)

sont des matrices extrémes connues appelées sommets du polytope M et ou © est I’ensemble
des coordonnées barycentriques définies en (2.5).

L’incertitude définie ici est dite polytopique LFT. En effet, il existe deux éléments incertains : ¢
et A. La nature de la dépendance de A, par similitude entre (2.16) et (2.14) montre qu’il s’agit
d’une LFT. Par ailleurs, lorsque # décrit ©, la matrice M décrit un polytope de matrices. C’est
I’incertitude la plus générale que nous étudions dans ce rapport.

Remarque 2.2 Le fait de limiter le domaine auquel appartient A @ une boule de matrices A(p)
peut étre interprété comme une restriction. L’on aurait pu envisager un tout autre domaine sans
pour autant changer la nature polytopique LFT de I’incertitude (voir annexe B). Toutefois, cet
ensemble convient bien aux développements ultérieurs.

2.2.2 Divers cas particuliers

2.2.2.1 Incertitude LFT simple

Il se peut que le polytope M se réduise a une seule matrice M constante (c.-a-d. N = 1) de
sorte que les matrices Ag, J, L et Z sont aussi constantes. Il est alors impropre d’utiliser le
terme « polytopique » pour qualifier I’incertitude. L’on retrouve I’expression (2.14) et il est
donc logique que cette incertitude soit simplement appelée LFT.
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2.2.2.2 Incertitude bornée en norme

Si I’on suppose maintenant que I’incertitude LFT est telle que Z = 0, alors I’on obtient la
description suivante :

A(A) = Ay + JAL, A€ Alp). (2.20)

Non seulement I’aspect polytopique est oublié mais par ailleurs, A et A sont confondus. Puisque
A appartient & A(p), on a donc la contrainte de norme ||A|ls < p et I’incertitude est dite
bornée en norme [290]. L’on peut bien sdr considérer une incertitude polytopique LFT (N # 1)
particuliére pour laquelle le polytope décrit par Z se réduit 0 (c.-a-d. Z; = 0, Vi € {1, ..., N})
et I’incertitude peut alors étre qualifiée de polytopique bornée en norme.

2.2.2.3 Incertitude non structurée

L’on peut encore limiter la description présentée au paragraphe précédent en supposant que
J = L = I,,. La matrice incertaine s’écrit alors

AA) = Ag+ A, A€ Ap). (2.21)

L’on parle d’incertitude non structurée [75]. Il est bien sr possible d’envisager une incertitude
polytopique LFT pour laquelle, d’une part, seule A, appartient a un polytope A, et, d’autre
part, ] = L = I, et Z = 0. Il s’agit d’un cas particulier d’incertitude polytopique bornée en
norme.

2.2.2.4 Incertitude polytopique

Dans les différentes déclinaisons d’incertitude des paragraphes précédents, il subsistait toujours
une incertitude additive impliquant A. Néanmoins, I’on peut considérer que seule A, est af-
fectée par I’incertitude de sorte que la matrice incertaine ne dépend plus que de 6 et s’écrit

N
A=A(0) = Ao(0) =D 0y, 0€O. (2.22)
=1

Cette incertitude est tout simplement qualifiée de polytopique [289, 47].
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2.2.2.5 Incertitude affine structurée

La structure polytopique d’une incertitude se préte bien au développement d’outils d’analyse
et commande robustes. Cependant, elle n’est pas immédiate lorsqu’il s’agit de modeéliser un
systéme. L’incertitude polytopique est souvent obtenue par reformulation de I’incertitude dite
paramétrique structurée ou encore affine structurée, présentée ci-aprés. On la rencontre par
exemple, avec quelques variantes, dans [377, 370, 84, 130, 250, 249, 13]. Elle se présente ainsi :

7
A= A(p) = A+ ijAm, avec p; c []_Dj;ﬁj]. (223)
j=1

Dans cette expression, A, est la matrice nominale, p € IR est un vecteur de paramétres p; in-
certains (en général directement liés aux parametres physiques) et qui interviennent de maniére
affine dans A. Les matrices Aj;;, connues, permettent de spécifier quelles sont les composantes
de A entachées par I’imprécision sur p.

Lorsque p décrit I’hyperrectangle dans lequel il est contenu, A décrit en fait un polytope de
matrices a NV = 27 sommets qui, dans ce cas, est précisément un parallélotope de matrices (ou
encore un parallélotope de matrices). La description affine structurée est donc un cas particulier
de I’incertitude polytopique. L’on peut bien sir associer incertitude affine structurée et incerti-
tude LFT ou bornée en norme.

Des formulations plus sophistiquées de I’incertitude affine structurée peuvent étre trouvées dans
[345, 24].

Remarque 2.3 Une approche habituelle (pour ne pas dire classique) consiste a intégrer les
incertitudes paramétriques (implicitement contenues dans la structure polytopique) dans le bloc
A de la figure 2.1 générant ainsi une « LFT de bloc non-plein » . Cette approche, quoique tout
a fait rigoureuse, plus générale en termes d’incertitudes prises en compte, et conduisant a
des résultats peu conservatifs en analyse robuste, pose en revanche le probléme de I’écriture
minimale de la LFT (pas toujours aisée) et du temps de calcul inhérent aux outils d’analyse

associés. C’est pourquoi nous privilégions I’incertitude polytopique LFT de bloc A plein.

2.3 Conditions d’analyse robuste

Dans cette partie, nous exploitons les conditions du chapitre 1 (et les descriptions de régions
associées) pour analyser la robustesse en D-stabilité d’une matrice soumise a une incertitude
polytopique LFT (§2.2.1.2) ou autre instance particuliére de cette incertitude (§2.2.2).

Le cas tres général des régions PMI n’est pas considéré (car fort difficile a gérer en présence
d’incertitude et générant des notations trés encombrantes) mais nous lui préférons des classes
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de régions un peu moins larges telles que les régions E2MI notamment. Les régions non PMI
sont envisageées.

Les conditions obtenues sont conservatives ¢’est-a-dire suffisantes. Ce conservatisme est inhérent
aux concepts utilisés pour déterminer les conditions, a savoir, ceux présentés dans la partie 2.1.

2.3.1 Analyses qualitative et quantitative : notion de borne de ro-
bustesse

Nous établissons la une nuance entre deux types d’analyse robuste :

— analyse qualititative : elle consiste a figer le domaine d’incertitude, en particulier sa taille
et a tenter d’affirmer de maniére qualitative (c.-a-d. booléenne) si la matrice incertaine est
D-stable vis-a-vis du domaine défini ;

— analyse quantitative : elle consiste a définir une structure d’incertitue et une forme de do-
maine, sans spécifier sa taille, puis a estimer la taille maximale de ce domaine pour laquelle
la D-stabilité robuste peut étre attestée.

Les paragraphes suivants précisent ces deux notions au regard de I’incertitude polytopique LFT.

2.3.1.1 Analyse qualitative

Il s’agit pour notre cas de clairement déterminer par avance le polytope M défini en (2.18) ainsi
que le rayon de la boule de matrices A(p). Ensuite, I’analyse consiste a répondre par oui ou par
non a la question : peut-on affirmer que la matrice incertaine décrite en (2.16) est D-stable (pour
une région D définie au préalable) quel que soit {#; A} € © x A(p)? C’est généralement ainsi
que I’on entend le concept d’analyse robuste.

2.3.1.2 Analyse quantitative : borne et rayon de robustesse

Cette fagon de procéder sera plutdt la ndtre. L’on suppose par exemple que le polytope M défini
en (2.18) est parfaitement décrit au travers de ces sommets M/;. L’analyse gquantitative peut
alors consister a tenter d’estimer la plus grande valeur de p, le rayon de la boule de matrices
A(p), pour laquelle la matrice incertaine (2.16) est D-stable. Le conservatisme des conditions
présentées dans ce chapitre est tel que cette valeur ne peut pas toujours étre atteinte. Il faut alors
distinguer deux concepts :

— le rayon de D-stabilité, c’est-a-dire la valeur idéale, non pessimiste, du plus grand rayon pour
lequel la D-stabilité robuste est vraie. Cette valeur n’est pas toujours atteignable a I’aide de
nos conditions (ni méme d’autres d’ailleurs). La notion de rayon de D-stabilité est directe-
ment inspirée de celle de rayon de stabilité [182] ;
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— une borne de D-stabilité robuste ou borne de robustesse, qui est une borne inférieure du rayon
de D-stabilité obtenue grace a une condition conservative de D-stabilité. Il importe bien sr
d’obtenir des conditions non conservatives qui permettent a une borne de robustesse d’égaler
le rayon de D-stabilité.

Remarque 2.4 1l est aussi possible de plutot figer la valeur du rayon p et chercher la taille
du plus grand polytope autorisant la D-stabilité robuste. Ceci est particulierement adapté au
cas ou M est un orthotope de matrices, a I’instar de ce qui est présenté dans [24]. En général,
le raisonnement se fait plutdt directement sur I’incertitude affine structurée. Le cas de la sta-
bilité est notamment traité dans [318] et sa célebre mesure «,,, ou encore grace a la notion
de valeur singuliére structurée (u-analyse) [117, 129] (voir aussi [258, 123] pour une vision
plus abordable de ). Ce rayon de stabilité « structuré » est clairement défini dans [183]. De
nombreuses fagons d’estimer ce rayon sont proposées : [377, 327, 250, 369, 155]. L’extension
a d’autres régions est proposée dans [370, 35, 249, 87, 92, 88, 91, 30]. Ce ne sera toutefois
pas la facon d’aborder le probléme dans ce mémoire ou le polytope sera fixé préalablement.
Les techniques présentées dans le rapport peuvent souvent s’adapter a ce cas de figure par
extension des notions présentées dans [24].

Il faut faire une distinction fondamentale, que connaissent les lecteurs familiers de la p-analyse,

entre deux rayons de D-stabilité robuste :

— le rayon complexe de D-stabilité, que I’on notera rgf], et qui désigne donc la plus grande
valeur de p pour laquelle la D-stabilité robuste de A(6, A) est vraie quels que soient § € ©
et la matrice complexe A € A(r[g}) ;

— le rayon réel de D-stabilité, que I’on notera rgR], et qui désigne donc la plus grande valeur
de p pour laquelle la D-stabilité robuste de A(#, A) est vraie quels que soient § € © et la
matrice réelle A € A(rgR]).

La distinction porte donc sur le fait que le rayon réel suppose une restriction de la boule de
matrices A aux matrices réelles. Cette restriction, quoique naturelle en automatique, est diff-
cile a prendre en compte, de méme que les automaticiens savent qu’il est souvent plus délicat
d’approcher p réelle que 1 complexe. Dans la suite de ce rapport, nous envisageons I’estima-
tion du rayon complexe de D-stabilité, sans intégrer la réalité de la matrice d’état A et de son
incertitude. Pour le calcul d’un rayon réel, si de stabilité robuste seulement il est question, nous
conseillons la lecture des articles [181, 295, 45]. 1l est & noter que I’on peut définir de la méme
maniére rayons complexe et réel de D-stabilité quadratique.

Dans ce qui suit, I’analyse est généralement quantitative et le rayon complexe de D-stabilité
est recherché, approché. Pour les résultats concernant les 9D-régularité, il en est de méme mais

I’on parle alors de rayon complexe (voire réel) de 9D-régularité rg% (resp. r[ag})
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2.3.2 Stabilité robuste

Nous commencons ici par traiter le cas de la stabilité robuste. En d’autres termes, la région
considérée dans ce paragraphe est soit le demi-plan gauche ouvert, soit le disque unitaire ouvert.

2.3.2.1 Bornes de stabilité robuste

Aucun résultat n’est clairement exposeé ici. Il s’agit simplement de citer quelques résultats de la
littérature concernant la stabilité robuste.

La question de la stabilité robuste est venue tres tdt avec la notion de marge de stabilité mais
pour aborder le probléme tel que nous I’avons formulé, il nous parait judicieux de faire remon-
ter les résultats a I’article de Patel et Toda [282]. Les auteurs cherchent a satisfaire I’inégalité
de Lyapunov (1.52) en présence d’une incertitude non structurée (§2.2.2.3) ou affine structurée
(§2.2.2.5). lls obtiennent les premiéres bornes de robustesse en s’appuyant, sans vraiment le
définir, sur le concept de stabilité quadratique (cf. §2.1.2).

Ces bornes sont a I’origine d’un pan de la littérature sur I’analyse robuste quantitative. En
effet, de nombreux auteurs se sont évertués a réduire le pessimisme de ces bornes en affinant
les conditions présentées ou en revoyant I’approche. En premiere ligne parmi ces auteurs, ci-
tons R. K. Yedavalli [368, 372, 225, 371] et notamment son utilisation du produit bialterné
[369] resprise efficacement dans [155], sans oublier d’autres contributions intéressantes telles
que [377, 327]. Citons encore [250] qui formalise bien le lien entre les bornes de type « Patel et
Toda » et la notion de stabilité quadratique [36] en obtenant notamment des bornes non pessi-
mistes en termes de stabilité quadratique. Notons toutefois que pour une incertitude bornée en
norme, le résultat de [295] est le plus abouti et pour tout dire, peut-étre définitif car le rayon réel
de stabilité est atteint.

Il s’avere que la stabilité quadratique n’est pas aussi conservative qu’on pourrait le penser quand
d’incertitude non structurée il est question. C’est le point que nous abordons dans le paragraphe
suivant.

2.3.2.2 Incertitude LFT et rayon complexe de stabilité

Ce paragraphe résume briévement les contributions de [290] et surtout [216, 279, 315]. Si I’on
suppose que D est la région de stabilité (au sens de Schur ou de Hurwitz), alors I’on peut mon-
trer que pour une incertitude LFT (non polytopique) (cf. §2.2.2.1), le concept de stabilité qua-
dratique n’est pas conservatif. En effet, il peut étre prouvé, dans ce cas, que calculer le rayon
complexe de stabilité revient a calculer I’inverse de la norme H,, du modéle de réalisation
(Ao, J, L, Z). Or cette norme peut étre atteinte numériquement grace au lemme de Kalman-
Yakubovich-Popov [212, 3, 356] particularisé au lemme bornée réel, notamment dans leurs



56 Analyse robuste

versions LMI [140, 298, 295]. Ces conditions ne font intervenir qu’une seule matrice de Lyapu-
nov, indépendante de A. Ainsi, I’on déduit que le rayon complexe de stabilité est aussi le rayon
(complexe ou réel) de stabilité quadratique. Ceci reste d’ailleurs vrai lorsque D est tout autre
demi-plan ou disque du plan de Laplace, et ce par translation ou similitude appropriées. Nous y
reviendrons un peu plus loin.

En résumé de ce paragraphe, lorsque D est une une région unitaire, ¢’est-a-dire un disque ou un
demi-plan, stabilité robuste complexe et stabilité quadratique, vis-a-vis d’une incertitude LFT,
sont équivalentes.

Remarque 2.5 A propos du lemme de Kalman-Yakubovich-Popov, il convient de noter que
nombre de résultats de robustesse de ce mémoire font apparaitre des formes de LMI qui en
sont trés proches. Ce lemme est attribué plut6t a Yakubovich et Kalman et son application la
plus connue est le lemme borné réel. Toutefois, une autre application en est le lemme positif réel
dont I’origine remonte plutdt @ Popov, ainsi associé a ce résulat. Enfin, Anderson est également
parfois reconnu comme « co-auteur » de ce lemme [3].

2.3.2.3 Le cas polytopique

Lorsque I’incertitude est simplement polytopique telle que celle décrite en (2.22), une analyse
qualitative est souvent privilégiée.

Une premiére approche consiste a étendre les principes de Barmish [36], c’est-a-dire la no-
tion de stabilité quadratique qui consiste a déterminer une seule matrice de Lyapunov pour
tout le domaine d’incertitude. Cette approche est largement exploitée dans [47] et les théses
[289, 8, 97] peuvent étre consultées. A titre d’illustration de nos propos, nous donnons les
théoremes suivants, inspirés du travail de [36, 47, 289] :

Théoréme 2.3 Soit la matrice A définie comme en (2.22). Elle est quadratiquement stable au
sens de Hurwitz (ou au sens de Schur) si et seulement s’il existe une matrice P = P’ > 0 telle
que

Ay P+ PAy, <0 Vie({l,.,N} (2.24)
ou respectivement
P AP .
{PAOZ. s } <0 Vie{l,., N} (2.25)

L’inégalité (2.24) est celle de Lyapunov (1.52) déclinée pour chaque sommet mais en conser-
vant la méme matrice P. De méme pour I’inégalité (2.25) mais en partant de I’inégalité de Stein
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(1.54) et en appliquant le complément de Schur [65].
Cette approche associant stabilité quadratique, LMI et approche de type « Lyapunov » est trés
populaire tant en analyse qu’en synthése.

Une alternative efficace consiste a envisager la D-stabilité poly-quadratique plutét que sim-
plement quadratique. Cette solution est pertinente lorsque I’incertitude est polytopique. L’on
peut citer nombre de contributions allant dans ce sens mais puisqu’il faut parfois faire un choix,
nous commengons par mentionner la condition suffisante de stabilité poly-quadratique au sens
de Hurwitz présentée dans [158] :

Théoréme 2.4 [158] Soit une matrice incertaine A définie comme en (2.22). Cette matrice
est poly-quadratiquement stable au sens de Hurwitz s’il existe N matrices P; = P/ > 0,
¢ =1,..., N, ainsi que deux matrices F' et F' telles que :

Ay F' + FAy, P+ AyF —F

. : i 0 Vie{l,.,Nb. 2.26
PtbAy —F —pfr <0 VEEAL N (2.26)

Dans cette condition suffisante, il existe une matrice de Lyapunov P; par sommet et ce sont les
matrices F' et F' qui sont constantes sur tout le polytope. A est poly-quadratiquement D-stable
car la matrice de Lyapunov se décline en fait, sur le polytope, en fonction de # de la fagon
suivante :

N
P(0) =) 6;P,, VocO. (2.27)

=1

Le cas de la stahilité au sens de Schur est intéressant comme le montre le théoréme suivant :

Théoréme 2.5 [108] Soit une matrice incertaine A définie comme en (2.22). Cette matrice est
poly-quadratiguement stable au sens de Schur s’il existe N matrices P; = P/ > 0,i=1,..., N,
ainsi qu’une matrice £’ telles que :

—-P, Ay

FA, PP B <0 Vied{l,..,N}. (2.28)

En réalité, le théoreme 2.5 est trés fortement lié au théoreme 2.4 en ce sens qu’ils ne sont tous
deux que des applications du lemme d’élimination des matrices [329, Théoréme 2.3.12] (voir
aussi §2.3.3.3 et annexe C) méme s’ils n’ont pas initialement été présentés ainsi. Comme dans
le cas de la condition (2.26), la condition (2.28) induit une matrice de Lyapunov dépendant des
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parameétres telle que celle donnée par (2.27). Si I’on compare la condition (2.28) a la condi-
tion (2.26), I’on constate que F' n’y apparait plus. La prendre nulle n’est possible que dans
le cas discret. Certes, il en résulte en analyse un accroissement du conservatisme (qui n’est pas
inéluctable comme il sera vu au paragraphe 2.3.3.3) mais la condition (2.28) est directement ex-
ploitable dans sa forme duale en synthése par retour statique, et ce de maniére tres efficace [108].

Il peut étre démontré que les conditions (2.26) et (2.28) sont rigoureusement moins conser-
vatives que la stabilité quadratique (conditions (2.24) et (2.25)). Cette amélioration a d’ailleurs
été estimée d’un point de vue numérique dans [14]. Il existe, dans le cas discret, une condition
encore moins conservative [297] qui consiste a augmenter le nombre de LMI. Malheureuse-
ment, bien que trés efficace pour le disque, elle convient assez mal, pour des raisons purement
numeériques, a des régions sophistiquées (non connexes par exemple).

2.3.2.4 Le cas étonnant des systemes variant dans le temps

Ce paragraphe se situe un peu en marge de notre propos puisqu’il concerne des systéemes discrets
incertains polytopiques variant dans le temps. Néanmoins, il est directement connecté a ce qui
vient d’€étre présenté, plus précisément a la condition (2.28).

Théoréeme 2.6 [98] Soit A, la matrice d’évolution d’un mode€le discret, décrite par (2.22) ou
0 = 6(t) € O est une fonction quelconque du temps ¢. Le modéle est poly-quadratiquement
stable si et seulement s’il existe N matrices P, = P/ > 0,7 = 1,..., N, (ainsi éventuellement
que N matrices Fj, i=1,...,N) telles que

P AP y :
|:PjA0¢ P, } <0 Y5} e{l,..,N} (2.29)

—b; Al F! o )
< g I <0 Y 1,..,N}2 230
{FJ’AOI- Pj_Fj—Fj] tisgh € {l . N} (2.30)

L’intérét de ce résultat, outre d’introduire pour la premiére fois le vocable « poly-quadratique »,
est de montrer que la condition (2.28) s’adapte parfaitement au cas variant dans le temps au
point de fournir une CNS de stabilité poly-quadratique (qui reste néanmoins suffisante pour
la stabilité uniforme asymptotique de tels systémes). Cette condition est vraie quelle que soit
la fonction 0(¢), méme si elle n’est pas analytique, de sorte que certaines classes de systémes
hybrides composés de systémes échantillonnés pouvant commuter d’un modéle & un autre a
chaque temps d’échantillonnage peuvent étre analysées a partir de cet outil. De plus, la condi-
tion duale de (2.30) peut générer une condition suffisante de stabilisation par retour d’état.

De facon générale, le formalisme polytopique peut se préter a certaines techniques d’ana-
lyse de commande LPV (linear parameter-varying c.-a-d. relatives a ces systémes dépendant
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linéairement de paramétres vairant (lentement) dans le temps). L’on peut associer le contexte au
LPV au contexte incertain. Le lecteur trouvera de nombreuses informations et références dans
la thése [95] et une récente évolution dans I’article [99].

2.3.2.5 A propos de I'approche « multimodéles »

Ce paragraphe a valeur de remarque sur la possibilité d’utiliser le formalisme polytopique dans
la description des multimodeles. 1l s’agit 1a d’un domaine en grande partie inconnu de nous et
dans lequel nous ne nous aventurerons pas trop, mais dont le lien avec le propos de ce rap-
port, s’il n’est facilement détaillable, peut au moins étre mentionné. Ce mémoire étant écrit
en francais, il serait en outre dommage de ne pas évoquer certaines connexions avec les tra-
vaux de la communauté francaise. Grossierement, sans équation, les multimodeéles peuvent étre
vus comme un moyen d’approcher le comportement d’un systeme trés complexe (admettant
un modeéle non linéaire par exemple) par un ensemble de modeéles entre lesquels le systéme
évoluerait. Ces modeéles peuvent entre autres correspondre a divers points de fonctionnement, le
systéme passant des uns aux autres selon une loi pas forcément triviale. L’on retrouve un peu la
méme idée que dans le paragraphe précédent, puisque les modeéles de points de fonctionnement
peuvent étres associés aux sommets d’un polytope a I’intérieur duquel le multimodéle varie. I
y a donc une variation temporelle des coordonnées barycentriques. De tels multimodéles inter-
viennent aussi dans un contexte de logique floue [374] puisqu’ils coincident exactement avec
les fameux modeéles de Takagi-Sugeno [340, 335]. A I’instar des études de robustesse, il est
possible de tester la stabilité de multimodeles en prouvant I’existence de fonctions de Lyapunov
quadratiques [342, 343, 344, 49] ou poly-quadratiques [200, 49, 341, 165, 273, 72]. Les condi-
tions de I’article [98] évoquées au paragraphe précédent peuvent tout a fait étre utilisées dans
un tel contexte. La stabilisation des multimodeles est aussi possible grace a de telles approches
mais il ne nous appartient pas de poursuivre plus avant ce cheminement. Force détails peuvent
étre trouvés dans la these [71] qui est le réservoir dans le quel nous avons puisé les présentes
explications. Le lecteur intéressé par cet aspect est donc invité a étudier cette these.

Toujours dans I’idée d’analyser la stabilité de systémes non linéaires assimilables a des modéles
de Takagi-Sugeno, il est possible d’utiliser I’idée de [267, 268] selon laquelle un systéeme dis-
cret est stable si I’on peut assurer qu’il existe une fonction de Lyapunov, quadratique ou non,
faisant systématiquement apparaitre un décrément sur une suite quelconque de p échantillons
consécutifs de I’état (p étant fixé). Si p est égal a 1, la décroissance de la fonction est uniforme
et I’on retrouve les concepts classiques. Le fait de considérer une décroissance moyenne sur
plusieurs périodes permet de réduire le conservatisme des méthodes classiques, au prix parfois
de la complexité numérique (de certaines relaxations LMI par exemple). Cette idée est exploitée
tant en analyse qu’en synthése dans les articles [227, 228, 229] et dans le troisieme chapitre de
la these [226].
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2.3.3 Régions simples

Nous nous éloignons maintenant des régions de stabilité pour considérer des régions un peu
plus sophistiquées.

2.3.3.1 Régions

C’est d’abord avec le secteur que la généralisation des résultats d’analyse robuste débuta. Ins-
pirés par les conditions nominales telles que celle de [105], divers auteurs ont proposé des
bornes de robustesse relatives au secteur [202, 204, 205, 203, 251]. Le lecteur trouvera plu-
sieurs références dans [34, 31]. L’idée reste d’étendre le travail de [282]. Mais les contributions
les plus significatives concernent aussi bien les régions de premier ordre que de second ordre et
les incertitudes non structurées et/ou affines structurées. Citons péle-méle [370, 35, 191, 90, 86,
87, 92, 249, 26, 323]. Quelque peu différente de I’approche de Patel et Toda [282], une autre
approche reposant sur la notion de norme logarithmique [112, 352], par extension des résultats
de [334] relatifs a la stabilité robuste, a permis d’obtenir des bornes alternatives dans le cas
d’une incertitude non structurée [218, 88, 91, 34].

Nous avons choisi de ne pas détailler ces résultats ici car, d’une part, cela aurait nécessité
un développement long et fastidieux qui aurait nui a la lisibilité du rapport, d’autre part, il
nous semble que ces résultats sont un peu dépassés aujourd’hui. En outre, peu d’entre eux se
présentent sous forme LMI. Le lecteur pourra trouver plus ample information sur ces bornes de
robustesse dans deux théses : [84, 13].

2.3.3.2 Régions LMI

Dans ce paragraphe, nous nous contentons d’une incertitude polytopique et d’une analyse qua-
litative.

Théoréme 2.7 [80] Soient une matrice A € €"*" polytopique telle celle définie par (2.22) et
une région LMI D répondant a la définition 1.5. La matrice A est quadratiquement D-stable si
et seulement s’il existe N matrices hermitiennes définies positives P;, ¢ = 1, ..., N, telles que

a®@P+ (B (PA))" <0 Vie{l,., N} (2.31)

Ce résultat étend bien sdr le théoréme 2.3 a toute région LMI. 1l est en outre directement exploi-
table dans sa forme duale pour une stabilisation quadratique par retour d’état. Il existe des exten-
sions au cas des incertitudes bornées en norme [81] qui nécessitent d’introduire une contrainte
de rang sur ( mais sont tres compétitives néanmoins. La formulation LMI se préte au cas de la
D-stabilité poly-quadratique mais nous préférons pour cela la formulation EMI convexe.
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Une analyse quantitative a permis de déterminer des bornes de robustesse par rapport a des
incertitudes non structurées et affines structurées [28, 27]. Nous ne mettons pas ces résultats en
exergue et leur préférons ceux exposés ultérieurement.

2.3.3.3 Régions EMI

Il a été vu au chapitre 1 que la classe des régions EMI convexes se confondait avec celles des
régions LMI et il n’est donc pas surprenant que la condition (2.31) trouve son équivalent en
utilisant une description EMI de D. Cette condition est proposée dans [287] mais nous choisis-
sons de I’ignorer ici pour lui privilégrier une autre analyse qualitative en termes de D-stabilité
poly-quadratique.

Théoréme 2.8 [287, 284] Soient une matrice A € €™ " polytopique telle que celle définie
en (2.22) et une région EMI Dy répondant a la définition 1.6. A est poly-quadratiquement
Dg-stable s’il existe NV matrices P/ = P/ > 0,7 =1, ..., N et une matrice G telles que :

Ro P+ (G[ Ay, —1,])" <0 Vie{l,.,N}. (2.32)

Ce théoreme admet les théoréemes 2.4 et 2.5 comme cas particuliers. Il permet de voir plus
facilement le lien avec le lemme d’élimination des matrices [329, Théoréme 2.3.12] (voir aussi
annexe C) et de voir que le théoreme 2.4 a un équivalent en discret. Le théoréeme 2.5 est un cas
particulier de cet équivalent pour lequel

o, ©

=[]« oe|

} . (2.33)

La Dy-stabilité quadratique est une condition suffisante d’existence d’une solution a (2.32) [287].

L’on peut aussi réaliser une analyse quantitative si I’on considére que I’incertitude est poly-
topique LFT. Pour cela, I’on peut s’inspirer des travaux de [55, 59] pour déterminer une borne
inférieure de rg ou de I’article [24] si I’analyse quantitative porte sur la taille du polytope.
Toutefois, nous préférons ne pas exposer cette analyse ici. Nous précisons cependant que la
recherche d’une borne minorante de rﬁl sera considérée comme un cas particulier dans le pa-

ragraphe 2.3.4.3.

De méme que la condition proposée dans I’article [297] permet d’améliorer les tests de sta-
bilité poly-quadratique au sens de Schur, aux prix d’une augmentation du nombre de LMI et
donc du temps de calcul, suivant le méme principe, I’on peut améliorer le théoreme 2.8 [236].
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Remarque 2.6 1l est important d’insister ici sur I’intérét du multiplieur G introduit en (1.60).
C’est lui qui, restant constant plutdt que P, permet d’obtenir une matrice de Lyapunov polyto-
pique. Ceci justifie I’utilisation de la formulation EMI.

2.3.4 Régions composées

2.3.4.1 Régions U}

Nous ne souhaitons pas développer ce point non plus. Il n’est pas exagéré de dire que ce n’est
pas cette formulation de régions qui conduit aux meilleurs bornes. Le cas des incertitudes non
structurées et affines structurées est étudié dans [32], comme une généralisation des résulats de
[282, 370, 35, 92] mais nous lui préférons, pour raison de conservatisme, les résultats exposés
au paragraphe 2.3.4.3. Pour une union de n disques disjoints et une incertitude non structuée,
voir I"article [12].

2.3.4.2 Régions GLMI

La encore, nous ne présentons pas de résultat précis. Nous citons cependant quelques documents
qui proposent des bornes de D-stabilité robuste relatives a des incertitudes non structurées et
structurées [29, 30]. Par ailleurs, nous conseillons au lecteur de consulter [79] pour son étude
de I’incertitude polytopique, des régions GLMI, et pour I’ensemble des concepts qui y sont
présentés. Néanmoins, le paragraphe suivant propose, a notre sens, des résultats plus consistants
avec le reste du rapport.

2.3.4.3 Régions E2MI

Les théorémes suivants figurent parmi les résultats essentiels présentés dans ce chapitre. lls font
suite aux travaux de [18] mais sont essentiellement tirés de [55, 59, 58] avec de petits emprunts
a [304].

Théoréeme 2.9 (« lemme borné réel étendu ») Soient la matrice incertaine A de type polyto-
pique LFT décrite en (2.16) ainsi qu’une région E2MI Dy répondant a la définition 1.9. La
matrice A est quadratiquement Dy -stable vis-a-vis de A(p) et © s’il existe un ensemble P de
k matrices complexes P, = P, > 0,k = 1,....k, tellesque, Vi € {1,..., N},

k
Iin 0 o 1’ I;® L In 0 0
_ | la®Ay, Ia®J; O ZRk@Pk 0 0 Is® Ao, 1a®J; O
Qu(M;,P,v) = 0 T 0 k=1 0 I 0 <0
0 o1 0 —Lag la® Z; 0 o1
dr [d (02 Li | 0 Id ® Z7, 7"/1417“ @

(2.34)
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avec y = p—2.

Il suffit de lire [55] pour trouver tous les arguments nécessaires a la démonstration de ce
théoreme.

Il faut d’abord noter que (2.34) est une LMI en P, et v et qu’elle peut donc étre résolue tout
en minimisant -y. Ceci revient a faire une analyse quantitative sur la taille de A(p) plutdt que
qualitative. L’on note p*, la valeur maximale de p obtenue grace a cette condition.

La condition (2.34) est seulement suffisante. Dans le cas ou N = 1 (incertitude LFT simple)
et d = 1 (en pratique, Dy est alors une union de régions EMI d’ordre 1), la condition de-
vient aussi nécessaire pour la Dy -stabilité quadratique (il s’agit d’une application de la S-
procédure [148, 366, 134, 65, 198] avec un seul bloc alors que le cas d # 1 implique plusieurs
blocs).

Dans le cas o0 N = 1 et k& = 1 (une seule sous-région EMI), ce résultat est équivalent a
celui de [81] concernant les régions LMI avec contrainte de rang sur (.

Danslecasol N = 1,d = 1 etk = 1, Dy se réduit a un disque ou a un demi-plan. Le théoréme
2.9 peut alors étre vu comme une formulation unique des versions LMI continue et discréte
du lemme borné réel adaptée a n’importe quel disque ou demi-plan. Dés lors, conformément
au paragraphe 2.3.2.2, le calcul de p* est équivalent a un calcul de norme H,, qui prouve que
Pt = ng. La borne n’est donc pas conservative dans un ensemble de matrices complexes. C’est
parce que cette approche est compatible avec les résultats puissants concernant la connexion

entre stabilité robuste et analyse H., que nous la privilégions.

Nous avons vu au paragraphe 2.1.3 que la D-stabilité quadratique était plus conservative que la
D-stabilité poly-quadratique. Aussi est-il pertinent de faire dépendre les matrices P, de 6 € ©.

Théoréme 2.10 Soient la matrice incertaine A de type polytopique LFT décrite en (2.16) ainsi
qu’une région E2MI Dy; répondant a la définition 1.9. La matrice A est poly-quadratiquement
Dy-stable vis-a-vis de A(p) et © s’il existe N ensemble P; de k matrices complexes P, =
P.>0,k=1,., k,i=1,..., N, ainsi qu’une matrice complexe Gy, telles que

E !/
i ) > R,@P,| 0 %
Gu(M,, [P, ) = | =7 N
O _qu [d ® Zz/
LQL |0 [ ®Z | —ly

~ H
(Gul 1@ Ao | ~Lan | i@ 7| 0])" <0, Vie{l,..N} (2.35)

avec y = p~2.
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Une fois encore, la justification de ce théoreme peut étre établie par la lecture de [55, 59]. Il
s’agit de I’application du lemme d’élimination des matrices [329, Théoréme 2.3.12] a la condi-
tion (2.34) mais en faisant intervenir une matrice P, par sommet. Les matrices de Lyapunov
P, sont alors données par

N
P(0) =) 0:P,, Vke{l, ..k} (2.36)
=1

La condition (2.35) est une LMI qui permet de minimiser  lors de la recherche d’une solution
de sorte que la valeur maximale de p obtenue, notée p°, est une borne de Dy -stabilité poly-
quadratique.

Il peut &tre montré que (2.35) est une condition nécessaire de (2.34) et il vient [55] :

<P (237)

Cependant, (2.34) n’étant qu’une condition suffisante de D;;-stabilité quadratique, il n’est pas
pour autant prouvé que (2.35) est une condition nécessaire de stabilité quadratique, sauf dans le
casou d = 1. Pour d > 1, la question reste ouverte. Dans le cas d’une incertitude simplement
polytopique, la D, -stabilité quadratique est suffisante pour que la condition (2.35) soit vérifiée
(d’apres [25]).

Remarque 2.7 1l est montré dans [59, 55] que la matrice Gy € € 4“2 +at7)xdn peyt admettre
la structure

oy = { %U 1 , avec Gy € g2, (2.38)

sans perte de conservatisme. Dans ce cas, le multiplieur simplifié G, correspond a celui utilisé
dans la condition nominale (1.60).

Remarque 2.8 Gy ou Gy, en restant constantes quel que soit & € ©, permettent de développer
des raisonnements qui prouvent la Dy-stabilité poly-quadratique. Ces matrices sont créées par
[329, Théoréme 2.3.12] (voir aussi annexe C) et justifient I’utilisation de la formulation E2MI.

2.3.4.4 Régions CMI

Nous nous intéressons maintenant a des régions non PMI. Nous considérons d’abord le cas des
régions CMI.
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Théoréeme 2.11 Soient la matrice A incertaine de type LFT définie en (2.14), une région CMI
D répondant & la définition 1.12, ainsi que sa frontiére 0D. La matrice A est quadratiquement
OD-réguliére vis-a-vis de A(p) s’il existe un ensemble { P} de k matrices complexes P, = P
(non nécessairement définies positives), k = 1, ..., k, telles que

Fy(M,{P},v) =

/ /
L 0 0 ReP | 0| L L 0 0
Ao T 0 0 A T 0 o ke (1, k) (239)
0 I, 0 0 |-I,| Z 0 I 0 ’ '
0 0 I L0 | Z |l 0 0 I

avec y = p2.

Par ailleurs, la matrice A possede n,, valeurs propres dans chaque sous-région Dy, et ny_
valeurs propres en dehors de Dy, si et seulement si toute solution de de (2.39) vérifie In(Py) =

[ nk+, Nng_, 0 ]

Pour une incertitude simplement bornée en norme (Z = 0), I’on retrouve, le résultat de [17]. La
0D,.-régularité et les inerties des matrices P, permettent d’analyser la D-stabilité. Le conser-
vatisme de la condition émane de I’intersection possible de D avec des courbes 0D;,, conserva-
tisme déja généré par la condition nominale (cf. théoréme 1.12).

Lorsque £ = 1 (une seule région), le théoréme 2.11 se révéle étre une formulation LMI du
lemme de Kalman-Yakubovich-Popov (voir [356] pour une vision assez étendue du lemme,
[298] pour une formulation LMI actuelle élégante et [365, 212, 292, 293, 3] pour les travaux
d’origine) adapté a tout cercle et toute droite (c’est-a-dire entre autres dans ses versions conti-
nue et discréte). Ceci signifie que la borne calculée par minimisation de ~, que I’on peut noter

p*, n’est pas conservative et p* = rg%. En effet, son calcul revient au calcul de I’inverse de la

norme L., du modele (Ao, J, L, Z), dont ont peut montrer qu’il n’est autre que 7"[6%. L’on parle
de norme L., plutdt que de norme H., puisque les matrices de Lyapunov ne sont pas forcément
définies positives. En outre, si k # 1 et si D se compose de sous-régions disjointes, c’est-a-dire,

si NF_,0D; = 0, alors la borne p* reste égale & ro.

Nous pourrions étendre ce théoreme a la 9D-régularité poly-quadratique mais nous préférons
reporter cette étude au cas plus général des régions ECMI.

2.3.4.5 Régions ECMI

Nous étendons le résultat du paragraphe précédent de la fagon suivante :
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Théoréme 2.12 («lemme de Kalman-Yakubovich-Popov étendu ») Soient la matrice A incer-
taine de type LFT définie en (2.14), une région ECMI D répondant a la définition 1.13, ainsi
que sa frontiére 9D. La matrice A est 9D-réguliére de maniére robuste vis-a-vis de A(p) si
et seulement il existe un ensemble P de k matrices complexes P, = P, (pas nécessairement
définies positives), & = 1, ..., k, ainsi que k ensembles de matrices Q;,; = Q. > 0 telles que,
Vk € {1,...,k},

WU(Ma Pa {Qk,l}v 7) =

!/ [k

I, 0 O L I, 0 O
Ar T 0 Ry ® Pr + Z DL ®@Qry| 0 0 Ac T 0
0 =1 0 <0, (2.40)
0 Iq 0 O _Iq Z/ 0 Iq 0
avecy = p—2.

Le théoreme 2.12 correspond au résultat de [21], inspiré du lemme de Kalman-Yakubovich-
Popov a fréquence finie, lui-méme déduit de la S-procédure généralisée [198]. Lorsque [, =
1Vk, le résultat de [197] est recouvré.

Les différences avec le théoreme 2.11 sont les suivantes : aucune considération sur les iner-
ties des matrices P, n’est retenue. La borne associée, obtenue par minimisation de ~y et notée p*
est non conservative et atteint donc pg%. L’on ne parle donc plus de 0D-régularité quadratique
mais de 0D-régularité robuste. En effet, le méme raisonnement que celui tenu sur le lien entre le
rayon de 0D-régularité et la norme L, reste valable. Ainsi, si 9D est un segment de I’axe ima-
ginaire, le calcul équivalent de la norme L, est restreint & « une gamme de fréquences » cor-

respondant au segment choisi.

Nous étendons maintenant cette analyse au cas de la 9D-régularité poly-quadratique.

Théoréme 2.13 Soient la matrice A incertaine définie en (2.16), une région ECMI D répondant
a la définition 1.13, ainsi que sa frontiére 0D. La matrice A est poly-quadratiquement 0D-
réguliére vis-a-vis de A(p) et © s’il existe Nk matrices complexes Py, = Py, (pas nécessairement
définies positives), k = 1, ..., k,i = 1, ..., N, de méme que Nk ensembles de matrices complexes
Qri, = Qpy, >0,k =1,k 1 =1,..1,i=1,.., N ainsi que k matrices Gy, k = 1, ..., k,
telles que, V{k;i} € {1,....k} x {1,..., N},

Uk
L
_ R ® P, + Y k1 ®Qry, | O o =
Wu (Mi, {Pr; },{Qk,1,},Gr,7v) = =1 + (G| A, —In Ji 0])" <0,
0 I, | 7
L [0 Zi | I

avec y = p2.
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Démonstration simplifiée : une seconde fois n’est toujours pas coutume, nous Proposons ici
les (trés) grandes lignes de la démonstration de ce théoréme qui éclairera peut-étre le lecteur sur
les arguments utilisés pour prouver les différentes propositions de ce chapitre.

Lorsque 6 décrit ©, les 6; restent positifs et I’on peut construire les combinaisons convexes
suivantes :

N
W (M(6), {Pe(6)}, {Qr(0)}, Gi,7) = D> 0:Wir(Mi, { P} {Qr,} Grv) < 0V € {1,..., k},
=1
(2.42)

avec

N
P(0) = ) 6B,
=1 —
Vke{1,.., k}

N
Qri(0) = Z@'Qk,li VlG{l,...,l_k}.
=1

A ce stade, I’on peut raisonner pour toute instance de % et de 6. L’ utilisation du lemme d’élimination
des matrices [329, Théoréme 2.3.12] conduit a

/

Iin 0 0
Ii@Ag(0) I,2J(0) 0 "
0 Iy, O
0 0 Iy
Ik
L0 Iin 0 0
Reo B0+ Y oo Que)| 0| SO Ao(0) L,21(0) 0
=1 <0
0 "Iy, | IdeZ'(6) 0 lagg O
Id@L(0) [0 LRZLZO) | —la 0 0 Lar

Par application du lemme de Schur [65] et mise a I’échelle appropriée des matrices Py, et Q.
il vient

I o0 L I 0
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L'(OL(®)  L'(0)Z(0)
Z/(0)L(0) Z/(0)Z(0) —~I | = (2.43)

A partir d’ici, nous court-circuitons certaines étapes de la démonstration, qui, pour I’essentiel,
s’inspirent de [21], article lui-mé&me inspiré de [198].
Soit I’ensemble de matrices Sy.(¢) défini par :
Iy
Si(0) ={S(0) =F'(0) | Rx @ Xi(0) — Z Dr1 @ Qra(0) | F(O) -
=1

X5(0) = Xi(0), Qra(0) = Qy(0) > 0VL €, {1, ... i} },

ou [F(0) est défini par

“0={ o st |

Il est montré dans [21] (passage non trivial) que Si () est « sans perte », selon la définition de
[198]. Compte tenu de (2.43), il existe un élément Sy (0) € Sk(0) tel que ¥(0) < Si(0) avec

L'(O)L(0)  L'(6)Z(0)

T(0) = [Z/(H)IL,(G) 20)2(0) -1 | <"

Puisque Si(0) est sans perte, la S-procédure généralisée [198] s’applique et

C'U(0)C < 0V¢ € Gr(),

ou I’ensemble Gy (0) est défini par

Gi(0) = {¢ € €™M #0, ¢'Sk(0)¢ < 0,VSk(0) € Sk(0)}.

Or, si I’on définit
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d’apres [21, Lemme2], Gi(0) peut se redéfinir (ce passage est largement éludé et n’est pas
trivial)

Gi(0) = {g = { fyc } €T |y £0,(3s € ATy | sz = AO(Q)x+J(0)y)}.

Il vient donc

{x}/xp(e){ﬂ <0 v[g]egk(e),

Y

ce qui se récrit

6= 07300 ) g 10750 ] L vy,

& |[LO)(sI — Ag(0)'I(0) + Z()||a < /Yy =p ' Vs €l
& {sup 3(G(s,0))} 7" > p,

s€dly

avec

G(s,0) = L(0)(sI — Ag(6))71T(0) + Z(6).

De simples arguments sur les valeurs singuliéres permettent de retrouver I’expression de la
valeur singuliére structurée [117] puisque

5-(@'(87 0)) = He (G<Sv Q)),

donc on obtient

{ sup pc(G(s,0)} ' <p™

s€IT,
-1
& pe(G(s.0) = | inf {7(A)|det(l ~G(s,0)A) =0} | <p" Vs € L.

AeA(p

< inf {g(A)|det(I —G(s,0)A) =0} Vs € OT'y.
AeA(p)

Or,
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det(I — G(s,0)A) =
& det(I —L(O)(sI — Ag(0)) ' J(O)A — Z(0)A) = 0
& det(I —L(0)(sI — Ag(0)) ' T(O)A(I — Z(0)A) ) det(I — Z(H)A) = 0.

Si I’incertitude LFT est bien posée, la matrice (I — Z(0)A) est inversible (donc de déterminant
non nul) et I’égalité précédente est équivalente a

det(I — L(8)(sI — Ao(6)) " T(8)A(9))
& det(I — (sI — Ao(6) " J(0)A <6>L<9>>:o
& det(I — (sI — Ao(0)) ™YY det(sI — Ag(6) — J(O)A(O)L(6)) = 0.

Le premier bloc de (2.43) assure la OT';.-régularité de A, () de par le théoréme 1.13 donc Ay n’a
pas de pdle sur OT'y, et le premier facteur du produit ci-avant est non nul. Ceci revient a écrire

det(sI — A(0,A)) =0

En résumé, I’on a

qu:rk = inf inf {g(A)|det(s] — A(0,A)) =0} >p

s€dl'y AeA(p)

et bien sir

rgp = min_ {Tgrk} > p. O

Démonstration alternative : le tout début de cette preuve est le méme que celui de la précédente,
jusqu’a I’inégalité (2.42). L’on raisonne alors pour chaque instance de k et de 6. Si I’on applique
I’opération de congruence suivante,

I 0 1 0
A(0) 0| Ag(f) 0
0 0

une récriture possible de I’inégalité est
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W(A0, A), {Pi} {Qra}) — L'(O)A(O)AL(0) L/(0)( + A'(9)Z'(9))

(I + Z()A(6))L(0) AT <0

ou la fonction W(., ., .) est définie en (1.67). En appliquant le lemme de Schur [65], il vient

W(A(0, A), { P}, {Qra}) <L/ (0)A(O)AO)L()—p’ L/ (0)(I+A"(0)2(0)) (I+Z(0) A(6))L(6)

& W(A®B, A) { P} {Qki}) <L'(O)(A'(0)A(0) — p*(1 + A'()Z'(9)) (1 + Z(H)A(G)))(%fij

Le membre de gauche de cette inégalité est défini négatif si et seulement si celui de droite est
semi-défini négatif c.-a-d.

A(O)AG) < p*(I+ A(O)Z (0))(I + Z(0)A(H)).

En prenant en compte que I’incertitude LFT est bien posée, et en considérant I’égalité (2.15),
I’on déduit que

A9) = A1 - Z(O)A) ™ = (I — AZ9))'A = A+ Z(0)A(9)),

et I’on obtient

(I + N (O)Z'(0) N AT + Z(O)A(0)) < p*(1 + A (O)Z (0))(I + Z(0)A(6)).

qui est toujours vérifiée des lors que A € A(p). Ainsi le membre de gauche de I’inégalité
(2.44) est défini négatif donc, d’apreés le théoréeme 1.13, A(0, A) est OI',-réguliére Yk donc
OD-réguliére. m

La seconde démonstration, méme complete, semble plus facile. Aussi, pourquoi ne pas retenir
uniquement celle-ci ? Certes, elle est tout aussi valable que la premiére mais elle cache une
information importante. En effet, le raisonnement suivi dans la premiére est réversible jusqu’a
(2.42) ce qui montre que le conservatisme n’est d0 qu’a la structure polytopique. En revanche,
I’opération de congruence appliquée dans la seconde démonstration n’est pas réversible et cache
donc la puissance du résultat. C’est d’ailleurs sur un raisonnement tel que celui de la premiére
preuve qu’il faut s’appuyer pour démontrer la nécessité de la condition du théoréme 2.12. C’est
la tout I’intérét de la S-procédure généralisée [198].
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Bien entendu, il est possible de résoudre (2.41) tout en maximisant p pour obtenir une borne
optimale p° < ryp[C].

Remarque 2.9 Dans ce chapitre, il est souvent fait mention de la S-procedure [148, 366, 134,
65, 198, 197], généralisée ou non, du lemme de Kalman-Yakubovich-Popov [298], du lemme
borné reel [140], comme le souligne la remarque 2.5. Ce sont effectivement des outils qui sont
liés les uns aux autres (voir I’article [166] pour une vision historique impressionnante de ces
diverses connexions) et qui sont particulierement utiles pour I’analyse en D-stabilité robuste.
Encore tres récemment, I’article [172] relie le lemme KYP au cloisonnement du spectre d’une
matrice dans une région LMI, reprenant entre autres, sans le savoir, bon nombre de concepts
développés dans nos travaux et exposés ici. Par ailleurs, I’annexe C expose un théoréme ori-
ginal qui relie la S-procédure de bloc plein au lemme d’élimination des matrices [65, 329] en
intégrant implicitement un contexte de D-stabilité. A ce titre, un tel théoréme se révéle trés utile
pour démontrer de fagon alternative de nombreux résultats (si ce n’est tous) de ce chapitre.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, de nombreuses conditions suffisantes de D-stabilité ou de 0D-régularité ro-
buste d’une matrice incertaine ont été présentées. Les plus notables sont celles concernant I’in-
certitude polytopique LFT. Lorsque D est une région E2MI, I"outil proposé est une extension
du lemme borné réel. Lorsque D est une région ECMI, I’outil proposé est une extension de
lemme de Kalman-Yakubovich-Popov. Ceci est une garantie de non conservatisme pour des
régions unitaires. Ainsi, une connexion est établie entre la robustesse de la localisation des va-
leurs propres d’une matrice et le calcul des normes H ., ou L.

Les perspectives sont la encore nombreuses. Il serait bien sdr tentant (si ce n’est utile) de
développer un outil d’analyse robuste dans le cas de la formulation, plus générale, des régions
PMI. Mais nous retiendrons plut6t les pistes suivantes :

— exploiter les techniques proposées dans [181] et [295] pour s’approcher des rayons réels de
D-stabilité et de 9D-régularité, la matrice dynamique et son incertitude étant réelles ;

— profiter des progrés numeériques a venir pour associer les résultats de ce chapitre tels que les
théoremes 2.10 et 2.13 avec les conditions de [236] ;

— atitre théorique, savoir si la condition (2.35) est nécessaire pour la Dy, -stabilité quadratique ;

— savoir s’il existe une condition analogue a (2.34) pour assurer la 9D-régularité quadratique de
A(0, A) lorsque D est une région CMI ou ECMI, c’est-a-dire savoir si I’on peut efficacement
calculer une borne de 9D-régularité quadratique p* méme en présence d’un polytope ;

— prendre la mesure de nos récentes lectures [77, 78, 76] qui semblent montrer qu’il est possible
d’obtenir des relaxations LMI de certaines CNS de stabilité robuste des systemes polyto-
piques, apprécier la pertinence de telles approches notamment quant a leurs codt et efficacité
numeérique ;
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— enfin, la recherche de bornes toujours moins conservatives étant étroitement liée a la re-
cherche de matrices de Lyapunov dépendant de parameétres, I’idée de considérer des matrices
dépendant de facon LFT des paramétres s’est largement répandue ces derniéres années. A
ce titre, la thése [113] ou I’article [114] proposent une piste des plus intéressantes que nous
souhaitons exploiter dans le cadre de la Dy, -stabilité robuste.

Il est a noter que les difficultés techniques associées aux deux derniéres perspectives nous ont
paru semblables et il n’est pas impossible qu’elles ne constituent qu’un seul et méme probléme.



74

Analyse robuste




Deuxieme partie

PLACEMENT D'UN SPECTRE

75






CHAPITRE 3

PLACEMENT NOMINAL

Apreés un petit préambule sur le placement de p6les, ce chapitre expose quelques résultats
se limitant soit au contexte LMI soit aux approches basées sur la notion de structure
propre. Une classification des types de placement de podles en trois catégories est ainsi
obtenue :
— placement non strict (c.-a-d. dans une région) ;

— placement strict (c.-a-d. a des affixes précises) ;

— placement pseudo-strict (c.-a-d. dans des zones de tolérances).
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3.1 A propos du placement de pdles

Puisqu’il est question de D-stabilité dans ce rapport, et que les aspects de commande sont ici
abordés, I’on doit s’interroger sur les moyens de rendre un systéeme D-stable, c’est-a-dire, en
termes matriciels, de faire en sorte que la matrice d’état A du systtme commandé soit D-stable.
De toute évidence, la D-stabilisation consiste alors a déplacer les p6les du systeme pour les
faire entrer (s’ils n’y sont déja) dans une région D, choisie préalablement et correspondant aux
spécifications des performances souhaitées. L’on parle de placement de pdles.

3.1.1 Les différents types de placement

Il existe différentes fagons d’envisager ce probléme parmi lesquelles nous ne considérons que
les trois suivantes :

— Placement non strict : il s’agit du probléme réduit a sa plus simple expression a savoir trouver
une loi de commande telle que la matrice dynamique en boucle fermée A vérifie A\(A) C D.
En d’autres termes, 1’on ne se préoccupe pas de la valeur précise des poles placés deés lors
que I’on assure la D-stabilité de A.

— Placement strict : ce placement correspond a la définition mathématique « originelle » du
placement de pdles. Il consiste & choisir au préalable une valeur précise de spectre {\;}
désiré pour A et dont les points associés sont contenus dans D, puis a calculer une loi de
commande telle que A(A) = {\4}.

— Placement pseudo-strict : il s’agit d’une approche intermédiaire entre les deux approches
précédemment citées. L’idée consiste a choisir une région de tolérance nominale Z C D
et a faire le choix d’un vecteur de parametres qui induit un spectre {\;} C Z. L’on calcule
ensuite une loi de commande a I’instar de ce qui se pratique pour un placement strict. Lorsque
le vecteur de parametres varie, A reste Z-stable donc D-stable. Cette solution consiste en fait
a conserver des degrés de liberté sur le placement nominal et a distinguer région de placement
nominal Z et région de placement robuste D, mais cette derniere distinction sera davantage
I’objet du chapitre suivant.

3.1.2 Les différents types de loi de commande

Pour plus de clarté dans la suite de I’exposé, nous présentons ici les lois de commande envi-
sagées. Soit le systeme LTI décrit dans I’espace d’état par
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l‘(t) = Abol‘(t) + Bu(t) ou Thy1 = Abowk + Buk (3 1)
y(t) = Cult) + ye = Cuxp + Duy '

selon qu’il est continu ou discret. Le vecteur x € IR™ désigne I’état du systeme, v € IR™
désigne le signal de commande et y € IRP? désigne le vecteur de sortie. Il s’agit donc d’un
modeéle d’ordre n a m entrées et p sorties. Les deux lois de commande considérées sont :

— le retour statique d’état décrit par u = Kz, ou K € IR™*", générant la matrice dynamique
en boucle fermée A = A, + BK ;

— le retour statique de sortie décrit par u = F'y,ou F' € IR™*?, générant la matrice dynamique
en boucle fermée A = A,, + BE'C avec

F=F(I,-DF)™ =(I,,— FD)"\F & F = F(I, + DF)™' = (I,, + FD)"'F. (3.2)

L’on retrouve ainsi une relation de type LFT entre F et F'.

Les problémes de placement de pdles n’ont pas forcément de solution. En particulier, ceci peut
dépendre de la commandabilité et de I’observabilité du systéme.

En plus de ces deux lois de commande, I’on peut ajouter le retour dynamique de sortie. Ce-
pendant, puisque ce dernier se raméne a un retour statique de sortie sur un systeme augmenté
[184], il ne génére pas, en lui-méme, de probléme théorique spécifique.

Les trois types de placement brievement présentés au paragraphe 3.1.1 correspondent aux trois
parties suivantes. Plusieurs techniques de placement de péles sont exposées en fonction de la

loi de commande concernée et de la région D choisie. Nous nous référons bien sar largement a
la littérature sur le sujet.

3.2 Placement non strict

Pour résoudre le probléme non strict, I’approche LMI est résolument celle qui nous semble
devoir étre privilégiée.

3.2.1 Retour statique d’état

3.2.1.1 Idée de départ

Nous exposons ici brievement I’idée de départ qui permet la synthése de loi de commande D-
stabilisante par retour d’état. Elle est due a [47]. Si I’on prend I’exemple simple de la stabilité au
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sens de Hurwitz, A est stable si et seulement s’il existe une matrice symétrique définie positive
P telle que (1.53). Puisque A est réelle, I’on peut raisonner par rapport a la forme duale qui,
dans le cas présent, devient

((Ap + BK)P)" < 0. (3.3)

L’inégalité (3.3) n’est pas une LMI en raison du produit K P. Cependant, I’idée de [47] est de
considérer ce produit K P comme une variable a part entiere S = K P a I’instar de ce qui se
fait sur les équations de Riccati en commande optimale. Ce changement de variable génial est
réversible puisque P étant définie positive, elle est aussi inversible. 1l a des répercutions énormes
dans la littérature actuelle sur la robustesse, particuliérement dans le cadre LMI comme souligné
dans [65], puisque, par exemple, (3.3) devient une LMl en Pet S':

(Ap P + BS)? < 0. (3.4)

Une fois la LMI résolue, il suffit de déduire K = SP~!. C’est cette idée qui est exploitée dans
une kyrielle d’articles sur la synthese par approche Riccati ou LMI mais aussi dans la suite de
cette partie.

3.2.1.2 D-stabilisation dans une région LMI

Il faut bien noter que la linéarité en A est exigée pour appliquer la technique présentée ci-avant.
De ce fait, les régions LMI sont privilégiées.

Théoréme 3.1 [80] Soient la paire de matrice (A, B) et la région LMI D répondant a la
définition 1.5. La paire (A,,, B) est D-stabilisable par retour statique d’état si et seulement s’il
existe une matrice symétrique définie positive P et une matrice S vérifiant I’inégalité matricielle

a® P+ (B® (AP + BS)" <. (3.5)

Une matrice de retour d’état est alors donnée par

K =8P, (3.6)
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3.2.1.3 D-stabilisation dans une région EMI

Il existe un résultat équivalent se référant au formalisme EMI [287] ou la linéarité en A est
recouvrée par complément de Schur. Toutefois, il n’apporte a priori rien de fondamentalement
intéressant en synthése par rapport au résultat de [80]. En revanche, le cas spécifique du disque
permet de proposer une alternative largement due a [108].

Théoréme 3.2 Soient la paire de matrice (A, B) et D, le disque ouvert de centre (¢; 0) et de
rayon r répondant a la définition 1.6 avec

R:{Cz_r2 _01. (3.7)

La paire (Ay,, B) est D-stabilisable par retour statique d’état si et seulement s’il existe une
matrice symétrique définie positive P, une matrice GG et une matrice S vérifiant I’inégalité
matricielle

(2 —r*)P —cP + ApG + BS
—ePraA+SB P-G-a | <Y (38)
La matrice de retour d’état est alors donnée par
K =5G". (3.9)

L’on note que I’inversibilité de G est assurée par la condition (3.8). L’ idée fondamentale de
[108] est de calculer K grace au multiplieur G et non gréce a P. Cette idée cruciale présente
un avantage en commande robuste comme il sera vu au chapitre suivant, mais aussi pour le
probléme du retour statique de sortie (voir plus loin).

L’on pourrait étre tenté d’appliquer le méme raisonnement pour n’importe quelle région EMI
en utilisant la condition (1.60) mais ceci est impossible car dans (1.60), le multiplieur G n’est
pas carreé.

3.2.1.4 Régions composeées

Il'y a une difficulté majeure a appliquer un changement de variable du type S = K P dans le cas
des régions PMI composées ou ECMI. En effet, il existe alors plusieurs matrices de Lyapunov
P, (autant que de régions) et il faudrait envisager plusieurs changements de variables associés
Sy = K P,. Mais il faudrait aussi pouvoir assurer I’égalité
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K =S,P;' Vke{l,..k}, (3.10)

ce qui rend le probléeme profondément non convexe.

Puisque cette piste conduit a une impasse, I’on peut s’interroger sur I’utilisation des multiplieurs
et de changements de variables tels que (3.9). Toutefois, si I’on prend le cas des régions E2MI,
I’on peut constater que la condition (1.64) fait apparaitre un multiplieur GG;; rectangulaire ren-
dant ce changement de variable inutilisable. De méme, pour des régions ECMI, si I’on étudie
la possibilité d’introduire des multiplieurs de la méme maniére que dans la condition (2.41),
I’on est confronté au double obstacle : d’une part, il existe un multiplieur G, par sous-région,
d’autre part, il n’est pas carré.

Néanmoins, il peut exister des cas qui autorisent la synthese par résolution d’une LMI. Ainsi,
par exemple, lorsque la région E2MI est une union de disques ouverts, tous contenus dans € ~,
il est possible de contraindre GG;; de sorte que sa partie non nulle se résume a une matrice carrée
Gy et de calculer K = SG'. De méme, dans le cas de cette méme région mais formulée
comme une région CMI, il est la aussi possible de réduire les multiplieurs GG, a une sous ma-
trice carrée et de déduire K a condition de poser GG, = G Vk. Or cette derniére hypothése rend
la condition a priori conservative et nous n’avons pas exploré les incidences de ce conserva-
tisme.

Devant les restrictions et impossibilités des approches évoquées ci-dessus, nous préférons en
privilégier une troisieme qui nous parait plus appropriée a la synthése nominale par retour
d’état. Elle consiste a placer progressivement les poles, sous-région apres sous-région. Plus
précisément, il s’agit de placer une partie du spectre dans une sous-région Dy, tout en laissant le
reste du spectre inchangé. Cette approche est due a [253]. Elle est brievement résumée ci-apres.

Soient une paire de matrices (Ay, B) et V}, la matrice modale de A, telle que

_ A, O
vﬁmn:m:[glm]. (3.11)

Ay, € CP=*Pr contient les pdles devant étre déplacés dans une région Dy. Soient également les
matrices X, By et Ay définies par

Xe=[1L, 0]Vy', Bi=[1L, 0]V,'B=X,B, A, =X AX . (312

L’on considére la matrice de retour d’état

Ky = K X5 (3.13)
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Tout repose sur le théoréme suivant :

Théoreme 3.3 [253] Soient une paire de matrice (A, B) et une région EMI Dy, répondant
a la définition 1.6. Il existe une matrice de retour d’état K placant p, valeurs propres de
Ay, + BK,, dans la région Dpg, et ne déplacant pas les autres si et seulement s’il existe une
matrice hermitienne définie positive P, et une matrice S, telles que

Ry ® P+ (Ryy, @ (AP + BiSO)! Z4 © (AP + BiSy)

. A A <0 3.14
2 ® (AkPk + BkSk) —1;® P, ( )

ol Z; est déduit de la factorisation de Choleski R;,, = Z,Z, et o0 A, et Bj, sont fournies
par (3.12). Une solution est alors donnée par (3.13) avec (3.12) et

Ky, = Sy Pt (3.15)

Remarque 3.1 Dans le travail de [253], c’est la formulation EMI qui est choisie pour limiter
la taille des matrices mais le méme raisonnement peut étre adapté a une formulation LMI.

Il s’agit ici de placer les pdles de (A, + BK) dans une région D résultant tout simplement de
I’union de % sous-régions EMI :

k
D =] Ds,. (3.16)
k=1

Une telle région D admet une formulation E2MI qui n’est pas requise ici. L’on suppose que
k

chaque sous-région D, doit accueillir p, pobles de telle sorte que Zpk = n, C.-a-d. que la

k=1
somme des nombres de pdles contenus dans chaque sous région Dy, est bien égale a I’ordre du

modele. Sur la base du théoréme 3.3, I’algorithme suivant est proposé.

Algorithme 3.1

— Etape 1: %k =0, Ag = Ay, €t Ko =0;
— Etape2:k=k+1etA,=A; 1+ BKy_1;
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Etape 3 : calcul de V;, de telle sorte que A, calculé par (3.11) fasse apparaitre les pj,
pbles a déplacer;

Etape 4 : calcul de X}, A, et B, par (3.12);

Etape 5 : détermination de K, par résolution du théoréeme 3.3;

Etape 6 : si k = k, aller & I'étape 7 sinon revenir & I'étape 2;

Etape 7 : calcul du retour d’état final :

k
K= Z K. (3.17)

k=1

Le retour d’état & donné par (3.17) place I’ensemble des pdles dans D et assure la distribution
désirée.

Remarque 3.2 Lorsque certaines sous-régions Dg, de D sont non symétriques, les matrices
de retour d’état associées K sont complexes. Toutefois, si D est symétrique dans son ensemble
(ce qui est logique lorsque Ay, est réelle), alors I'implication de toute sous-région D, entraine
celle de sa symétrique Dg,. Comme les matrices Ry, et R, sont conjuguées, il en résulte que les
deux matrices déduites K. et K le sont aussi. Ainsi, de la formule (3.17), I’on tire une matrice
de retour d’état K qui reste réelle.

3.2.2 Retour statique de sortie

3.2.2.1 Difficulté : probleme BMI

Si I’on reste dans la logique de la partie précédente et que I’on cherche a appliquer un chan-
gement de variable astucieux tel que celui de [47], I’on est confronté a un probléme majeur de
I’automatique : la bilinéarité du probléme de retour statique de sortie. De fagon générale, pour
ce qui concerne ce type de retour, il est vivement conseillé de consulter I’excellent tour d’ho-
rizon proposé dans [336]. Quoique plus vraiment récent, cet article reste d’actualité quant aux
problémes qui y sont évoqueés.

Pour ce qui est du placement de pdles, il faut d’abord se poser la question de la stabilisation
par retour statique de sortie. Pour le cas continu, le cadre LMI nous amene a décliner la forme
duale de (1.53) ainsi :

((Ay, + BFC)P)! < 0. (3.18)

Hélas, contrairement a I’inégalité (3.3), (3.18) ne permet pas de changement de variable per-
tinent car la matrice C' est venue s’intercaler entre F' et P. Il est donc a priori impossible
par ce moyen de transformer le probléme bilinéaire en probléeme linéaire. Il existe de nom-
breuses tentatives de s’attaquer a la stabilisation par retour statique de sortie. Citons par exemple
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[286, 154]. 1l en existe bien d’autres. Toutes ces tentatives, bien qu’intéressantes, induisent un
certain degré de conservatisme ou des restrictions sérieuses et il est bien difficile de contourner
I’obstacle initial comme le montre bien I’ouvrage [329]. Plusieurs conditions équivalentes au
probléme initial y sont exposées : aucune n’apporte la linéarité souhaitée. Cette contrainte est un
probléme majeur de I’automatique a I’heure actuelle et I’on constate que nombre d’autres pans
de la recherche sont blogqués, plus ou moins explicitement, par cet obstacle. 1l existe cependant
quelques tentatives pour aborder directement les aspects numeériques de la bilinéarité [160, 175].
Citons aussi, toujours concernant ces approches numériques, un article aux débouchés promet-
teurs, [174], dont I’idée repose sur I’utilisation des décompositions en sommes de carrés (en
anglais, Sum Of Squares) [235, 281]), et sur la théorie duale des moments. Cette idée permet de
se ramener & un probléme de programmation convexe.

Puisqu’un retour statique de sortie doit étre calculé, nous présentons maintenant certaines ap-
proches qui peuvent étre envisagées, dans un cadre LMI, pour faire du placement non strict.

Remarque 3.3 Lorsque la matrice de transmission directe D est non nulle, la recherche de '
se ramene a celle de " puis F est déduit de (3.2). Ainsi, par souci de concision, le probléme de
base est-il posé pour D = 0.

3.2.2.2 Utilisation d’'une contrainte de structure

Il faut tout d’abord noter qu’il existe un changement de base dans I’espace d’état tel que la
matrice C' est transformée en [ 1, 0 ]. Dés lors, si une solution au probléme est trouvée dans
cette base, il est facile de déduire la solution dans la base initiale. Pour cette raison, dans ce
paragraphe, nous poserons sans perte de généralité que

C:[Ip 0]. (3.19)
La matrice d’état en boucle fermée s’écrit alors

A= A, + BFC = Ay, + BK, (3.20)

avec

K=[F 0]. (3.21)

Il faut donc déterminer une matrice de retour d’état qui vérifie la contrainte de structure (3.21).
Si I’on prend le cas d’une région EMI par exemple, I’on peut éventuellement se satisfaire de la
condition suffisante proposée par le théoréme suivant.
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Théoréme 3.4 Soient un triplet de matrices (A, B, C') ou C' Vérifie (3.19) et une région EMI
Dr, répondant a la définition 1.6. Il existe un retour statique de sortie associé a une matrice I’
et Dy-stabilisant la matrice A,, + BFC s’il existe une solution au systéme LMI

Ry ® P+ (R}y ® (AP + BS))? 7' ® (AP + BS)

Z @ (Ay,P + BS) L, P <0, (3.22)
P =diag{P,,P,} = P'>0, P e R"®, (3.23)
S=[5 0], (3.24)

ou Z est déduit de la factorisation de Choleski R, = Z’Z. Une solution est alors donnée par

F=5pP" (3.25)

Le fait d’imposer une structure bloc-diagonale & P induit évidemment un tres fort conserva-
tisme qu’il convient de réduire. C’est ce qui est proposé dans [108, 14] pour la stabilité au sens
de Schur (donc pour le placement dans un disque). L’idée, une fois de plus, est d’utiliser un
multiplieur.

Théoréme 3.5 (déduit de [108]) Soient un triplet de matrices (A, B, C) ou C vérifie (3.19)
et le disque ouvert D de centre (c; 0) et de rayon r. Il existe un retour statique de sortie associé
a une matrice I et D-stabilisant le triplet (A, B, C) s’il existe une solution au systéme LMI

(> =r*)P —cP + Ay,G + BS
{ —cP+G'A,, + S'B P_CG_ <0, (3.26)
P=F>0 (3.27)

= GH 0 pPXp
G= { Gro G } Gu € RP?, (3.28)
S=[85 0]. (3.29)
Une solution est alors donnée par

F = 5.G]. (3.30)

Tout I’intérét de cette condition est de laisser la matrice de Lyapunov libre et de reporter la
contrainte de structure sur GG. L’on note par ailleurs que cette structure imposée est moins
contraignante que celle exigée de P dans le théoréeme 3.4 car G est bloc-triangulaire et non
bloc-diagonale. En effet, cette derniére n’est pas tenue d’étre symétrique.
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3.2.2.3 Du retour d’état au retour de sortie

Une autre fagon d’essayer de contourner la bilinéarité est ici exposée. Il s’agit d’une idée origi-
nale de [285, 11] également reprise sous une autre forme dans [270]. Elle est ici appliquée au
cas des régions E2MI.

Théoréme 3.6 Soient un triplet de matrices (A, B,C) € €™ x C"*™ x CP*" et une région
E2MI Dy répondant a la définition 1.9. Soit également une matrice de retour d’état K telle que
A. = Ay, + BK est Dy-stable. 1l existe une matrice de retour statique de sortie F' telle que
Ay, = Ay, + BFC est Dy-stable s’il existe N matrices hermitiennes définies positives P,
k=1, ..., k, une matrice X et une matrice H telles que

k
I 14 ® A, I, 0
HU—[ [d®B/]Z;Rk®Pk |:[d®Ae [d®B‘|+
0 H
({[d ]((Id®X)[—Id®K g |+ (L@ H) [ L®C 0})) <0. (331

Une instance possible de la matrice F' est alors donnée par

F=X"H. (3.32)

La démonstration de ce théoréeme n’est pas fournie. Toutefois, méme s’il est possible de se
référer a [55], nous en précisons le principe emprunté a [285, 11]. L’inégalité (3.31) est une
condition suffisante de

(3.33)

ou U(.,.) est définie en (1.59). Or, la seconde inégalité correspond a la Dy -stabilité de A;. Le
conservatisme de (3.31) par rapport a (3.33) est lié au degré d de la région E2MI. Si d = 1,
I’on remplace I, ® X et I; ® H par X et H respectivement et les deux conditions (3.31)
et (3.33) sont alors équivalentes. Néanmoins, ce n’est pas la seule source de conservatisme
par rapport a I’existence d’une matrice F' convenable puisque dans (3.33), I’ensemble P des
matrices P est le méme pour les deux inégalités. Autrement dit, la condition (3.31) cache une
contrainte primordiale : les matrices de Lyapunov P, qui assurent la Dy;-stabilité de A, doivent
étre les mémes que celles qui assurent la Dy, -stabilité de A.. Le choix du retour d’état K est
donc prépondérant quant au conservatisme de (3.31). Ceci ramene naturellement au probléme
antérieur, a savoir la détermination d’un retour d’état D,-stabilisant, défi qui peut étre relevé par
exemple en utilisant I’algorithme 3.14 ou bien en envisageant un placement strict ou pseudo-
strict par retour d’état, sans pour autant garantir une solution a (3.31).
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Remarque 3.4 Un défi d’importance consisterait donc a établir une méthode pertinente du
choix de K qui assurerait de la détermination de F (s’il existe) ou, pour le moins, augmenterait
les chances de le trouver. Nous pensons qu’un retour fragile d’état & réduit le conservatisme
de (3.31) mais nous n’en avons pas la justification rigoureuse. Par ailleurs, calculer un retour
fragile d’état K se révele aussi ardu que de s’attacher a résoudre directement le probléme
initial du retour statique de sortie.

Il est possible de tenir le méme style de raisonnement a partir de la condition (1.67) plutdt qu’a
partir de (1.63) mais il y aurait alors & multiplieurs X, qu’il faudrait tous prendre égaux. 1l en
serait de méme pour les multiplieurs Hy. Cette contrainte induit sans doute un conservatisme
important que nous n’avons pas pris la peine d’étudier.

3.3 Placement strict

Dans cette partie, nous abordons le probleme du placement strict de pdles sous I’angle de la
structure propre d’une matrice. En d’autres termes, nous exposons davantage des techniques
de placement de structure propre, techniques parfois regroupées sous I’appellation commande
modale.

3.3.1 Un probléme mathématique toujours d’actualité

Le probléme du placement strict de poles accepte une formalisation mathématique a la fois
simple et précise, tant dans le cas du retour statique d’état que dans le cas du retour statique de
sortie.

Probléme 3.1 Soit le triplet de matrices (A, B,C) € C™" x C™™ x CP*". Soit aussi
le spectre désiré {\,}, c’est-a-dire un ensemble de n nombres complexes \;, i = 1,...,n.
Déterminer une matrice F telle que A(A) = {\4}

Lorsque C' = I,, ou rang(C') = p = n, I’on parle de placement de pdles par retour d’état et
I'ona FC = K & F = KC~!. Lorsque rang(C') < n, I’on parle de placement de pdles
par retour statique de sortie. Pour plus de clarté et de concision, il est supposé par la suite que
les éléments de {\;} sont distincts ce qui signifie que I’on ne cherche pas a placer des valeurs
propres multiples. De mé&me, il est admis dans ce qui suit que les matrices B et C' sont de rang
plein, sans perte de généralité.

Si le probléme 3.1 est bien résolu par retour d’état, le cas du retour de sortie, quoique bien
étudié, laisse encore un champ d’investigation relativement large a explorer.
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3.3.2 Notion de structure propre

La notion de structure propre est au cceur du développement de cette partie, ¢’est pourquoi nous
pensons qu’il est nécessaire de placer ici un léger rappel.

3.3.2.1 Structure propre d’'une matrice

A € € estvaleur propre de A € €™*" si et seulement si

P()\) = det(A, — A) = 0. (3.34)

Une matrice de dimension n a nécessairement n valeurs propres \;, i« = 1,...,n. L’on rappelle
qu’il est ici supposé que celles-ci sont distinctes (par souci de simplification). Lorsque A est
réelle, les valeurs propres constituent un ensemble auto-conjugué. Autrement dit, si A est valeur
propre de A € IR™ ", sa quantité conjuguée I’est aussi. Tous ces scalaires constituent un en-
semble de cardinal n appelé spectre de A et ici noté A\(A).

Il existe n vecteursnonnulsv; € €, ¢ = 1, ..., n, appelés vecteurs propres a droite, tels que

Ces vecteurs propres sont tous définis a un facteur prés. Si I’on définit V, matrice modale, par

Vo= [v,- 0, (3.36)

alors il vient la relation

A= VAV (3.37)

ou A est une matrice diagonale définie par

A= 3N (3.38)

n
i=1

La détermination de A passe par celle de V. L’on parle de diagonalisation de matrice. Cette dia-
gonalisation n’est pas toujours possible lorsque les valeurs propres ne sont pas distinctes. Des
formes canoniques de Jordan peuvent néanmoins étre calculées mais ceci n’est pas explicité ici.
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L’on peut aussi définir les vecteurs propres a gauche u; (également définis a un facteur multi-
plicatif pres) par la relation

w A= MNu, Vie{l,..n} (3.39)

En définissant la matrice U par la concaténation

U = [ug,- Uy, (3.40)

il apparait, entre les matrices U et V', pour des choix de u; et v; convenablement mis a I’échelle,
la condition d’orthogonalité :

UV = I, (3.41)

L’ensemble constitué des valeurs propres et des vecteurs propres a gauche et a droite est appelé
structure propre.

Nous renvoyons le lecteur vers un cours voire un ouvrage d’algebre linéaire ou de calcul matri-
ciel pour trouver toutes les propriétés de la structure propre [190, 189, 93, 300].

3.3.2.2 Structure propre d’'un systeme bouclé

Il s’agit 1a d’une petite extension de la définition de la structure propre d’une matrice a celle de
structure propre d’un systéme bouclé. Cette extension est relativement simple.

Soit le modeéle (3.1). L’on suppose qu’il n’y a pas de transmission directe (D = 0). Ainsi,
la matrice d’état en boucle fermée est

A= Ay, + BFC. (3.42)

La structure propre du systéme bouclé n’est autre que la structure propre de la matrice A.

De ce fait, il vient, si I’on respecte la condition d’orthogonalité (3.41),
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( Avi = (Abo + BF’C()UZ = )\ﬂ]i Vi € {1, ,n}

w,A = ul(Ap, + BFC) = \u;, Yie{l,..,n}
(3.43)
UV =1, ou U:[ul un] et V:[vl vn}

| A=A, +BFC=VAU' ol A=a&", A\

Remarque 3.5 En pratique, les matrices A,,, B, F' et C' sont toutes réelles ce qui conduit
a considérer des spectres auto-conjugués. Les vecteurs propres v; (respectivement u;) et v,
(respectivement u;) sont conjugués lorsque les valeurs propres A; et \; le sont.

L’on complete parfois, pour les besoins de la commande, cette définition de la structure propre
d’un systéme bouclé par I’introduction des directions d’entrée w; données par

et des directions de sortie [; données par

I =u,BF VYie{l,..n} (3.45)

La structure propre d’un systéme bouclé a énormément d’influence sur le comportement de ce
dernier, en particulier en termes de réponse transitoire et de couplage. Plus précisément, les
valeurs propres donnent des indications sur la stabilité, la rapidité et le caractére intrinséque
plus ou moins oscillatoire du systeme bouclé. Quant aux vecteurs propres, ils influent sur les
couplages entre les consignes et les pdles, entre les pdles et les états (donc les sorties), entre
certaines perturbations exogenes et les poles ou encore entre les pdles et les commandes. Par
ailleurs, les vecteurs propres sont aussi prépondérants pour la sensibilité locale des péles en
fonction d’une incertitude additive sur A [215]. Pour plus ample information sur ces diverses
influences, nous invitons le lecteur a consulter [256, 277, 135, 7, 85, 84, 294, 13].

Dans la suite de ce chapitre, nous proposons des solutions possibles au probléme 3.1 sous la
forme de placement de structure propre.

3.3.3 Placement de structure propre par retour d’état

Il est rappelé que le probléme du placement de pdles par retour d’état consiste a déterminer
la matrice K de sorte que le spectre de A = A,, + BK coincide avec un ensemble de va-
leurs spécifiées au préalable. Un tel probleme a été largement abordé dans le cadre de I’étude
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des systemes monovariables (voir les ouvrages a caractére didactique [135, 277, 116, 136] par
exemple). Pour ces derniers, le vecteur de retour d’état X comporte n composantes et comme il
s’agit de placer n pdles, il n’existe aucun degré de liberté supplémentaire. La solution est donc
unique.

Dans le cas des systemes multivariables, la matrice K € IR™*™ comporte mn composantes
ce qui suppose a priori I’existence de degrés de liberté. C’est en effet le cas mais il n’est pas
forcément aisé de les exploiter. Lors d’un placement de pdles, I’on peut profiter de ces degrés
de liberté pour

— optimiser un critere de performances ou de robustesse ;
— placer tout ou partie de la structure propre (a des fins de performances).

L’on peut bien sOr étendre les résultats relatifs aux systémes multivariables en passant par la
base canonique de commande, ainsi qu’il est procédé dans [349]. L’on peut aussi utiliser les
voies de la commande modale comme dans ce rapport.

3.3.3.1 Condition de placement de péles

Une premiére condition pour qu’il soit possible de placer un spectre désiré pour A (indépendamment
des vecteurs propres) est analogue a la condition donnée en monovariable :

La paire (A, B) doit étre commandable.

Cette condition est démontrée dans [359, 360].

3.3.3.2 Bilan des ddl

L’on dispose donc de mn degrés de liberté (ddl) apparents. n ddl doivent &étre utilisés pour pla-
cer les poles. Il en reste n(m — 1) pour tenter de placer les vecteurs propres. Il s’agit d’exploiter
convenablement ces ddl et pour cela de les identifier.

Par ailleurs, un vecteur propre comporte n composantes. Il peut étre défini a un facteur pres
donc une composante peut étre arbitrairement fixée. Ceci signifie qu’un vecteur propre, de facon
générale, est caractérisé par (n — 1) composantes.

Compte tenu de la condition d’orthogonalité (3.41), tout choix de V' implique un choix im-
plicite de U. Il suffit donc de spécifier V. Cependant le choix de tous les vecteurs propres a
droite v; correspond a la spécification de n(n — 1) valeurs alors que seuls n(m — 1) ddl sont dis-
ponibles. Les vecteurs propres ne peuvent donc pas étre arbitrairement fixés. En effet, ceux-ci
doivent appartenir a des sous-espaces caractéristiques.
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3.3.3.3 Sous-espaces caractéristiques

La présentation de cette notion s’inspire entre autres de [256], méme s’il faut citer [272, 127]
comme travaux antérieurs.

Soit A € €, une valeur propre de Aetv € €™, un vecteur propre associé a \. Les deux entités
sont unies par la relation

Av=)v
< (Apo + BK)v = Ao
< (Ap — A ))v+ BKv =20
< (Apo — AM)v+ Bw =0 (3.46)

ouw = Kv € €™ est ladirection d’entrée associée a v (ici, la matrice C' est considérée comme
égalea I,,).
De I’équation (3.46), I’on comprend que v doit appartenir a I’ensemble

SN ={z€C@"|FweC™|(Ap — A\,)z + Bw = 0}. (3.47)

S(\) est appelé sous-espace caractéristique (ou Ay, B-caractéristique) associé a A. Lorsque la
paire (A, B) est commandable, S()) est de dimension m. En d’autres termes, un choix impli-
cite ou explicite des m composantes de w conditionne le choix de v. Il convient donc d’exploiter
ces ddl, pour toute valeur propre A, en se souvenant que v étant défini a un facteur pres, w I’est
aussi. Ainsi, seuls (m — 1) ddI peuvent étre exploités pour choisir v ce qui correspond, pour n
vecteurs propres, aux n(m — 1) ddl offerts par K.

En pratique, il est assez facile d’obtenir un vecteur propre et sa direction d’entrée associée
en suivant [272] (voir [294] pour une vision plus accessible). A chaque valeur complexe A, I’on
peut associer la matrice

Ty=[ Aw— A, B]egmm, (3.48)
On calcule ensuite une matrice R, ainsi décomposée,
- N)\ nxm mxm
Ry = Y avec N, ecC et M,ecC , (3.49)
A

dont les colonnes constituent une base du noyau de 7).

Il est clair que tout choix d’un vecteur z € €™ non nul implique que le vecteur 7 défini par
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[ (3]

appartient & Im(R,) = Ker(T)) et qu’ainsi I’égalité (3.46) est satisfaite. Ceci signifie que
ve SN).

Le calcul de la base d’un noyau ne pose pas de probleme majeur. Une méthode est cependant
tres appropriée au calcul de R,. La matrice T) est décomposable en valeurs singuliéres :

T\=U[% 0]V (3.51)

ou X est une matrice diagonale contenant les valeurs singulieres de 7, et ou I/ et V sont des
matrices orthonormales c.-a-d. vérifiant/'td = I,, et V'V = I,,.,,,. De (3.51), I’on déduit que

[ Aw— AL, B]V=U[S 0]
S [ A=A, B[ V|V ]=][UZ 0]

d’ou il est facile de voir que

[ Ay — A, BV, =0. (3.52)

L’équation (3.52) fait apparaitre qu’un choix possible de R est

Ry = V. (3.53)

Il suffit ensuite de décomposer V, en N, et M), selon (3.49).
Une autre technique plus directe consiste a fixer arbitraiement M, = I, [127] (voir aussi

[308]) et il vient alors

Ny = (M, — Ay,) ' B. (3.54)

Toutefois, ce choix arbitraire de M, implique que I’inversion soit possible ce qui n’est le cas que
si A n’est pas valeur propre de Ag. Une telle technique de calcul de R, nécessite donc le choix
d’un spectre désiré pour le systéeme bouclé totalement distinct du spectre en boucle ouverte.

Le choix d’un vecteur propre v se fait donc au travers du choix d’un vecteur de ddl .
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Remarque 3.6 Pour choisir z afin d’obtenir le vecteur v désiré a des fins de découplage, une
excellente technique est proposée dans [5] (voir aussi [89]).

3.3.3.4 Calculde K

Une fois les valeurs propres \; choisies et les vecteurs propres admissibles les plus appropriés
déterminés, il faut calculer la matrice de retour d’état K. Nous résumons, dans le théoréme
suivant, deux résultats de Moore [272].

Théoréme 3.7 [272] Soient la paire commandable (A,,, B) oU A, € IR™" et B € IR™™
ainsi que {\;,7 = 1,...,n} un ensemble auto-conjugué de n complexes. Il existe une matrice
K € IR™ " telle que

(Abo + BI()’UZ = )\ivi Vi € {1, ,n} (355)

si et seulement si

(i) les vecteurs propres v; sont linéairement indépendants ;
(ll) V; = 77]’ quand A = )\j ;
(iii) v; € S(\).

Si K existe et si B est de rang plein, alors K est unique et est donnée par

K=wv (3.56)

ou V est la matrice modale issue des vecteurs v; et ou W est la concaténation des n directions
d’entrées :

W:[wl wn] (3.57)

Compte tenu des développements ci-avant, la justification est assez simple. La condition (iii)
correspond a I’admissibilité des vecteurs propres. Ainsi, I’on obtient :

Abovi + sz = )\ivi Vi € {]_, ceey n} (358)

Si I’on considére que les vecteurs w; sont les directions d’entrée alors K est telle que
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w; = Kv; Vie{l,...,n}. (3.59)

Il vient alors la relation (3.55). Puisque la matrice K doit satisfaire (3.59), elle est nécessairement
déterminée par (3.56). La condition (i) assure I’inversion de V" et la condition (ii) assure que la
solution K apportée au probléme est bien réelle et non complexe.

\oici une procédure pour réaliser un placement de structure propre par retour d’état :

Algorithme 3.2 [272]

— Etape 1 : choix du spectre auto-conjugué désiré {\;};

— Etape 2 : détermination des matrices R, ;

- étape 3 : choix de vecteurs de paramétres z; tels que v; = v; < z; = Z;;

— Etape 4 : calcul des vecteurs propres placés v; et des directions d'entrée par les
relations

v = N,\Z.zi
Vie{l,..,n}; (3.60)
w; = M>\7Zz

— Etape 5 : vérification de I'indépendance linéaire des v; (sinon retour & I'étape 3 voire
I'étape 1);

— Etape 6 : calculde V et W';

— Etape 7 : calcul de K par la formule (3.56).

Remarque 3.7 Numériquement, le calcul de K, qui fait intervenir deux matrices complexes
dont I’une doit étre inversée, peut se révéler quelque peu imprécis et conduire a une faible
partie imaginaire. Il existe une technique pour transformer 1 et V' en deux matrices réelles qui
sur le plan théorique, conduisent a la méme valeur de K. Par souci de concision, ce point n’est
pas détaillé (voir [272]).

Remarque 3.8 Il faut noter que I’algorithme 3.2 permet d’exploiter les mn degrés de liberté
offerts par la matrice K. n sont utilisés pour choisir les n valeurs propres et n(m — 1) corres-
pondent aux vecteurs z; qui déterminent les v; dans les sous-espaces admissibles.

Cette approche est qualifiée de directe. Il existe d’autres approches parmi lesquelles I’une est
dite paramétrique [127]. L’on peut montrer que I’approche paramétrique correspond en fait au
choix restrictif M, = I,,, Vi déja évoqué plus haut.

Remarque 3.9 Dans le cas ou le spectre désiré comporte des valeurs propres multiples, I’ap-
proche directe est adaptable [222], de méme que I’approche paramétrique [128] (des explica-
tions sont données dans [83, 85]).
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Remarque 3.10 Un article récent permet de faire du placement strict et robuste de pdles par
une approche LMI [2]. Il mérite & notre sens I’attention du lecteur.

3.3.4 Placement de structure propre par retour statique de sortie

3.3.4.1 Préliminaires et conditions de placement

Il est rappelé que le probléeme du placement de pbles par retour statique de sortie consiste a
déterminer la matrice F' de sorte que le spectre de A = A;, + BF'C coincide avec un ensemble
de valeurs spécifiées au préalable. Ce probléme a fait I’objet de nombreux efforts depuis les
premiéres contributions de Davison [103, 104, 106]. A premiére vue, il devrait y avoir suffi-
sammment de composantes dans F' pour placer n valeurs propres de A si mp > n. Cependant,
en raison de la non-linéarité du probléme, une argumentation aussi simpliste ne peut raisonna-
blement étre avancée. Néanmoins, dans [177, 67], il est démontré que mp > n est en fait une
condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution au probleme dans le groupe des
matrices complexes.

Pour un retour réel, cette condition n’est plus valable comme le montrent des contre-exemples
fournis par [355]. Dans ce cas, une premiére condition génériquement suffisante de placement
fut proposée dans [219, 220] : m + p > n. Cette condition est appelée « condition de Kimura ».
La méme condition fut obtenue dans [67]. Plus récemment, une condition génériqguement suf-
fisante moins restrictive fut établie dans [354] : mp > n (seulement générique comme illustré
par le contre-exemple de [221]). Cette condition fut également obtenue par une approche trés
différente dans [313, 314]. Elle est appelée « condition de Wang ».

Cependant, méme lorsque I’on peut raisonnablement estimer qu’une solution F' existe (c’est-
a-dire quand mp > n), il importe de disposer d’une technique pour déterminer cette solution.
La seule couvrant tous les cas de la condition de Wang qui soit disponible a notre connais-
sance est justement la technique de Wang [354], basée sur les matrices grassmanniennes. Elle
requiert de résoudre un probléme d’optimisation basée sur la méthode de Newton. Il faut par
ailleurs faire le choix de paramétres a certaines étapes du processus et ce choix n’est pas aisé.
Si I’optimisation est évitée au profit d’un calcul plus direct, les meilleurs résultats sont, selon
nous, ceux qui s’appuient sur la notion de structure propre. Plusieurs techniques permettent
de considérer le placement de p0les par retour statique de sortie. Elles émanent toutes du tra-
vail de Moore [272] sur le retour d’état. Parmi les approches possibles, les plus significatives a
notre sens sont I’approche paramétrique [309, 310], I’élégante approche géométrique [73, 74]
et I’approche basée sur deux équations de Sylvester couplées par une condition d’othogonalité
sur les vecteurs propres [337] (voir aussi [132, 232]). L’on peut aussi citer une approche un
peu moins connue, celle de [192]. L’avantage des approches géométrique et paramétrique est
qu’elles font plus clairement apparaitre les degrés de liberté. En revanche, le spectre désiré doit
obéir a certaines restrictions (surtout dans I’approche paramétrique : voir [13] pour un commen-
taire a ce propos). L’approche « Sylvester » est quant a elle moins restrictive et les degrés de
liberté restent localisables et exploitables. Elle est en outre trés propice a la programmation. Il
convient de noter que la condition de Kimura apparait comme génériquement nécessaire pour
I’application de ces diverses techniques de placement de structure propre par retour statique de



3.3. Placement strict 99

sortie. Ainsi, I’on peut affirmer que, si I’on s’en tient a ces techniques, la condition de Kimura
peut presqu’étre vue comme une condition génériquement nécessaire et suffisante de placement
complet de pdles de retour statique de sortie.

Toutefois, puisqu’une meilleure condition existe, celle de Wang, beaucoup d’auteurs firent por-
ter leurs efforts vers le cas m + p < n. Récemment, une forme explicite des équations de
placement par rapport aux composantes de F' fut proposée dans [69] suivant une approche
algébrique. Cette approche permet d’aborder le probleme dans certains cas spécifiques parmi
lesquels le cas m = p = 2, n = 4 nous parait le plus intéressant. Concernant le placement
de structure propre, des éléments de réponse pertinents peuvent étre trouvés dans [232] mais
le résultat le plus puissant est peut-étre celui de [338]. Dans cet article, il faut passer par une
procédure d’optimisation pour traiter le cas m + p = n.

Jusqu’a récemment, nous privilégiions la technique de [337] dans nos travaux. Cependant, nous
avons développé une technique qui nous est propre et que nous choisissons de présenter ici [15].
Elle consiste a placer jusqu’a m + p p6les lorsque mp > m + p. La conséquence immédiate est
que lorsque m + p = n < mp, il est possible de placer le spectre dans son intégralité.

Remarque 3.11 Dans son excellent article [137], Fu démontre que le probleme de placement
strict de pdles par retour de sortie est par essence NP-difficile. Pour ce faire il prouve son
équivalence avec un autre probléme avéré NP-difficile. Il suggere (sans certitude mais un peu
rapidement néanmoins) que le probleme de stabilisation (ou de placement non strict pour ce
qui nous occupe) est peut-étre lui aussi NP-difficile. Ceci signifierait en substance que la diffi-
culté évoquée au paragraphe 3.2.2.1 serait insurmontable. Nous ne partageons pas entierement
cette conviction pessimiste. Il n’est pas exclu qu’une formulation convexe du probléme de sta-
bilisation puisse €étre trouvée. Si elle est découverte, le monde de I’automatique passera par
une phase d’ébullition. Quoique le probléme de placement de pdles soit NP-difficile, il n’en
reste pas moins que des cas particuliers significatifs tels que ceux que nous présentons ci-apres
autorisent la détermination d’une solution par un calcul direct.

Afin de clarifier les conditions dans lesquelles notre technique s’applique, nous reformulons ici
le probléme de placement (complet ou partiel) de p6les par retour statique de sortie.

Probléme 3.2 Soit (Ay,, B,C) € IR™™ x IR™™ x IRP”*™ un triplet de matrices vérifiant les
hypotheéses suivantes :

(i) la réalisation (A, B, C') est minimale ;
@it) mp >m+p;
(iii) Rang(B) =m <n & Rang(C)=p<n.

Soit {\;, i = 1,...,m + ¢} un ensemble de m + ¢ valeurs complexes distinctes (¢ < n — m) tel
que {\;, i =1,..m}et{)\;, j = m+1,..m+ ¢} sont auto-conjugés. Déterminer une matrice
Fe R™"telleque {\;,i=1,...m+q} CAA= Ay + BFC).

Si ¢ < n —m, I’on parle de placement partiel de poles.

Si ¢ = n — m, I’on parle de placement complet de pdles.
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Les conditions (i) et (iii) sont habituelles. La condition (ii) s’avérera utile lorsque le placement
partiel sera abordé. Par ailleurs, elle peut correspondre a la condition de Wang dans le cas
d’un placement complet (nous y reviendrons). Une autre 1égére restriction est la séparation du
spectre désiré entre deux sous ensembles auto-conjugués. Il s’agit néanmoins d’une restriction
tres classique.

3.3.4.2 Sous-espaces caractéristiques et retour de sortie

Dans ce paragraphe, la notion de sous-espaces caractéristiques, dévelopée en §3.3.3.3, est adaptée
au cas du retour statique de sortie.

L’équation de la structure propre a droite est (3.35) qui équivaut a

(Apo — Nilp)v; + BFCv; =0 VYie{l,..,n} (3.61)
<~ (Abo — Az[n)vl + BU)Z =0 Vie {1, ,n} (362)

ou les vecteurs w; = F'Cv; sont les directions d’entrées. Par conséquent, chaque v; appartient
au sous-espace (A, B)-caractéristique relatif a A;, noté S;(\;), tel que défini en (3.47). Soient
les vecteurs ; définis par = = [v; wj]". Alors, il vient, conformément au paragraphe 3.3.3.3,

T\m =0 avec Ty, =[ Apw—XNI, B]| Vie{l,..n} (3.63)

et donc,

™ € OHKRM):IH1([£21})::KH{BQ) Vie{l,..,n}, (3.64)

ou N,, € €™ et M,, € €™*™. Soit un vecteur de ddl z; € € ™. Les vecteurs propres et les
directions d’entrée sont respectivement donnés par

Vie {1,...,n}. (3.65)

Puisque les vecteurs v; et w; peuvent &tre mis a I’échelle, chaque vecteur z; apporte en réalité
seulement (m — 1) ddl, générant la direction propre correspondante. Les ddl z; doivent respecter
la méme contrainte d’auto-conjugaison que les valeurs propres (cf. théoréme 3.7). Lorsque C' =
I,,, I’on détermine un retour d’état grace au théoréme 3.7. Sirang(C) = n, le retour F = KC!
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ou K est déduit du théoréme 3.7 répond au probléme. Si rang(C') < n, le retour statique de
sortie donné par

Vo=[Cvi ... Cuv,]

F - Wp‘/pil avec { Wp _ |: wy ... wp i|

(3.66)

permet de placer seulement le sous-ensemble {\;, i = 1,...,p}, sous réserve que les vecteurs
C'v; soient linéairement indépendants [5].

Par dualité, I’on peut raisonner sur la direction propre a gauche caractérisée par (3.39) ce qui si-
gnifie qu’un sous-espace (A; , C")-caractéristique S(\;) peut étre défini et contient les vecteurs
propres admissibles u;. Ces derniers, ainsi que les directions de sortie associées, sont choisis
grace a des vecteurs de ddl x; € €7 tels que

u; = x’/lN)\z
Vie{l,..,n} (3.67)
l; = .CE;M)\”

ol Ry, = [N, M,,] représente le noyau & gauche de

7

~ [Abo—

7 — OMA}. (3.68)

L’on peut alors placer m valeurs propres {)\;, i = 1,...,m} gréce au retour statique de sortie
associé a la matrice

[ B'uy ... Buy, }

(b ] (3.69)

F=(U,)"'L, avec { gm

Si rang(B) = n, le placement est complet. Lorsque B = I,,, I’on retrouve un retour d’état X’
selon un procédé dual du théoréme 3.7.

L’on rappelle que les deux techniques duales ne peuvent étre associées sans précaution puisque
la condition d’orthogonalité (3.41) doit étre respectée.

Remarque 3.12 Il importe vraiment que les ensembles {\;}, {z;} et {z;} respectent la méme
contrainte de conjugaison et plus précisément que \; € IR = {z;x;} € IR™ x IR? et
Ni =\ = (2 = z;&x; = 7;), sinon la matrice F' plagant les poles spécifiés pourrait &tre
complexe (voir [272]).
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3.3.4.3 Equation du placement de structure propre

Dans ce paragraphe, le placement de structure propre est caractérisé par une simple égalité qui
est la base de I’approche présentée.

L’on suppose que F' place les m premiéres valeurs propres. Une telle matrice F' est définie
par (3.69). Si le but est de placer aussi le reste du spectre, alors il est nécessaire que F’ satisfasse
aussi les propriétés de la structure propre pour les ¢ valeurs propres restant a placer (pour les
r = n — m valeurs propres restantes dans le cas d’un placement complet).

Les pdles a placer restants, A\;, j = m + 1,...,m + ¢, sont tels que leurs vecteurs propres
associés v; et leurs directions d’entrée associées w; obéissent a

w; =FCv; Vje{m+1,..m+q} (3.70)
= M)\ij :FON)\].Zj i €{m+1,...,m+q}. (3.71)
D’apres (3.69), I’on obtient
My,z; = (U,,) 'L,,CNy,z; Vje{m+1,.,m+q} (3.72)
& U, My,z; — L,,CNy,z; =0 VYje{m+1, ., m+q} (3.73)
7\ Ny, ) M,
& : BMy;zj — : CNyzj=0 Vie{m+1,..m+q}. (3.74)
25, N, ), My,

Ces ¢ équations se résument en une seule équation matricielle :

XYZ=0 (3.75)
ou
X =&l e T, (3.76)
i=1
m-—+q
7= @ z €@mxe (3.77)
i=m—+1
Y = N"BM — M'CN, (3.78)

avec
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N = [[ Ny NG ]]
M= | My . M, 3.79
N = [N - Ny | (3.79)
M = [Mkm+1 M>\m+q

Ce paragraphe est résumé par le théoréme suivant.

Théoréeme 3.8 [15] Il existe une solution au probléme 3.2 si et seulement s’il existe des vec-
teursnonnuls z; e €7, i =1,...,m,etz; € €™, j=m+1,...,m + g, tels que

(i) 2 € RPsidN, € R,z =2 Si A\, =M\, 2 € R™si\, € IRetz, =2 Si A\, =\
(ii) les vecteurs (= N; B) sont lingairement independants ;
(iii) L’Egalité (3.75) est satisfaite.
Une solution est alors donnée par (3.69).

La condition (i) réduit I’ensemble des solutions aux matrices de retour réelles. La condition (ii)
assure que F’ est calculable par (3.69). La condition (iii) correspond au placement proprement
dit et assure I’admissibilité des vecteurs propres (c.-a-d. v; € S(\;), u; € S()\;) et (3.41)).
Le probléme apparait alors essentiellement bilinéaire puisqu’il s’agit de trouver X et Z de
maniere a vérifier (3.75). Il est par essence généralement difficile d’atteindre une solution de
cette équation. Cependant, certains cas particuliers sont considérés dans ce qui suit.

3.3.4.4 Procédures de placement

3.34.41 m+p>n<p>r(condition de Kimura)
Dans ce cas, I’on fixe ¢ = r. La matrice Z définie en (3.77) est arbitrairement choisie. Le

produit matriciel YZ € € ™7*? est au plus de rang ¢ = r donc si ce produit Y Z est ainsi
décomposé,

YZ=| : avec Y; e €P*7 Vie {1,...m}, (3.80)
Y

il apparait que le rang générique de Y; ne peut excéder ¢ < p. Une base du noyau a gauche de
Y; peut alors étre calculée. Soit X; le complément orthogonal a gauche de Y; tel que

XY, =0 Vie{l,..m} (3.81)
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La dimension générique de &; est (p—q) x p. Soit 5; € IRP~% un vecteur non nul de parametres
(Vi € {1,...,m}). ll vient alors 8. X;Y; = 0 et donc le choix x; = X/3;,,Vi € {1, ..., m} fournit
une solution a (3.75) a partir de laquelle £ peut étre calculée grace a (3.67) et (3.69).

Remarque 3.13 Cette solution est réelle deés lors que les hypoth€éses de la remarque 3.12 sont
respectées, ce qui n’est pas restrictif puisque Z est libre. Si la matrice Z est convenablement
choisie c.-a-d. si I’ensemble {z,} est auto-conjugué, alors {x;} I’est aussi.

Remarque 3.14 Chaque vecteur z; fournit (m — 1) ddl et chaque vecteur g; fournit (p —r — 1)
ddl donc (r(m — 1) + m(p — r — 1)) = mp — n parmi les mp offerts par F' sont utilisés
pour placer les vecteurs propres. Les n ddl restant dans £’ correspondent au choix du spectre

désiré. Ainsi, toute la fléxibilité apportée par F' peut étre exploitée. Pour plus d’information sur
le placement de structure propre, voir [5, 84].

Remarque 3.15 Cette technique induit des résultats équivalents a ceux de [337]. Cependant,
I’idée fondamentale peut sembler plus proche de celle développée dans [310].

La mise en ceuvre des développements présentés ci-avant peut se faire en respectant I’algorithme
suivant.

Algorithme 3.3
— Etape 1 : choix de deux sous-ensembles auto-conjugués {\;, i = 1,...,m} et {N\;, 7=
m+1,...,m+ ¢} dont 'union est le spectre désiré, constitué d’éléments distincts;

— Etape 2 : détermination des matrices R, et R,, associées;

— Etape 3 : détermination des matrices M,,, Ny,, M), et N,, associées;

— Etape 4 : calcul de M, M, N, et \ selon (3.79);

— Etape 5 : calcul de Y selon (3.78);

- Etape 6 : choix arbitraire de vecteurs de paramétres z; tels que A\, = NS z=73;

— Etape 7 : calcul de Z selon (3.77);

— Etape 8 : calcul du produit Y Z et décomposition selon (3.80) ;

— Etape 9 : calcul des bases des noyaux & gauche de chaque Y; selon (3.81);

— Etape 10 : choix de vecteurs non nuls de paramétres 3; € IR?~9;

- Etape 11 : calcul des vecteurs z; = X/3; ;

— Etape 12 : calcul des vecteurs propres a gauche u; et des directions de sortie /;
grace a

U; = N)\iflﬁi
{ = M)\ixi ; (3.82)
— Etape 13 : calcul de F selon (3.69).

Il s’agit la du cas le plus simple a traiter.



3.3. Placement strict 105

3.3.4.4.2 ¢ < r (placement partiel)

La procédure du paragraphe précédent est tout a fait applicable dés lors que ¢ < p. Nous n’y
revenons donc pas si ce n’est qu’il faut préciser qu’a I’étape 1 de I’algorithme 3.3, I’union des
deux ensembles ne constitue qu’un sous-ensemble du spectre désireé.

Remarque 3.16 Chaque vecteur z; fournit (m — 1) ddl et chaque vecteur 3; fournit (p—q¢ —1)
ddl donc (¢(m — 1) + m(p — ¢ — 1)) = mp — g — m parmi les mp offerts par F' sont utilisés
pour placer les vecteurs propres. Les m + ¢ ddl restant dans F' correspondent au choix des
pbles désirés. Ainsi, toute la flexibilité apportée par F' peut étre exploitée.

En revanche, I’algorithme 3.3 échoue si ¢ = p car il devient génériquement impossible dans
ce cas de déterminer les noyaux a gauche X; (sans qu’il ne se réduisent & 0). En effet, Y; est
génériguement de rang p. L’idée est alors de déterminer la matrice Z telle que chaque bloc
Y; devienne déficient en rang, c’est-a-dire vérifie rang(Y;) < p — 1. Il existe sans doute plu-
sieurs matrices Z acceptables parmi lesquelles certaines peuvent étre repérées. L’on définit
Z e ¢mr*(mp=m=p) yne matrice dont les colonnes engendrent le noyau a droite de Y (qui est
de rang générique (m + p)). Tout vecteur non nul i € IR™P~™"P est tel que g = Zu appartient
au noyau de Y et vérifie

Zm41
Yg=Y : =0 avec z€C™ Vje{m+1,..,m+p}. (3.83)
Zm4p
L’on peut écrire Y ainsi :
Y=Y ... Yorp | avec Y; €™ Vje{m+1,.,m+p} (3.84)

De (3.83) et (3.77), I’on peut déduire que les colonnes du produit de matrices Y Z sont linéaire-
ment dépendantes donc chaque matrice Y; est de rang générique (p — 1). A ce stade, L’on peut
procéder comme dans le paragraphe précédent en calculant les matrices X;. Sauf en cas de
déficience de rang supplémentaire au niveau de Y;, chague matrice X; se réduit & un vecteur
x; = X;. De ces vecteurs, les équations (3.67) et (3.69) conduisent a une solution F.

Remarque 3.17 La souplesse disponible est celle offerte par x, d’ou I’on tire (mp—m—p—1)
ddl. Puisque F' apporte mp ddl dont m + p sont utilisés pour le choix des pdles désirés, cela
signifie que seul un ddl n’est pas exploité.

La condition (ii) du probléme 3.2 est maintenant justifiée. En fait, elle est liée a I’existence de
Z. Il est aisé de constater que Z existe si et seulement si mp > m + p. Si cette condition n’est
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pas vérifiée, un placement partiel classique peut étre appliqué pour placer seulement max(m, p)
poles.

Une attention particuliere doit étre portée sur le cas des valeurs propres complexes. Dans le
paragraphe précédent, comme Z était libre, il était facile de respecter la remarque 3.12. Cepen-
dant, Z ne I’est plus tout a fait si ¢ = p. Cette matrice est déduite de Z. Si Z est decomposée
comme suit,

Zm+1
Z = : avec Z; € €™XmPmm=p) i e L 1, ...,m + p}, (3.85)

Lo

I’analyse de la structure de la matrice Y donnée en (3.78) permet de conclure qu’une possibilité
pour calculer Z est de satisfaire

M
CN

} Z=0. (3.86)
L’on note que My, € IR™ ™ et N, € IR™™ lorsque \; € IR. Par ailleurs, My, = M,, et
Ny, = N,, lorsque \y, = \y,. Soit M, la matrice obtenue a partir de M en remplagant chaque

bloc [M,, M,,| par [2Re(M,, ) — 2Im(M,, )]. L'application de la mé&me procédure permet de
déduire NV a partir de /. L’on peut calculer la matrice

Zm+1
Z = : e IR™P*(mp=m=p)  ayec Zj e R™m=m=p) e fm 41, m+p}
Tty
(3.87)
telle que
M ] =
~ | Z2=0. 3.88
o] (2.89)
Une matrice Z peut étre déduite en choisissant
Z, = Z si A\ € IR,
(3.89)

7 R S V!
| z,-iz

:| Si )\hzj\lém.
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A ce stade, les matrices X;, qui sont en réalité génériquement des vecteurs X; € €7, peuvent
étre directement calculées. Néanmoins, il est possible d’éviter le calcul de noyaux de matrices
complexes en procédant comme suit. Pour un couple de valeurs propres complexes conjuguées
{An; A}, il suffit de remplacer la matrice

| —"
oo

} par Yh:{ - Bl (3.90)

et calculer la matrice

[ X, X ], avec {X,;X} € {IR>¥}2 (3.91)

telle que

[ X, A ]V, =0 (3.92)

Les matrices correspondantes X}, et X; sont données par

{%::%+W (3.93)

X = A&, i,
Les développements ci-dessus sont résumés par I’algorithme suivant.

Algorithme 3.4

— Etape 1: choix de deux sous-ensembles auto-conjugués {Ni,i=1,....m}et{);, j =
m + 1,...,m + ¢} dont I'union est un sous-ensemble du spectre désiré, constitué
d’éléments distincts;

— Etape 2-4 : idem Algorithme 3.3;

— Etape 5 : calcul de la matrice

M
1=l ax]:
— Etape 6 : s'il existe éléments complexes complexes dans {Nj, j=m+1,... ,m+p},
calcul de
: M
J = -
o

et de Z, noyau de J puis déduction de Z par (3.89),
sinon calcul de Z, noyau de J;
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— Etape 7 : choix arbitraire d’un vecteur non nul , € IR™~"P;

— Etape 8:calculde g = Zu:

— Etape 9 : calcul de Yy ;

— Etape 10 : extraction des z; selon (3.83);

— Etape 11-12 : idem étapes 7-8 Algorithme 3.3

— Etape 13 : s'il existe des éléments complexes dans {)\;,j = 1,...,m}, calculer les
matrices Y, grace a (3.90), les matrices [ X, X | de maniére a vérifier (3.92) et
déduire [ X, X, | de (3.93),
sinon calculer directement les X; de sorte que (3.81) soit satisfaite ;

— Etape 14 : choisir (génériquement) z; = X/ (sinon une colonne de X/);

— Etape 15-16 : idem étapes 12-13 Algorithme 3.3.

3.3.4.4.3 m+ p=n (condition non stricte de Kimura)

Dans ce cas, la condition (ii) du probleme 3.2 s’écrit mp > n et correspond donc a la condition
de Wang. L’on peut toujours fixer ¢ = p de sorte que placer m + p p6les revient a placer tout le
spectre. Ainsi, il ne s’agit que d’un cas particulier du cas traité au paragraphe précédent et I’al-
gorithme 3.4 s’applique sans difficulé. La condition de Kimura au sens strict (m + p > n) n’est
donc plus une limite pour le placement complet de poles par voie modale. Il faut lui substituer
la condition non stricte m + p > n.

Remarque 3.18 Conformément au cas du placement de m + p pdles en général, un seul ddl
n’est pas exploité.

Remarque 3.19 A titre de petite perspective, il serait intéressant d’éviter la séparation du
spectre désiré en deux sous-ensembles. En effet, en raison de cette restriction (certes accep-
table), sin = 8, m = 5 et p = 3 par exemple, il est impossible de placer 8 valeurs propres
complexes non réelles. Mais bien davantage, le principal défi est de placer tout le spectre quand
m-+p<n.

3.3.4.4.4 Petite illustration
Afin que le lecteur puisse vérifier le bien fondé de nos propos et puisque ces algorithmes sont

treés récents, nous proposons ici, a titre exceptionnel, une petite illustration. Les matrices A, et
B sont empruntées a [12] :

-0,3400 0,0517  0,0010 —-0,9970 O 0,0755 0 0,0246

0 01,0000 0 0 0 0 0

Apo = | —2,6900 0 —1,1500 0,7380 O |; B= 4,4800 5,2200 —0,7420
95,9100 0 0,1380 -0,5060 O —5,0300 0,0998  0,9840

—0,3400 0,0517  0,0010 0,0031 O 0,0755 0 0,0246
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Dans [12], une loi de commande de type retour d’état était calculée afin de placer le spectre
{—3 £ 2i; —2 + 2i; -0, 5}. Nous nous proposons ici de poursuivre le méme but mais seules
deux composantes du vecteur d’état sont mesurées de sorte que la matrice de sortie est

-[30008]

Nous sommes donc dans le cas m + p = n < mp. En effet, I’on peut voirque m+p =3+2 =
5=n <6 =2 x 3= mp. L’algorithme 3.4 conduit a la matrice de retour de sortie

0 00
000

—12,7499  —24,4928
F = 569,7537 781,0785
—86,0455 —145,3437

qui place bien le spectre désiré.

Du point de vue numérique, la détermination de la matrice de retour nécessite le calcul des bases
de plusieurs noyaux. Néanmoins, il n’est nul besoin de recourir a un autre processus d’optimi-
sation (contrairement a la technique de [338]). De nombreux exemples concrets et aléatoires
ont conduit a des résultats satisfaisants jusqu’a n = 8. Pour de plus grandes valeurs de n, les
calculs numériques peuvent occasionnellement se révéler imprécis, spécialement lorsque les va-
leurs des composantes de I se révelent trés élevées. Dans ce cas, le calcul des valeurs propres
est lui-méme imprécis et il devient ardu de déterminer si la solution au probléme est mauvaise
ou si c’est la vérification de cette solution qui est douteuse.

3.3.4.5 Comment faire un placement complet quand m +p < n?

Lorsque la condition de Kimura, méme non stricte, n’est pas vérifiée, il est a notre connais-
sance en général impossible de placer I’intégralité d’un spectre désiré par un retour statique
de sortie basé sur une procédure de placement de structure propre. Cependant, nous avons tra-
vaillé sur quelques conditions un petit peu moins restrictives et proposé une légeére relaxation
de la condition. Ainsi, dans I’article [22], il est montré qu’en étendant I’approche présentée
ci-avant et basée sur I’équation (3.75), des cas tels que m = 8, p = 2, n = 12, par exemple,
peuvent étre résolus. Si toutefois la conditon de Wang est vérifiée (mp > n), il est possible
d’appliquer la technique de [353] reposant sur la notion de matrice grassmannienne mais nous
confessons ne pas étre en mesure de parfaitement la comprendre et I’appliquer nous-mémes. De
plus, nous pensons, comme nous I’avons déja mentionné, que certains parameétres du probléme
d’optimisation inhérent sont difficiles a choisir, ce qui rejoindrait I’idée de [137] selon laquelle
le probléme, dans sa généralité, est NP-difficile. Le cas m = p = 2, n = 4 peut occasionnelle-
ment étre résolu grace a la technique de [69] mais cette technique est, a notre sens, loin d’étre
assez générique. Pour ces raisons, nous conseillons plutdt, dans les cas ou m + p < n et qui



110 Placement nominal

ne seraient pas couverts par [22], un compensateur dynamique. L’ idée sous-jacente est d’aug-
menter I’ordre du compensateur jusqu’a ce que I’ordre du systéme bouclé soit tel qu’il vérifie la
condition de Kimura (stricte ou non stricte). A cet effet, il est possible d’appliquer une extension
de la méthode de placement par retour d’état selon I’approche paramétrique. Cette extension est
proposée dans [184]. Il serait, de la méme maniére, possible d’étendre les procédures proposée
en §3.3.4.4. Cependant, nous préconisons plutdt d’utiliser, pour un placement complet, la tech-
nique de I’observateur d’ordre minimal [7]. Enfin, il serait injuste de conclure ce passage sans
mentionner I’article récent [367] qui s’appuie sur la notion de trust region (région de confiance).
Il propose une méthode numérique quasi heuristique de placement de pdles par retour statique
de sortie, basée sur un processus d’optimisation de type Levenberg-Marquadt. La convergence
de ce processus n’est pas prouvée mais, semble-t-il, la technique permet souvent de franchir
I’« obstacle Kimura » et se veut assez systématique.

Le lecteur intéressé par le sujet trouvera une information tres riche sur les problemes ouverts
liés au placement de poles dans le probleme 37, intitulé Open problems in the area of pole
placement, proposé par J. Rosenthal and J. C. Willems dans [52].

3.4 Placement pseudo-strict

Il s’agit donc la de la troisieme fagon d’envisager le placement de p6les, comme une solution
intermédaire entre le placement non strict dans une région et le placement strict.

3.4.1 Pourquoi un placement pseudo-strict ?

L’idée initiale de ce rapport est de placer de maniére robuste, les pdles dans une région de
performances robustes D. Du point de vue nominal, I’on a vu deux approches de placement
radicalement différentes.

La premiére est le placement non strict qui consiste a ne pas choisir la localisation exacte des
pbles placés mais simplement a développer une méthode qui place ces pdles quelque part dans
D. Sur le plan des performances nominales, une telle approche peut étre parfois percue comme
insuffisante dans le sens ou I’on ne distingue pas la spécification des performances nominales
de celle des performances robustes. Le choix de D détermine tout. Par ailleurs, dans le cas du
retour de sortie, le panel des méthodes est tout aussi limité que leur efficacité.

La seconde approche consiste au contraire a clairement distinguer les performances nominales
des performances robustes. Les performances robustes sont toujours traduites par le choix de D
mais les performances nominales sont elles traduites en termes d’un spectre a placer de maniére
stricte, ce qui peut sembler un peu drastique au moment du choix de ce spectre.

Il est possible d’envisager une approche intermédiaire entre les deux approches rappelées ci-
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avant. Elle consiste a spécifier les performances nominales, non pas au travers d’un ensemble
de n poles strictement localisés, mais par une région Z C € dans laquelle ces pdles nominaux
doivent se situer. Il est clair qu’il convient de vérifier Z C D. En pratique, I’on définit une zone
de tolérance correspondant a chaque pdle et I’union de ces zones de tolérance constitue Z. L’on
peut ainsi continuer a distinguer performances nominales et performances robustes. En outre,
I’on dispose de ddl supplémentaires au niveau des valeurs propres ce qui peut étre tres profitable
dans le cadre d’une commande robuste. Il s’agit alors de spécifier correctement Z pour exploiter
efficacement ces ddl.

3.4.2 Régions de tolérances

Il existe, a notre connaissance, dans la littérature, deux fagons de spécifier les zones de tolérance.
L’une est proposée dans [307] mais il s’agit, grossiérement, de définir les valeurs propres par
des rectangles ou des segments en imposant un minimum et un maximum sur la partie réelle, et
éventuellement, sur la partie imaginaire. Cette facon de procéder ne nous convient pas car les
ddl sont les valeurs propres elles-mémes et ces ddl sont contraints. Dans I’approche de [233],
les zones de tolérance sont décrites par la variation de ddl non contraints. Cette absence de
contrainte sera exploitée au chapitre 4. Nous ne présentons ici qu’une partie des possibilités
offertes par [233] en restreignant la gamme de zones de tolérance.

— Chaque valeur propre désirée réelle \; est définie par le scalaire réel «;, une tolérance n; €
IR et une valeur centrale A\, € IR tels que

Aj = Ao+ m (), (3.94)
ou ¢ est la fonction sigmoide bipolaire

Y IR — [—1,1]
1—e™*
— ) 3.95
T ) = T (3.95)
Lorsque «; décrit IR, la localisation de \; dans le plan complexe varie sur I’axe réel dans
I"intervalle [\;, — n;; \j, + 1)

— Chague paire de valeurs propres désirées complexes conjuguées (\y; \x) est définie par

A = Mgy + Ep(wi)(cos(wy) + sin(wy)i), (3.96)
A\ = 5\;% + &p(wi)(cos(wy) — sin(wg)i). (3.97)
oll A\, et \y, sont les valeurs centrales respectives de A et ). & et wy, sont ainsi définies :

avec :
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Rion) = —— 3.99)
(bicos?(wy) + ajsin?(wy))?

ou ay, et by sont des scalaires réels positifs et

wr = 2mo(sg). (3.100)

Les parametres r;, et s, sont des nombres réels et la fonction sigmoide unipolaire ¢ est définie
par

6: R — [0,1]
1
T = ¢(x) = e

Lorsque {ry,sx} décrit IR x IR, les positions dans le plan complexe de A, et A\ varient
dans des ellipses de centres associés A, et \y,. Les paramétres ay et by correspondent aux
longueurs respectives des demi-axes transverse horizontal et conjugué vertical.

(3.101)

Ainsi pour chaque valeur propre \;, I’on peut associer, plutdt qu’une affixe stricte, une zone de
tolérance Z; qui est soit un segment, soit une ellipse. La région de performances nominales est
alors

z=Jz. (3.102)

Il est absolument indispensable que I’ensemble Z soit strictement compris dans la région de
robustesse D de sorte que, quels que soient les parametres «;, i, et s, réels, le spectre reste
strictement a I’intérieur de D.

Remarque 3.20 Dans I’article [233], d’autres formes de zones de tolérance sont présentées
mais nous avons décidé de limiter nos choix a celles détaillées ci-avant.

3.4.3 Procédure

Pour réaliser un placement pseudo-strict, il suffit de procéder ainsi :

choisir des valeurs propres centrales \;, désirées;

choisir des zones de tolérances Z; en spécifiant n;, ay, by, ;

choisir des paramétres «;, ry, et s, pour en déduire un spectre désiré {\;} C Z;
appliquer une technigue de placement strict de ce spectre.
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Ces ddl «;, ry et s, sont utilisés dans [233] pour optimiser un critére de robustesse lors d’un
placement de pdles par retour d’état. lls sont utilisés dans [13, 55] pour rendre plus robustes des
lois de placement de pdles. Nous y reviendrons au chapitre 4.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons repertorié quelques méthodes de placement de péles strict et non
strict. Nous avons privilégié celles qui nous paraissent les plus efficaces ou les plus pertinentes
dans notre propos. Nous avons en outre défini ce que nous entendons par placement pseudo-
strict. Dans notre exposé, nous nous sommes limités a des lois de commande par retour statique
d’état ou de sortie.

En ce qui concerne le retour d’état, nous avons montré qu’il existait diverses méthodes pour
résoudre le probleme du placement de p6les, qu’il soit strict ou non strict. Le probléme du re-
tour statique de sortie reste quant a lui largement ouvert.

Pour ce qui est du placement non strict, le simple probléme de stabilisation apparait au mieux
bilinéaire. 1l n’est pas exagéré de dire que la plupart des chercheurs en automatique des systémes
linéaires sont, t6t ou tard dans leur carriere, confrontés a ce probleme ou a un probléme simi-
laire. Pour I’instant, tout le monde « s’y est cassé les dents ». Seules des conditions suffisantes
sont exploitées et le conservatisme est parfois (souvent ?) non négligeable. Peut-€tre la solution
viendra-t-elle des numériciens. Par exemple, si une technique numérique pour résoudre les BMI
est mise au point, elle s’appliquera directement, et sans doute en premier lieu, a ce probléme.
Concernant le placement strict de pdles, une perspective intéressante mais certainement am-
bitieuse consisterait a chercher des solutions en X et Y a I’équation (3.75) méme lorsque
m + p < n, et ce de fagon plus systématique que dans [22]. Il s’agit de nouveau d’un probléme
bilinéaire.

Bien sdr, dans le cadre de ce rapport, il convient aussi de considérer le placement robuste de
poles mais ceci est I’objet du chapitre 4.
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CHAPITRE 4

PLACEMENT ROBUSTE

Ce chapitre est une présentation succincte de la facon dont les outils proposés dans les
chapitres précédents peuvent &tres utilisés dans un cadre de commande robuste. Il s’agit
d’établir des techniques qui visent a placer les pbles d’un systéme incertain bouclé dans
une région D du plan complexe de fagon a garantir (en tout cas a rechercher) un niveau
de performances au sens de la D-stabilité robuste, c’est-a-dire une borne de D-stabilité
robuste. A cette fin, le concept de commande roborante est privilégié.
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4.1 A propos du placement robuste

Dans ce chapitre, le but est de présenter des méthodes de placement de poles qui tiennent compte
de I’incertitude sur le modéle. Pour ce faire, il est possible d’exploiter les concepts vus dans les
chapitres précédents. En effet, il est souvent possible d’estimer la robustesse des performances
transitoires d’un systeme (commandé ou non) vis-a-vis d’une incertitude, grace, par exemple,
aux bornes de D-stabilité robuste présentées au chapitre 2. Par ailleurs, il est aussi envisageable
de commander un systéme pour lui conférer nominalement des performances transitoires, no-
tamment en utilisant des lois de commande de type « placement de pdles » telles que celle
présentées au chapitre 3. L’association de ces spécifications de robustesse et de performances
peut se faire dés la conception de la loi de commande. L’idée développée dans ce rapport est
d’utiliser les ddl offerts par les méthodes de placement de pdles du chapitre 3 afin de maximiser,
pour le systéme ainsi commandeé, les bornes de D-stabilité robuste exposées au chapitre 2. La
loi de commande ainsi obtenue peut étre appelée placement robuste de péles méme si une autre
expression sera utilisée.

Dans un premier temps, il est précisé quelles sont les techniques de placement présentées au
chapitre 3 qui sont privilégiées dans le cas robuste. Dans un deuxiéme temps, le probleme de
placement robuste de pdles est formalisé. Enfin, des éclaircissements sont apportés quant au
vocabulaire utilisé dans ce chapitre, conduisant a la notion de commande roborante.

Il convient de modifier quelque peu les notations. Dans le chapitre 2, A représente la matrice
incertaine et A, une éventuelle matrice nominale. Dans le chapitre 3, A représente la matrice
d’état en boucle fermée définie par A = A,, + BK ou A = A, + BEC. Il n’y est en effet pas
question d’incertitude. Dans ce chapitre, la matrice d’état nominale en boucle fermée est notée
Ay = Ay + BK ou Ay = Ay, + BFC et A = A(A) devient la matrice d’état incertaine en
boucle fermée. Les performances transitoires nominales correspondent donc a une localisation
du spectre de Ay, soit précise, soit dans des zones de tolérance. Les performances robustes cor-
respondent a un cloisonnement du spectre de A dans une région D telle que celles présentées
au chapitre 1.

I n’y a pas de résultat nouveau a proprement parler dans ce chapitre. Il s’agit plus de proposer
une méthode réellement implantable pour combiner les techniques de commande nominale et
d’analyse robuste des deux chapitres précédents.

4.1.1 Quel placement robuste ?

Au chapitre 3, une distinction a été faite sur les différents types de placement : strict, non strict
et pseudo-strict. Or, il s’agit d’exploiter les ddl offerts par ces placements pour maximiser un
critéere de performances robustes. Toutefois, ces placements n’offrent pas tous les mémes ddl.
C’est pourquoi nous revenons sur ce point.
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41.1.1 Strict?...0 usontles ddl?

Si I’on décide de spécifier les performances transitoires en termes de spectre trés précisément
localisé, il est clair qu’il n’existe plus de flexibilité sur les valeurs propres de Ag. Les seuls pa-
rametres libres sont les ddl présents au niveau des vecteurs propres (s’il en reste), c’est-a-dire,
plus ou moins explicitement, les directions d’entrée et/ou de sortie. Nous ne privilégions pas ce
placement pour deux raisons :

— les ddI n’existent pas en quantité suffisante voire n’existent pas;

— il est déraisonnable de vouloir spécifier les performances transitoires par un spectre strict de
Ay alors que les performances robustes sont en réalité étroitement liées au spectre de A(A).
Une telle exigence n’a pas de sens dans le cadre incertain.

4.1.1.2 Non strict ?... multilinéarité apparente

C’est I’approche usuelle pourrait-on dire, celle que I’on rencontre le plus souvent dans la

littérature. Elle semble il est vrai plus naturelle au vu des diverses conditions présentées au

chapitre 2. Elle peut aboutir a des résultats satisfaisants et ce, essentiellement sous deux condi-

tions :

— I’on applique un placement par retour d’état (si ceci se révele possible par la mesure ou
I’observation du vecteur d’état) ;

— larégion D est une région LMI d’ordre quelconque ou EMI convexe d’ordre 1.

Remarque 4.1 Le probléme de placement de poles par retour d’état est plus facile car il induit
moins de contraintes mathématiques. En revanche une hypothese pratique est souvent difficile
a vérifier : Comme mentionné ci-avant, I’on doit accéder a I’intégralité des composantes du
vecteur d’état x, soit par la mesure soit par I’observation. La mesure est préférable. Encore
faut-il disposer de capteurs a la fois rapides, précis et aussi linaires que possible (dont la dy-
namique puisse étre facilement prise en compte voire négligée). De tels capteurs, s’ils existent,
peuvent étre onéreux. Si la mesure se révele impossible, il faut envisager I’observation totale
ou partielle de x. La synthese d’un observateur linéaire, qu’il soit de Luenberger [246, 247]
ou de Kalman-Bucy [214], est souvent traitée comme duale du placement de poles par retour
d’état. Ceci nous rameéne au présent probléme. Dans le cas nominal, le principe de séparation
nous permet d’envisager de fagon totalement indépendante, les deux problémes : la synthese de
I’observateur et le calcul du retour d’état reconstruit. Les pOles respectifs du procédé et de I’ob-
servateur sont alors clairement indentifi€s et placables dans des régions distinctes. Chacun de
ces deux problémes peut donc étre abordé sous I’angle de la D-stabilité, par une approche LMI.
Il n’y a Ia rien de bien subtil. Toutefois, en présence d’incertitude, le principe de séparation ne
tient plus et I’utilisation des outils de ce rapport est loin d’étre évidente, méme pour I’auteur.
Les pOles de I’observateur et du procédé ne sont plus clairement distingués. Est-il alors pos-
sible de choisir des régions de placement pour les pdles? Le choix de régions non connexes
peut-il aider a la conception ? Il s’agit la de questions qui relévent des perspectives donc nous
n’y répondrons pas dans ce rapport. Il nous importait néanmoins d’en souligner I’importance.
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Ce cas de figure est maintenant explicité en considérant que A est soumise a une incertitude
polytopique telle que celle définie en (2.22), a savoir

N
A=A0) =A(0) =) 6;A,, 6€0O. (4.1)
=1
Toutefois, chaque sommet A, peut étre ainsi exprimé :

Ao, = Ao, + BIK. (4.2)

L’incertitude polytopique en boucle fermée résulte donc d’une incertitude sur les matrices de la
boucle ouverte :

[Aw B]=> (6] Aw, Bi]), 0€O. (4.3)

i=1

Un placement non strict des poles de A dans une région LMI D peut-étre obtenu en déclinant
le théoreme 3.1.

Théoréme 4.1 Soient la paire de matrices (A,,, B) définie par (4.3) et la région LMI D répondant
a la définition 1.5. La paire (A,,, B) est D-stabilisable par retour statique d’état s’il existe une
matrice symétrique définie positive P et une matrice S vérifiant I’inégalité matricielle

a®@ P+ (B® (Ap,P+BS)¥ <0 Vie{l,...,N}. (4.4)

Une matrice de retour d’état est alors donnée par
K=8p! (4.5)

Démonstration : extension immédiate des idées contenues dans [37, 36, 37, 47]. |l suffit de
construire la combinaison convexe des inégalités données en (4.4) (en utilisant les coordonnées
barycentriques de I’incertitude) et d’appliquer le théoréeme 3.1. u

Si I’on se réfere au chapitre 2 et plus précisément au paragraphe 2.1.2, I’on constate que A(6)
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est en fait quadratiquement D-stable donc D-stable de maniére robuste. L utilisation du chan-
gement de variable (4.5) [47] et de la stabilité quadratique [36] est typique de certaines ap-
proches de I’automatique, notamment en France, comme en témoignent de nombreux articles
et theses [159, 8, 10, 151, 150, 46, 153, 152, 97, 96] et n’a sans doute pas encore révélé tous
ses secrets. Cependant, la D-stabilité quadratique recele un degré de conservatisme qu’il est
naturel de vouloir réduire, par exemple a I’aide du concept de stabilité poly-quadratique (cf.
§2.1.3). Néanmoins, le seul résultat vraiment tres probant a notre sens est celui de [108] qui
s’applique au disque lorsqu’il est formulé comme une région EMI. Il s’agit alors de décliner le
théoréme 3.2.

Théoréme 4.2 [108] Soient la paire de matrice (A,,, B) définie par (4.3) et D le disque ouvert
de centre (c; 0) et de rayon r répondant a la définition 1.6 avec

—r2 —c
R - { } . (46)

La paire (A, B) est poly-quadratiquement D-stabilisable par retour statique d’état s’il existe
N matrices symétriques définies positives P;, i = 1,..., N, une matrice G et une matrice .S
vérifiant I’inégalité matricielle

(2 —r?)P, —cP; + Ap,,G + B;S
P+ GA, +S'Bl  P—G-G <0 (4.7)
La matrice de retour d’état est alors donnée par
K =S5G". (4.8)

Démonstration : immédiate d’apres les théoréemes 3.2 et 2.5 [108].

Il convient de rappeler ici que les théoréemes 3.1, 3.2, 4.1 et 4.2 s’appuient sur des formes duales
et concernent des matrices réelles et des régions symétriques (c’est-a-dire que I’on raisonne en
fait sur le spectre de A).

De tels raisonnement s’étendent relativement facilement au cas d’une incertitude polytopique
LFT sur A. Néanmoins, nous ne détaillons pas ces résultats.

L’approche exposée ci-avant (avec toutes ces déclinaisons et extensions) est celle qui, aux yeux
de nombreux automaticiens, illustre le mieux le concept de synthése robuste, au point d’ailleurs,
parfois, pour certains, d’assimiler purement et simplement les deux. En effet, la synthése ro-
buste, dont la définition formelle n’est pas universelle, consiste généralement a trouver, par
une méthode directe, une loi de commande unique qui confére a toute une famille de systémes
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spécifiée au préalable, des performances souhaitées. Il est indéniable que les conditions (4.4)
et (4.7) relévent de cette définition. Sans faire d’assimilation rapide, nous prétendons que les
théoremes 4.1 et 4.2 fournissent des techniques de synthése robuste. Nous reviendrons sur ces
nuances au paragraphe 4.1.3.

Les théoremes 4.1 et 4.2 s’adaptent tres mal au retour statique de sortie et a des régions plus
sophistiquées. Pour le comprendre, il suffit de se reporter au début du paragraphe 3.2.1.4 ainsi
gu’au paragraphe 3.2.2.1. De telles extensions amenent donc des inégalités multilinéaires qui
ne permettent pas la synthése robuste d’un retour statique de sortie.

Cependant, il est parfois possible d’envisager la synthése d’un tel retour selon deux approches :

(@) par extension des théorémes 3.4 ou 3.5 (contrainte de structure sur P ou GG) ;
(b) par extension du théoréme 3.6 (passage d’un retour d’état & a un retour de sortie F).

Si D est une région simple, les deux approches sont a examiner. Si D est une région de pluralité
k > 1, ’approche (a) est bien trop pessimiste et pour tout dire quasi inapplicable. Quant a I’ap-
proche (b), elle requiert le calcul préalable d’une matrice K, ce qui en soi, est déja un probléme.
Dans un cadre de placement non strict, il serait logique de supposer que K corresponde aussi a
un placement non strict. L’algorithme 3.1 serait alors applicable sans que I’on puisse bénéficier
de quelconques degrés de liberté (nous reviendrons toutefois sur I’approche (b) par la suite :voir
§4.2.1.2.2).

Pour toutes ces raisons, le placement non strict, ici associé a la synthése robuste, n’est pas
I’approche retenue dans ce rapport.

4.1.1.3 Pseudo-strict?

L’idée d’utiliser un placement pseudo-strict (cf. §3.4) est de placer les péles nominaux (valeurs
propres de Ag), non a des valeurs trés précises, mais plutdt dans des zones de tolérances Z;,
conduisant ainsi a des ddl sur les valeurs propres elles-mémes. Une fois ces ddl utilisés, une
technique de placement strict de type « placement de structure propre » permet de bénéficier
de la flexibilité offerte par les vecteurs propres. Il apparait donc que ce placement pseudo-strict
est un bon moyen d’exploiter les ddl mais aussi, par le choix des zones Z; et de la région
d’encloisonnement D, de spécifier de maniére non triviale mais assez précise, le compromis
robustesse-performances.

C’est pourquoi, dans ce chapitre, nous avons choisi de privilégier le placement pseudo-strict.

4.1.2 Présentation du probléme formel

A ce stade, il est nécessaire de formaliser les enjeux de maniere plus précise, et pour ce faire,
de fixer un peu la gamme de problémes étudiés. L’on considére donc le placement de poles par
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retour statique de sortie (qui est par nature plus compliqué). La matrice d’évolution nominale en
boucle fermée est Ay = A, + BF'C et la matrice incertaine en boucle fermée, notée A = A(A),
admet A, comme instance particuliére. L’on suppose que A(A) est soumise a une incertitude
polytopique LFT de sorte qu’il existe un polytope de matrices M tel que celui défini en (2.18).
Les performances robustes souhaitées sont traduites par une région D de pluralité £ > 1 (E2MI
ou ECMI par exemple). Les performances nominales sont exprimées en termes de régions de
tolérance Z;. Il va de soi qu’il est nécessaire de veérifier

7 = O Z; C D. (4.9)

=1

Le but est de déterminer, parmi toutes les matrices F' qui conviennent nominalement, une ma-
trice F* qui maximise (ou pour le moins améliore) la D-stabilité robuste.

Remarque 4.2 Méme quand il n’existe pas initialement, dans le polytope, d’instance nominale,
il est toujours possible d’en choisir une arbitrairement (mais néanmoins quelque peu judicieu-
sement, par exemple un barycentre).

4.1.2.1 Critere a optimiser

Puisqu’il faut maximiser un criteére de D-stabilité robuste, il s’agit, pour un retour F' donng, de
faire une analyse quantitative, donc de calculer, par exemple, une borne de D-stabilité robuste
p° telle que celles fournies par les théorémes 2.10 ou 2.13.

41.2.2 Localisation des ddl

Les ddl apparaissent donc sur les valeurs propres et sur les vecteurs propres de Ay. En ce qui
concerne le spectre, ce dernier peut évoluer mais doit rester dans Z. Les parameétres libres qui
permettent de décrire cette région Z sont les «;, 1 et s introduits au paragraphe 3.4.2. Pour les
ddl sur les vecteurs propres, tout dépend de la technique de calcul de F'. Puisqu’au chapitre 3,
les algorithmes 3.3 et 3.4 ont été privilégiés, les ddl, s’ils existent, peuvent étre présents au
niveau des vecteurs z;, d’une part et, z; ou ., d’autre part.

L’ensemble de tous ces ddl est regroupé en un seul vecteur qui est noté z.

4.1.2.3 Probleme d’optimisation

Compte tenu des paragraphes précédents et des conditions proposées dans les théorémes 2.10
et 2.13, le probleme d’optimisation peut se formuler ainsi :
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Déterminer

(z",7") =arg( min (y=p?) (4.10)
z:{Pi}:GU:'Y
sous la contrainte
Gu(M;(F(2),{P:},Gu,~v) <0 Vie{l,...,N}, (4.11)

dans le cas d’une région E2MI ou

z",7") = ar min =p 2 4.12
(2", 7") g(z,{Pki},{Qk,zi},cm(’y p) (4.12)

sous la contrainte

WU(Mi(F(Z))’ {Pkl}’ {Qk,li}y Gka’Y) <0 V{]{}, Z} S {17 B ]%} X {17 cet 7N}' (413)

dans le cas d’une région ECMI.

Une fois le probléme d’optimisation résolu (si possible), le retour F* est donné par F* = F'(z*)
et la borne de D-stabilité robuste est donnée par p* = (y*)~'/2,

4.1.3 Un point de vocabulaire

Quelques éclaircissement lexicaux sont apportés dans ce paragraphe. lls font suite a quelques
critiques formulées envers cette facon d’aborder la robustesse, notamment envers [13]. La ques-
tion se résume en quelque sorte a ceci : peut-on dire que résoudre le probleme 4.10 ou 4.12
revient a faire de la synthése robuste, de la commande robuste, ou encore autre chose ? Tout est
loin d’étre simple quand de mettre tout le monde d’accord il s’agit. Nous faisons tout de méme
une modeste tentative.

4.1.3.1 Synthese ou commande ?

Comme il a déja été dit, la synthése d’une loi de commande consiste a spécifier, au préalable,
quels sont les objectifs recherchés et a déterminer, par une méthode de calcul analytique di-
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recte ou une méthode numeérique convergente, une loi de commande qui répond a toutes les
spécifications. Une telle acception est inspirée de [336]. En ce sens, la résolution des problémes
4.10 ou 4.12 est loin de satisfaire cette définition et le vocable « synthése » est peut-&tre a rejeter.
En revanche, puisque la résolution du probleme d’optimisation conduit & une loi de commande,
il est difficile de ne pas appeler commande une telle fagon de procéder. C’est pourquoi I’on
retiendra par la suite commande plutdt que synthése.

4.1.3.2 Commande robuste ou analyse robuste ?

Une seconde critique formulée suite a [13] concerne I’expression « commande robuste ». La
encore, I’idée est d’imposer les spécifications de robustesse du systéme bouclé et, une fois la
commande calculée, de poser la question : le systéeme bouclé est-il robuste vis-a-vis de I’incer-
titude spécifiée ? A priori, la réponse escomptée est booléenne : oui ou non. Or, dans le cas du
probléme 4.10 ou 4.12, la recherche de p* n’apporte pas de réponse booléenne. Tout ceci est
bien slr formel puisqu’il suffit de préciser une valeur minimale de p et de confronter p* a cette
valeur mais I’idée inhérente a ce probleme d’optimisation est bel et bien de ne pas répondre par
oui ou par non a la question et de plutdt chercher a augmenter la robustesse.

De plus, le probléeme d’optimisation est difficile a résoudre. Loin d’étre directe, cette résolution
ou toute tentative de résolution conduit a itérer, et a calculer F' puis analyser la robustesse a
chaque itération. C’est la raison pour laquelle, I’approche proposée dans ce chapitre, de méme
que dans [84, 13, 55], peut sembler relever plus de I’analyse que de la commande. Nous accep-
tons cette critique. C’est pourquoi, nous proposons de ne pas qualifier de robuste notre approche
de la commande, en tout cas de ne pas associer « commande » et « robuste ». En outre, en toute
rigueur, c’est le systéme bouclé qui est censé &tre robuste et non la loi de commande.

Il s’agit donc de qualifier une loi de commande qui apporte de la robustesse au systéme bouclé.
Hélas, le verbe « robustifier » n’existe pas. A-t-il un équivalent? Pas vraiment. Toutefois, a
la lecture d’un préambule de chapitre de la thése de Dimitri Peaucelle [284] qui citait [303], la
réponse nous est en partie venue. Dans un premier temps, il s’est avéré que « roboratif » signifie
donner de la robustesse et nous avons opté pour « commande roborative » [57]. Mais le vocable
a pour beaucoup perdu son acception originale pour ne conserver que sa connotation culinaire
(par exemple un repas roboratif qui redonne des forces). C’est pourquoi pour éviter ce genre de
comparaison, nous avons « ramené a la vie » un synonyme tombé en désuétude et nous nous
proposons d’introduire le concept de commande roborante ou placement roborant de poles.

Si des techniques de placement de pdles telles que [150, 153] ou de placement de structure
propre telles que [257] relevent de la synthese robuste, plusieurs techniques connues de place-
ment robuste de poles pourrait relever de la commande roborante telle que nous la définissons.
Ainsi, citons la méthode consistant a minimiser un critére de sensibilité des pdles par retour
d’état [215] (fonction pl ace de MATLAB) ou encore ses extensions au placement partiel par
retour de sortie [276], au placement complet par retour dynamique de sortie [121, 122], au pla-
cement par retour d’état en jouant sur des zones de tolérances [233]. Cependant, les problémes
d’optimisation qui y sont formulés sont rigoureusement résolus et dans un tel contexte, I’expres-
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sion « placement robuste » n’a pas paru poser probléme. En revanche, les techniques proposées
dans [84, 87, 283, 241, 242], par exemple, sont bien plus proches, dans la démarche, de ce que
nous appelons commande roborante.

Pour encore distinguer placement robuste et placement roborant, I’on peut noter qu’un place-
ment roborant (tel que nous I’entendons) consiste a partir d’un placement nominal pour le faire
évoluer vers un autre placement apportant plus de robustesse au systéme bouclé (sans garantie
d’optimalité au sens du critere de robustesse utilisé). Il est d’ailleurs amusant de constater que
ce genre d’approche consistant a initialiser le processus de roboration par une loi de commande
nominale n’a pas toujours heurté les esprits. C’est en effet le principe méme des techniques
de commande s’appuyant sur la paramétrisation de Youla, dite également paramétrisation de
Youla-Kucera. Cette paramétrisation fréquentielle (ou polynomiale) est traditionnellement at-
tribuée a D. C. Youla et co-auteurs [373], méme s’ils furent précédés par V. Kucera [230] et
méme par J. R. Raggazini and G. F. Franklin [296]. L’on doit la forme générale & [111], s’ap-
puyant sur le concept de factorisation fractionnelle copremiére, et les interprétations dans I’es-
pace d’état a [275, 118]. La paramétrisation de Youla-Kucera consiste a partir d’un correcteur
stabilisant un systéme pour exprimer I’ensemble des correcteurs stabilisant ce méme systéme.
L’ensemble en question est en fait caractérisé par un correcteur dépendant d’une matrice de
transfert stable qui est libre. C’est la matrice-paramétre de Youla-Kucera. Lorsque celle-ci va-
rie, le correcteur décrit I’ensemble de tous les correcteurs stabilisants. Le paramétre de Youla-
Kucera peut alors varier de telle sorte que certaines performances (nominales ou robustes)
puissent étre atteintes. Ainsi, Youla et Kucera jouerent-ils sur ce parameétre pour résoudre des
problémes de minimisation H,. G. Zames exprima quant & lui le probléme de minimisation H .,
en fonction de ce méme paramétre [376]. Il ne nous appartient pas d’entrer dans les détails tech-
niques de cette paramétrisation dans le cadre de ce rapport. Le lecteur intéressé peut consulter
I’ouvrage [254] trés didactique a ce propos. Il faut aussi remarquer que nombre de problémes
formulés au travers de cette paramétrisation présentent des propriétés de convergence et d’opti-
malité qui ne sont pas retrouvées dans notre approche de placement robuste de p6les. L’approche
de Youla-Kucera serait-elle alors une piste a suivre pour le placement roborant de pdles ?

4.2 Commande roborante

Dans cette partie, une approche pour tenter de résoudre les probléemes 4.10 ou 4.12 est proposée.
Mais auparavant, les difficultés inhérentes a ces problemes sont mises en évidence.
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4.2.1 Difficultes inhérentes au probleme

4.2.1.1 Non-linéarité possible de la matrice incertaine

Il a é&té mentionné que I’incertitude qui affecte A, la matrice d’état en boucle fermée, dans ce
chapitre, est I’incertitude polytopique LFT. Le caractére polytopique de cette incertitude est
issu d’une incertitude polytopique en boucle ouverte. Dans le cas du retour d’état, ceci n’amene
aucune difficulté comme en témoigne le paragraphe 4.1.1.2 ou I’on voit bien que la nature
polytopique de I’incertitude décrite en (4.3) se transmet immédiatement & I’incertitude donnée
en (4.1). En revanche, dans le cas du retour statique de sortie, ce caractére polytopique peut
étre perdu lorsqu’on ferme la boucle. En effet, si, par exemple, la boucle ouverte est associée
au quadruplet de matrices (A,,, B, C, D), ces quatre matrices présentant toutes une dépendance
polytopique, alors la matrice dynamique en boucle fermée est

A=Ay = Ay, +BF(I — FD)"'C. (4.14)

L’incertitude qui affecte la matrice A n’est donc absolument pas polytopique. Il est clair qu’il
convient dans ce cas de supposer que D = D n’est pas affectée par cette dépendance et constitue
une transmission directe constante. Ainsi, la matrice de retour I est elle aussi constante. Dans
la suite de ce mémoire, cette hypothése est retenue.

De plus, méme si D est constante, il reste le produit entre B et C qui confére a A un caractére
plutdt « bipolytopique ». Il est toujours possible que I’'une des deux matrices soit constante
(B = B ou C = () auquel cas le probléme est résolu. Dans le cas contraire, il faut examiner
avec attention I’origine de la formulation polytopique de la boucle ouverte comme suit.

— Les paramétres incertains qui affectent B et C' sont distincts (donc indépendants). Deux sous-
cas sont a envisager :

— on augmente la dimension du polytope que décrit A = A, ;
— on actualise les résultats en proposant des formulations « biconvexes » qui autorisent des
produits de deux paramétres incertains.

En réalité ces deux facons de procéder sont complétement équivalentes comme on peut le
comprendre a la lecture de [56] et A admet une description polytopique sans conservatisme.

— Les paramétres incertains qui affectent B et C' ne sont pas indépendants : I’on peut alors
raisonner comme s’ils I’étaient et se ramener au cas précédent. Ceci se fait au prix d’un
certain conservatisme.

L’on verra toutefois que dans certains cas, la nature polytopique de la matrice [ B C ] peut ne
pas étre un souci (cf. §4.2.1.2.2).
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4.2.1.2 Limites sur les dimensions

Une autre difficulté rencontrée dans cette technique de placement roborant concerne les dimen-
sions du systéme. L’on a vu au chapitre 3 que le placement de pdles (strict ou pseudo-strict),
n’est possible par la technique adoptée ici (cf. §3.3.4) que si la condition de Kimura non stricte
est vérifée, a savoir

m+p = n. (4.15)

Or, tous les systemes ne vérifient pas cette condition. Par conséquent, il convient de distinguer
les systémes de réalisation (A,,, B, C, D) selon deux classes.

— laclasse S, des systéemes vérifiant (4.15) ;
— laclasse S_ des systémes ne vérifiant pas (4.15).

Pour les deux types de systémes, il est nécessaire de chercher a calculer une matrice de retour
de sortie qui place les p6les souhaités, et ce & chaque étape du processus d’optimisation.

42121 CasS,

Lorsque le systéme appartient a la classe S, il suffit, pour placer un spectre donné, d’appli-
quer I’algorithme 3.4. Les systémes de S sont donc les plus faciles a commander.

42.1.2.2 CasS_

Lorsque le systéme appartient a la classe S_, I’algorithme 3.4 ne s’applique pas. Une possi-
bilité reste de passer par un retour d’état. Ainsi, I’on peut calculer une matrice de retour d’état
K grace a I’algorithme 3.2 puis tenter de déterminer une matrice de retour de sortie F' telle
que (Ay, + BK) et (A, + BEC) partagent la (les) méme(s) matrice(s) de Lyapunov vis-a-vis
de la région de robustesse considérée. Pour cela, I’on peut s’inspirer de I’idée de [285, 11] ex-
posée dans le paragraphe 3.2.2.3. Dans le cas d’une région E2MI par exemple, il est possible de
faire en sorte que les matrices de Lyapunov soient communes sur tout le domaine incertain. Le
théoreme 3.6 s’étend donc au résultat que nous détaillons ci-apres.

L’incertitude en boucle ouverte est caractérisée par le polytope

{{%(g;) Bg)]—iei{%? %}, ee@}. (4.16)

De ce fait, pour un retour d’état K et un retour de sortie ', I’on définit les deux matrices :
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Ao, (0) = Ay (0) + B(O) K
0cO (4.17)
Ao(0) = Ay(0) +B(O)F(I — FD)~'C

Il est important de noter que si A, décrit un polytope de matrices lorsque ¢ décrit ©, ce n’est
pas forcément le cas de A,.

Enfin, I’on peut supposer qu’une incertitude LFT vienne s’ajouter a celles affectant déja A, et
Aq pour générér respectivement les matrices incertaines en boucle fermée :

Ae = Ac(0,A) = Ao (0) +B(O)K + J(0)A(O)L(6)
0c®
A=A(I-ZB)A)"' & Ac(A=A(p)
A= A(0,A) = Ayo(0) + B(O)F(I — FD)~1C + J(6) A(6)L(H)

(4.18)
impliquant indirectement le polytope de matrices
Abo B J N N Aboi BZ Jz
M=M@O)=| C D 0= @M)=> 6| ¢ D 0 ||, 6c®
L 0 2z i=1 i=1 L, 0 Z
(4.19)

La encore, il faut remarquer que A, est soumise a une incertitude polytopique LFT alors que A
peut étre un peu plus complexe. L’on définit les deux matrices

ho,(0) J(0)
=m0 = | 5 26 |

€O, (4.20)

M = M() = {AO(Q) J(6) ]

L(6) Z(0)

M., décrit un polytope de matrices mais pas forcément M.
Soit Dy une région E>MI. La Dy-stabilité robuste de A, et A vis-a-vis de © x A(p) est as-

surée par I’existence des mémes matrices de Lyapunov s’il existe un ensemble P(6) de matrices
dépendantes de parametres P, (0) = P/(6) > 0 telles que

QU(Me(Q)v P<9)7 7) <0

QU(M(6)7 P(Q), 7) <0

Vo e ®© (4.21)
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ol v = p~2 et ol I’expression de U(,, ., .) est donnée dans la condition (2.34) du théoréme 2.9.
Conformément au paragraphe 2.3.4.3, chaque condition prise indépendamment devient nécessaire
si I’ordre de Dy est d = 1.

Nous proposons le théoreme suivant qui s’appuie sur [55] et [304] pour associer les théoremes 2.9
et 3.6.

Théoréme 4.3 Soit Dy une région E2MI répondant a la définition 1.9. Soient aussi deux ma-
trices incertaines A, et A telles que celles définies en (4.18), ou K est donnée et od F est in-
connue. Il existe une matrice F’ telle que la condition (4.21) est vérifi€e s’il existe V ensembles
P;,i = 1,..., N, chacun constitué de k£ matrices hermitiennes définies positives P, € C"*",

k=1,...,k, une matrice non singuliére X € IR™ ™, une matrice G, € € 4"+m*d) et yne
matrice H € IR™*7? telles que
Hy(M;, Py, Gy, K, X, H,v) <0 Vie{l,...,N}, (4.22)
avec
HU(miaPiaGU7K7XaH77> =
-z -
0] 0 |LolL
k=1
0 [0 0] 0 0 +
0 0| Iy |1L®Z
ILiL; |0 | 0|47 —vlg |
G H
Q OU} [Id®A6i\—Idn\Id®BiId®Ji\0}> +
0 !
0
Lim | La® X) | ~La@ K | 0| —Ign [O]O ]| +
0
0
0 ’
0
Iim | La@H) [ I;@C;|0[0]0]0] (4.23)
0
0
ety =p2.

La matrice F' est donnée par
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S

F=F(I,+ DF)™ = (I, + FD)™'F, (4.24)

F=X"H. (4.25)
Les matrices A, et A sont alors D -stables de maniére robuste vis-a-vis de © x A(p).

La démonstration se déduit de [55, 304]. C’est en fait, de maniére suffisante, la D -stabilité
poly-quadratique qui est prouvée. Il importe de repérer, pour cette condition suffisante d’exis-
tence de F', quelles sont les sources de conservatisme.

L’on raisonne sur les sommets plutdt qu’a chaque instance 6 et il y a donc suffisance lorsque
I’on construit la combinaison convexe.

Il est nécessaire que K Dy -stabilise la matrice A, pour que (4.22) admette une solution.

Le cas d > 1 rend chacune des conditions de (4.21) déja pessimiste.

L’on oblige X et H a étre réelles pour que £’ le soit aussi.

Bien que I’on puisse tenter de minimiser v donc de maximiser p pour obtenir p°, ce qui permet
de faire en méme temps la commande et I’analyse en robustesse, il faut bien comprendre que
selon la valeur de K, le systeme (4.22) peut étre insoluble.

Quoique A ne soit pas forcément soumise a une incertitude polytopique LFT dés lors que B
et C présentent toutes deux cette formulation polytopique, le raisonnement reste valable car
dans (4.22), les matrices B; et C; n’apparaissent pas dans le méme bloc, contrairement a I’ap-
plication directe de la relation (2.35) sur A. C’est sans doute le seul avantage a se retrouver dans
le cas des systemes de la classe S_.

Il est possible de tenir le méme style de raisonnement pour une région ECMI. Le conserva-
tisme lié & d > 1 n’aplus lieu d’étre. En revanche, il y a kN LMI a traiter mais il faut conserver
une seule matrice X et une seule matrice H, comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 4.4 Soit D une région ECMI répondant a la défintion 1.13. Soient aussi deux ma-
trices incertaines A, et A telles que celles définies en (4.18), ou K est donnée et D-stabilise une
paire (A, (6*),B(0*)) pour une instance #* € ©, et ou F est inconnue. Il existe une matrice F
telle que A est D-stable de mani€re robuste vis-a-vis de © x A(p) s’il existe N'k matrices her-

mitiennes P, e C"*", k=1,..., ki =1,..., N, des matrices hermitiennes définies positives
Qri, €TV k=1,....k1=1,...,Li=1,...,N,ainsi que k matrices G, € ¢ "+,
k=1,...,k,une matrice non singuliere X € IR™*™, et une matrice H € IR™*? telles que

HW(m’HPkak,lz?Gk?K7X>H77)<0 \V/{Z,k}e{l,,N}X{l,,%}, (426)
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avec
Hw (O, Pr,, Qi Gi, K, X, H,7y) =
) . i
ol o] L
Rk®Pki+Zq)k,l®Qk,li O} 0} 0Z
=1
0o 0T 0 |7
00 0| -1, Z
L Lz 0 0 Zz _/VL” i
G H
({ Ok][Aei—In\Bi Ji 0]) +
0 !
0
i | X[ =K |O[~In|O]O ][ +
0
0
0 !
0
L [H[Ci]0]0]0]0] (4.27)
0
0
ety =p 2

La matrice F' est donnée par (4.24) et (4.25). La matrice A, est alors elle aussi D-stable de
maniére robuste vis-a-vis de © x A(p).

Il est nécessaire d’imposer que K D-stabilise une instance (A, (6°),B(6*)) car en réalité, la
condition (4.26) n’est qu’une condition de 0D-régularité robuste. Cette hypothese assure donc,
par continuité, une bonne répartition des valeurs propres de A.

Il faut également préciser que, si cette technique est adoptée, les probléemes (4.10) et (4.12)
se réexpriment respectivement :
déterminer

*Ar) = i = p2 4.28
(z",7") arg(z’m}r’gg}xm(v p)) (4.28)

sous la contrainte

HU(miaPhGU)K(Z)’XaHv/Y)<O VZ'E{L...,N}, (429)
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ou déterminer

* Lk . —9
z", =ar min = 4.30
=77 g(z7{Pki}a{Qk,li}va7’Y(’y ) (4.30)

sous la contrainte

Hw(mi,Pki,QkJi,Gk,K(Z),X, H,’)/) <0 V{k,l} - {1, .. ,/;Z} X {1, . ,N} (431)

4.2.2 Tentative de résolution du probléme

Dans ce paragraphe une approche pour tenter de résoudre, soit le probléme (4.10) ou (4.12)
(dans le cas d’un systeme de classe S. ), soit le probléme (4.28) ou (4.30) (dans le cas d’un
systeme de classe S_) est proposée. L’on ne parle que de tentative pour deux raisons :

— I’optimalité de la solution fournie n’est pas garantie (commande roborante) ;
— il est possible qu’aucune solution ne soit trouvée (il peut d’ailleurs ne pas en exister).

La difficulté du probléme est d’abord mise en évidence. Ensuite, puisqu’il est nécessaire d’abor-
der un probléme d’optimisation de facon itérative, le déroulement de certains aspects d’une
itération est détaillé. Enfin, la technique d’optimisation elle-méme est résumée.

4.2.2.1 Non-linéarité du probleme

Dans les problémes (4.10), (4.12), (4.28) et (4.30), de nombreuses variables d’optimisation ap-
paraissent. Toutefois, il est extrémement difficile de les exploiter toutes sur le méme plan. En
effet, si I’on prend par exemple, le probléme (4.10), v, P; et Gy sont des variables qui per-
mettent d’optimiser le critére de robustesse et ce sans altérer la loi de commande (c’est-a-dire
un choix de z). A contrario, z correspond aux parametres de choix de cette loi de commande.
Ce sont finalement les composantes de z qui sont les vrais parameétres pertinents, les autres va-
riables n’intervenant qu’en second lieu dans une phase analytique.

Compte tenu de la non-linéarité profonde de K ou de F par rapport a z, le critére d’optimisation
est lui aussi trés non linéaire. Pour cette raison, il n’est pas trés approprié d’exploiter des tech-
niques d’optimisation basées sur les gradients ou sur les méthodes de Newton (chaque itération
peut générer un souci numérique et des cycles infinis ont été constatés). Cependant, le calcul
analytique étant exclu, il faut néanmoins passer par une technique numérique itérative. L’idée
est de faire évoluer le vecteur z en fonction de la valeur de p qu’il génére. L’évaluation de p(z)
constitue une partie intégrante de I’itération.
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4.2.2.2 Détail d’une partie d’'une itération

Le processus d’optimisation se schématise donc a priori comme indiqué par la figure 4.1, méme
si ce schéma sera ultérieurement modifié.

E Initialisation de z }

gy
!

Y
} EVALUATION :

[ Evolution de z calcul de p(z)

A

non Critére de fin

oui

[ o P }

F1G. 4.1 — Principe du processus d’optimisation

Par ce schéma, I’évaluation se révele importante dans une itération du processus. Il convient de
distinguer le cas S_ du cas S, . Les organigrammes respectifs pour I’évaluation au cours d’une
itération sont donnés par la figure 4.2.

4.2.2.3 Heuristique de résolution

L’évolution de z est I’autre point essentiel d’une itération. Comme il a été mentionné plus avant,
il est difficile de faire évoluer z selon des techniques d’optimisation classique. C’est pourquoi,
la souplesse numérique requise nous a conduit & envisager une heuristique d’évolution basée
sur les algorithmes génétiques ou plus exactement ici, chromosomiaux.
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oui non

CasS_. CasS_

Y Y
Application de I’ algorithme 3.3 ou 3.4 Application de I’ agorithme 3.2
avec ¢ = p pour déduire F'(z) de z pour déduire K (z) dez

' '

Calcul de p(z) par minimisation de Calcul de p(z) par minimisation de ~y
sous la contrainte ( 4.11) ou (4.13) sous la contrainte (4.29) ou (4.31)
(utilisation d’'un logiciel LMI) (utilisation d’un logiciel LMI)

J solution alaLMI

oui

[ p(z) est donné par laLMI }

Y

FI1G. 4.2 — Principe de I’évaluation

4.2.2.3.1 Algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques sont inspirés de la théorie darwinienne [101, 102], en particulier
du concept de sélection naturelle. Darwin explique que I’apparition d’espéces distinctes ainsi
que leur évolution se fait a travers cette sélection naturelle. Assez grossiérement, cette théorie
se résume a I’idée qu’au sein d’une méme espéce, ce sont les individus les plus forts ou les plus
adaptés a leur milieu qui orientent I’évolution de I’espéce en se reproduisant plus que les autres
et en mutant (« la survivance du plus apte » selon la propre expression de Darwin).

En dehors de toute considération de biologie humaine, I’on peut reprendre cette notion de
sélection naturelle dans nombre de disciplines ou un probléme d’optimisation compliqué ap-
parait. Chaque individu correspond alors a un jeu de variables et le critére retenu permet de
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déterminer les individus les plus forts jusqu’a faire émerger le plus fort. 1l faut donc partir d’une
population d’individus initiale et la faire évoluer de générations en générations pour améliorer la
qualité de la population au sens du critére, ce qui, par sélection naturelle, privilégie I’émergence
de meilleurs individus. Ce principe est schématisé par la figure 4.3.

Génése

-

\

/
Evaluation

/
ction

\

Y

ransformation

oui

Résultat

FiG. 4.3 — Processus de sélection naturelle

Pour désagréable que soit I’utilisation des différents vocables de la terminologie des algorithmes
génétiques, il est néanmoins préférable de commenter ce schéma. Un tel processus commence
par la génése d’une population initiale d’individus. Chaque individu est évalué au sens du critere
d’ou la phase d’évaluation. Cette phase conduit a sélectionner les individus ayant le mieux
répondu au critére. Ainsi, seuls ces individus seront a I’origine de la génération suivante, par
le biais d’une transformation correspondant elle-méme a différentes opérations. La nouvelle
génération comporte le méme nombre d’individus que la précédente (espace restreint suscitant
la sélection). Si la génération obtenue est satisfaisante (en particulier le meilleur individu), le
processus est arrété et les résultats sont extraits. Dans le cas contraire, la nouvelle génération su-
bit a son tour une phase d’évaluation-sélection-transformation et ainsi de suite, de générations
en générations, jusqu’a ce que le processus soit estimé a sa fin. C’est ce principe que retient
Holland pour inventer une heuristique de résolution d’un probleme d’optimisation appelée algo-
rithme génétique [188]. Les extensions de son idée sont maintenant fort nombreuses [302, 162].

Avant de détailler les phases de sélection et de transformation, il est nécessaire d’introduire
un peu de vocabulaire. Il n’y a pas toujours cohérence d’un travail a I’autre aussi utilisons nous
un formalisme que nous ne prétendons pas universel mais qui, au contraire, nous est peut-étre
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partiellement propre.

Un individu est donc un jeu de variables d’optimisation.

L’ ensemble des individus constitue la population.

Chaque évolution de la population (de taille constante) conduit a une génération.

Un individu peut se scinder en sous-ensembles de variables d’optimisation appelées cellules
(concept non utilisé ici).

Chaque variable d’optimisation peut étre appelée chromosome.

Chaque chromosome admet une approximation en code binaire dont les digits sont appelés
genes.

A ce stade, I’évaluation d’une génération est assez facile a définir. Si I’on part du principe que
la population est de taille constante z, il s’agit d’utiliser le critére retenu pour définir la qualité
de I’espéce a chacun des z individus de cette génération. Une fois tous ces individus évalués,
il est alors possible de procéder aux phases de sélection et de transformation dont quelques
opérations possibles sont maintenant exposeées.

Il existe principalement deux types de sélection :

— Seélection proportionnelle : dans sa version la plus simple, elle consiste a éliminer de la
population une proportion d’individus correspondants aux plus faibles au sens du critére,
selon la phase d’évaluation. Seuls les individus restants, appelés parents, engendreront la
génération suivante (voir la phase de transformation).

— Seélection par tournoi : un peu plus complexe, cette alternative consiste, pour chaque indi-
vidu a retenir, a « organiser » un tournoi parmi un échantillon de la population et ne retenir
comme parent, que le vainqueur du tournoi, a savoir le participant le mieux évalué. Il faut
gérer autant de tournois que de parents a retenir. L’ intérét d’une telle sélection en comparai-
son de la précédente ne nous semble pas évident méme si son but est de réduire le risque de
convergence locale.

Une fois cette sélection des parents assurés, ils doivent engendrer, lors de la phase de trans-
formation, la génération suivante. Cette transformation peut correspondre aux opérations sui-
vantes :

— Croisement : il constitue I’opération absolument essentielle d’un processus évolutionnaire.
Il s’agit de la création de nouveaux individus appelés enfants a partir de deux parents (quel
beau programme !). Une distinction est ici faite sur la nature du croisement.

— Croisement génétique : dans le cas ou les individus sont binarisés, il s’agit d’opérer entre
deux parents, une permutation de séquences de genes (donc deux séquences binaires).
Ces séquences sont localisées de facon aléatoire, ce qui implique bien sdr I’existence de
nombreuses variantes.

— Croisement chromosomial : dans le cas ou le codage binaire n’est pas exploité, I’idée est
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de combiner les mémes chromosomes de deux parents ; et & de la génération i (ex : des va-
riables d’optimisation) ici notés c§ et ¢l (c§ étant le mieux évalué) pour générer un « chro-
mosome enfant » noté ¢/%', selon I’opération

il =ry(ch — c) + ¢ (4.32)

Le scalaire r; € [0; 1] est un indice de non-ressemblance qui peut étre choisi aléatoirement
a chaque génération et méme a chaque opération de croisement. Il constitue un degré de
liberté pour tenter de régler la vitesse de I’évolution. Cette opération mathématique peut
étre appliquée a chaque chromosome mais aussi a chaque cellule ou a chaque individu
(comme dans les cas que nous avons traités).

— Mutation : elle consiste a modifier (altérer) un ou plusieurs génes (ou chromosomes) de
facon aléatoire sur une partie des parents pour générer de nouveaux individus. Le nombre de
mutations que peut subir un parent ainsi que leurs intensités sont des parametres de réglage de
I’algorithme. Cette opération ne doit pas étre négligée car elle évite une trop grande ressem-
blance des individus de la population, ressemblance inhérente a la sélection et au croisement.
Du point de vue de I’optimisation, cela signifie que la mutation réduit le risque de conver-
gence locale.

— Stratégie élitiste : moins essentielle que les deux opérations précédentes, elle consiste a
toujours porter au nombre des parents le meilleur individu au sens du critére, ce en vue
d’améliorer la convergence du processus. Cet individu, non seulement subira croisement
et mutation, mais en outre, sera dupliqué (donc cloné) pour produire un enfant indentique.
Ainsi, il devient impossible qu’une génération voie son champion moins bon que celui des
générations précédentes. En pratique, ceci signifie que le critére ne peut diminuer en cours
d’évolution.

Le test de convergence d’un tel processus peut &tre soit fondé sur une faible évolution du critére
a I’issue de plusieurs générations successives, soit simplement consister en un nombre maximal
d’itérations (ce que nous conseillons plutdt), soit encore répondre a une association des deux
facons de procéder. Quoi qu’il en soit, la convergence globale n’est pas démontrée. Cela étant,
bien des problémes extrémement non linéaires peuvent voir leur solution approchée par ce genre
d’algorithmes et ce de maniére tres souple sur le plan numérique. Le maximum maximorum
(maximum obtenu sur toutes les générations) a toutes les chances de se situer a proximité du
maximum global.

4.2.2.3.2 Algorithmes chromosomiaux

Parce que les codes binaires sont parfois difficiles & manipuler (ils requierent des outils de
conversion de code réel a code binaire et réciproguement dont la manipulation augmente le
temps de calcul et induit un quantum de conversion), il est parfois plus simple de conserver le
code réel des variables d’optimisation. Si chaque variable constituant I’individu est assimilé a
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un chromosome (comme suggeéré plus avant), I’on peut parler d’algorithmes chromosomiaux
plutdt que génétiques. C’est I’idée (si ce n’est le vocabulaire) retenu dans [271]. Le croisement
chromosomial est alors de rigueur. Cette version simple des processus évolutionnaires a tou-
jours été retenue dans le cadre des études qui suscitent ce rapport.

L’application des algorithmes chromosomiaux au probléme de placement roborant de poles
consiste donc a générer une population initiale de z individus z;. Cette population doit su-
bir un processus évolutionnaire selon le principe de la figure 4.3. Dans la phase d’évolution,
chaque individu d’une génération est évalué selon le schéma de la figure 4.2. Lorsqu’une loi
de commande nominale (non roborée) est initialement disponible, ce qui est possible lorsque
la condition non stricte de Kimura est satisfaite (m + p > n : systéme de classe S, ), et a for-
tiori lorsqu’il s’agit d’une commande par retour d’état, il est judicieux d’insérer I’individu z;,,;;
correspondant a cette loi nominale dans la population initiale afin que que toute commande ro-
borée générée par le processus évolutionnaire soit au moins aussi « robuste » que la commande
initiale.

Remarque 4.3 Dans le cas S_, il est possible que plusieurs générations se succeédent sans
gu’aucun individu ne génére une borne non nulle. Si le probléme n’a pas de solution, il va
de soi que ces générations infructueuses se succederont jusqu’a ce gu’un terme soit mis au
processus.

La grande souplesse et I’efficacité récurrente des algorithmes chromosomiaux n’est pas propre
aux problemes d’optimisation exposeés ici. Ces algorithmes ont déja été utilisés dans le cadre le
de la commande robuste, par exemple dans [283, 241, 243, 109].

A I’issue du processus évolutionnaire, il est possible de poursuivre I’optimisation par une tech-
nique plus classique, par exemple basée sur les gradients. Ainsi, I’algorithme chromosomial
« dégrossit » avantageusement le probléme et évite les écueils (minima locaux) en se rappro-
chant d’un optimum supposé global. Quant a la technique d’optimisation plus classique, elle
peaufine la convergence vers cet optimum.

4.2.2.3.3 Exemple final
Pour illustrer les propos des paragraphes précédents, nous présentons ici un petit exemple ex-

trait de la these de Jérdme Bosche [55]. Le modéle est inspiré d’un passage de [135]. Il s’agit
d’un modeéle simplifié de satellite nominalement décrit par le triplet de matrices

0 1 0 0 0 —2 —2.5
—10I' —10I' 10I' 1068 0 -5 3,3

Apo == 0 0 o 1 | B0 |7 8,5 (4.33)
r § I =6 1 -2 -3,3
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L’on note que le modéle appartient a la classe S_. Le couple I" est soumis a une incertitude
additive Ar de sorte que I' = I'y + Ar, ou le terme nominal vaut I'y = 0,35 et le terme
incertain vérifie |[Ar| < 0,03. De méme, le frottement visqueux est soumis & une incertitude
Ay telle que 0 = dp + As avec 6y = 0,028 et |As| < 0,001. La matrice dynamique incertaine
en boucle ouverte s’écrit donc

00 00 0 00 0
10 0 10 0 0 —10 0 10

Apy = Ao + 00 o0oldTH o o0 oA (4.34)
10 —1 0 0 10 -1

Elle décrit ainsi un polytope a quatre sommets, de méme que la matrice

Ay, B
C D |’

ouB = B,C = CetD = 0. Lorsque I’on applique une loi de commande par retour sta-
tique de sortie associé a la matrice F' € IR'*?, elle méme soumise a une incertitude additive
d’implantation Ay, la matrice dynamique incertaine en boucle fermée s’écrit

A=Ay +B(F + Ap)C = Ay + BARC. (4.35)

Cette structure d’incertitude est une instance de I’incertitude polytopique LFT (2.16) pour la-
quelle J(¢) = B = B,L(#A) = C = C, Z(0) = D = 0 et A = Ap. Bien entendu, lorsque
0 décrit ©, cela signfie que Ar et A décrivent les intervalles auxquels ils appartiennent. Le
probléme ici abordé est de calculer F afin que le spectre de A = A(6,A) appartienne a la
région E2MI Dy = Dy, U Dg, U Dg,, quels que soient § € © et A € A(p). Les trois sous-
régions Dg, sont des régions EMI, a savoir deux disques ouverts de rayon 2 respectivement
centrés en (—3 + 3i) et (—3 — 3i) auxquels s’ajoutent le demi-plan défini par Re(s) < —6. Les
zones de tolérance Z; associées aux valeurs propres nominales (celles de Aq = A,, + BFC)
sont deux disques de centres (—3 + 3i) et (—3 — 3i) et de rayon 0,95 ainsi que deux segments
de I’axe réel : [—7,05; —8,95] (centré sur -8) et [—9, 05; —10, 95| (centré sur -10). Elles sont
bien slr contenues dans Dy. En outre, la matrice F' doit étre telle que le rayon p de la boule
A(p) a laquelle appartient I’incertitude d’implantation A = A est maximal afin que la loi de
commande soit la plus résiliente possible, c’est-a-dire la moins fragile.

Pour résoudre ce probléme d’optimisation, qui n’est autre que le probléme (4.28), Jérdome
Bosche applique un algorithme chromosomial utilisant une population d’une taille constante de
100 individus. Il n’y a pas de loi de commande nominale disponible. A la septiéme génération,
une premiere matrice de retour de sortie admissible est détectée :
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Fiip = [ 40,1 =7,5]. (4.36)

Elle conduit a la borne de Dy;-stabilité robuste (ici un indice de résilience robuste)

P = 0,7004. (4.37)

Toutefois, apres 52 générations, le processus évolutionnaire fait apparaitre une matrice de retour
de sortie finale

Fpin=[ 74,2 —20,9 ]. (4.38)

Elle conduit a la borne de Dy-stabilité robuste

Poin = 3,9285, (4.39)

ce qui représente une sérieuse roboration par rapport a la septieme génération. 1l est facile,
numériquement, de vérifier que, si la matrice A, = (A¢ + B(F}i, + Ap)L) est évidemment
Dy-stable vis-a-vis du domaine © x A(p%;,), la matrice Ajnix = (Ag + B(Finir + Ar)L) ne
I’est absolument pas [55].

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, le principe de la commande roborante et plus précisément du placement ro-
borant de pdles a été exposé. Il s’agit de faire évoluer une loi de commande de type placement
de pdles par retour statique d’état ou de sortie (cf. chapitre 3) afin d’améliorer la D-stabilité de
la matrice dynamique en boucle fermée, celle-ci étant soumise a une incertitude polytopique
LFT. D est une région E2MI ou ECMI (cf. chapitre 1). Les critéres retenus sont les bornes
de D-stabilité robuste présentées au chapitre 2. Les problémes d’optimisation mis en évidence
étant fortement non convexes, une heuristique de résolution basée sur les algorithmes chro-
mosomiaux a été retenue. L’expérience de deux théses [13, 55] a montré que, sans garantie
d’optimalité, I’heuristique s’avérait néanmoins tout a fait raisonnable, voire franchement effi-
cace.

La perspective essentielle liée a ce chapitre nous parait étre celle soulevée par la remarque 4.1,
a savoir la possibilité d’exploiter le concept de D-stabilité robuste et éventuellement les régions
non connexes dans la détermination d’une loi de commande roborante, constituée d’un obser-
vateur et d’un retour statique d’état reconstruit.
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Dans ce mémoire, une approche de la commande robuste a été abordée. Cette approche reléve
de la recherche de performances transitoires robustes. Les modeles qui ont été retenus sont
des représentations d’état linéaires invariantes dans le temps, de sorte que les performances
transitoires ont été envisagées en termes de D-stabilité de la matrice d’évolution. Par ailleurs,
la présence d’incertitude sur cette matrice a conduit aux notions de D-stabilité robuste et de
bornes de D-stabilité robuste. Pour élargir la gamme des spécifications de performances ro-
bustes considérées, une incertitude assez générale a été retenue : I’incertitude polytopique LFT.
De plus, I’ensemble des régions envisagées comprend un large panel de régions non connexes
(intersections ou unions de sous-régions). Ces possibilités offertes rendent les outils d’analyse
présentés relativement génériques. Les conditions de D-stabilité nominale et robuste exposées
dans ce rapport I’ont été en termes de LMI ce qui les rend, pour des dimensions raisonnables,
numériquement exploitables.

Sur le plan de la commande, un effort particulier a &té apporté au développement de lois de com-
mande par retour statique nominalement D-stabilisantes, et, en particulier, au placement strict
de pdles par une approche modale. L’idée était alors d’associer ces lois de commande avec
les outils d’analyse robuste précédemment exposés. Il s’est ensuivi I’introduction du concept
de commande roborante qui consiste a faire évoluer une commande nominale dans le but
d’améliorer la robustesse du systeme bouclé, et ce, sans figer a priori le domaine d’incerti-
tude (a I’opposé de la commande robuste qui détermine une loi de commande pour une famille
prédéfinie de modeles). Dans ce rapport, les bornes de D-stabilité robuste ont constitué le critére
de robustesse, et le placement de pdles a servi de principe de détermination de la loi de com-
mande, conduisant ainsi & la notion de placement roborant de péles. A ce stade, I’approche pro-
posée s’est révélée numériquement suffisamment compliquée pour justifier I’utilisation d’heu-
ristiques tels que les algorithmes génétiques, ou, plus précisément, chromosomiaux.

Si parmi les travaux associés a ce mémoire, les contributions essentielles devaient étre retenues,
nous choisirions celles-ci :

— élargissement du panel de régions D envisageables dans un cadre de D-stabilité robuste, en
particulier les régions non connexes;

— utilisation du concept de 9D-régularité d’une matrice pour réduire le conservatisme des outils
d’analyse associés a certaines régions;

— souci constant d’établir un lien théorique avec le lemme de Kalman-Yakubovich-Popov, la
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S-procédure et leurs différentes variantes et extensions ;
— développement d’une technique de placement de pdles via la notion de structure propre pour
le cas ou la condition de Kimura est vérifiée de fagon non stricte.

Les perspectives directes a donner a ce travail ont été citées au cours des différents chapitres
mais les principales sont néanmoins rappelées :

— réduction du conservatisme des conditions en prenant notamment en compte la réalité de
I”incertitude (voir les articles [181, 295, 45]) ;

— développement d’une méthode efficace de placement de pbles D-stabilisant non strict par
retour statique de sortie, ce qui revient a résoudre le probléme de la stabilisation par un retour
du méme type (vceu pieux ?) ;

— résoudre le probléeme de placement strict de pdles par retour statique de sortie lorsque la
condition non stricte de Kimura n’est pas vérifiée (autre veeu pieux ?... peut-étre mais voir
néanmoins [22, 367]);

— proposer la premiére synthése directe (non itérative) d’une loi de commande par retour sta-
tique d’état assurant un placement non strict dans une union de sous-régions;;

— prendre en compte rigoureusement des observateurs dans les lois de commande.

Toutefois, nous envisageons des perspectives moins directes ou le concept de D-stabilité (nomi-
nale dans un premier temps, robuste dans un second), s’appliquerait a deux classes de modéles :

— les modeles singuliers [100], parfois appelés descriptor models en anglais, ce qui conduirait
au concept de D-admissibilité;

— les modéles multidimensionnels [305, 133, 60, 61, 291, 208, 1, 142] pour lesquels les perfor-
mances transitoires restent a relier rigoureusement a la notion de zéros d’une matrice poly-
nomiale a plusieurs variables dont il faudrait d’ailleurs définir et analyser la D-stabilité (voir
[173]). L’approche reposerait toujours sur les LMI comme dans les articles [119, 144, 145,
269, 146, 54, 53]. La recherche d’une condition LMI unique de stabilité des systéemes multi-
dimensionnels hybrides (c.-a-d. comportant a la fois des dynamiques continues et discrétes)
est un défi particulierement tentant a relever.

Les annexes A et B exposent I’avancée de nos travaux, respectivement sur les modéles multidi-
mensionnels et les modéles singuliers.

Indépendamment de ces perspectives, nous pensons aussi que I’avenir de I’ Automatique, en
tant que discipline de recherche, appartient peut-étre, pour partie, aux numeériciens et au cher-
cheurs en optimisation. Nous en voulons pour illustrations parmi tant d’autres le mémoire [9]
ou I’article [322].

Pour conclure ce mémoire, nous souhaitons revenir a la fusée Ariane évoquée en introduc-
tion et qui, en sa qualité de pendule inverse, est a rapprocher de la baguette de pain. En effet,
I’enfant sortant de la boulangerie, mandaté par un parent pour acheter une baguette, sera tenté
d’avancer en gardant cette derniere en équilibre vertical dans la main. S’il ne souhaite pas voir
la baguette tomber dans une flaque d’eau, nous ne saurions trop lui conseiller de penser fort
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aux concepts de I’automatique (pas nécessairement a la D-stabilité robuste) et de prévoir des
tuyéres orientables. Nous nous en tiendrons la pour ce qui reléve des aspects expérimentaux de

I’automatique.
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Ces annexes sont congues de telle sorte qu’elles puissent étre lues de fagon
indépendante du corps du mémoire. Elles correspondent a certaines de nos contribu-
tions qui nous paraissent suffisamment significatives pour étre mises en évidence mais
qui sortent néanmoins quelque peu du sujet retenu pour ce rapport.
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ANNEXE A

SYSTEMES MULTIDIMENSIONNELS : UNE
VERSION n-D DU LEMME KYP

Cette annexe reprend I’essentiel de I’article [23]. Elle traite de I’analyse robuste des
systéemes multidimensionnels décrits dans I’espace d’état par des modeles de Roesser
et propose une version multidimensionnelle du lemme de Kalman-Yakubovich-Popov.
Bien que seules la stabilité robuste, la performance H., et la positivité réelle y soient
considérées, I’approche méme témoigne du lien direct avec la notion de D-stabilité des
modeles multidimensionnels, comme le souligne le rapport spécifique [20].
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A.1 Introduction

Durant les trois derniéres décennies, les systémes multidimensionnels également dénommés
systémes n-D [60, 62, 142, 210] ont fait I’objet d’une grande attention. Ces systémes sont ca-
ractérisés par des matrices de transfert impliquant plusieurs variables « de Laplace » indépen-
dantes qui peuvent correspondre a diverses échelles de temps et d’espace. Ceci résulte de la
propagation d’informations dans plus d’une seule direction, ce qui est la différence essentielle
avec modeéles classiques monodimensionnels (1-D), pour lesquels I’information ne se propage
que dans une seule direction.

L’intérét porté aux modeles n-D émane principalement d’une grande variété d’applications in-
cluant le filtrage n-D [39, 245], le codage et le décodage n-D [328], le traitement d’image [66]
(dans ce cas, on a généralement n = 2 ou n = 3), le traitement du signal multidimension-
nel [124]. La théorie des systemes multidimensionnels s’applique également avec succes a
I’analyse des procédés possédant des dynamiques répétitives (voir par exemple I’ouvrage [306]
et les références qui y sont contenues).

Essentiellement deux formes de modeles d’état ont vu le jour pour décrire de tels systémes.
La premiére est a mettre au crédit de Roesser [305] et est utilisée dans ce qui suit. Le vecteur
d’état est partitionné en sous-vecteurs (en fait un sous-vecteur pour chacune des n directions
de propagation de I’information). Une forme alternative communément utilisée pour décrire les
phénomenes n-D fut proposée par Fornasini et Marchesini [133]. Il faut noter, toutefois, que
ces deux types de modeles ne sont pas complétement indépendants et il est possible de passer
de I’'un a I’autre par des transformations appropriées.

La popularité indéniable des modeles d’état dans le cadre de la théorie n-D, a I’instar du cas
1-D, vient du fait que leurs caractéristiques sont bien comprises et que I’on peut les manipu-
ler a I’aide d’outils numériques parfois trés performants, ces derniers étant souvent déduits des
propriétés de I’algébre linéaire. Dans ce qui suit, le probléme de la stabilité, qui est bien sdr
tout aussi impérative que dans le cadre monodimensionnel, est abordé par une approche de type
Lyapunov [144, 180, 210, 244], ce qui conforte I’idée d’utiliser des modéles d’état. Un avantage
important d’une telle approche réside en la possibilité d’exprimer, comme dans le cas 1-D, les
conditions de stabilité en termes d’existence d’une solution a un systeme LMI [65] c.-a-d. en
formulant un probléme d’optimisation de dimension finie sous contraintes LMI. Il est d’ores et
déja mentionné que la trés grande majorité des conditions LMI de stabilité d’un modéle n-D
existantes a ce jour ne sont que suffisantes. Récemment, des résultats préliminaires sur la for-
mulation de CNS ont été proposés dans [126, 138]. Néanmoins, ces conditions ne concernent
que les modeles 2-D et augurent assez mal d’extensions a la commande.

Les conditions de stabilité des modeles n-D les plus connues sont exprimées en termes de
cloisonnement des racines d’un polynéme caractéristique [208]. Dans un tel contexte, il parait
normal de vouloir établir des résultats théoriques sur les matrices polynomiales [330, 331]. Une
fois encore, les techniques d’optimisation convexes sous contraintes LMI se sont révélées étre
un outil utile pour aborder les analyses induites par les matrices polynomiales, particuliérement
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I’analyse en D-stabilité [173]. Cette annexe s’inscrit dans un tel cadre.

Le lien entre, d’une part, I’approche polynomiale ou, d’un point de vue plus restricitif, I’ap-
proche fréquentielle, et, d’autre part, les inégalités matricielles, est particulierement bien étudié
dans le cas 1-D. Le résultat le plus marquant est le célébre lemme de Kalman-Yakubovich-
Popov (KYP) [298, 197] qui donne une équivalence cruciale entre des inégalitées frequentielles
et des LMI.

A ce jour, il n’existe pas de communication relatant une extension claire et sans ambiguité de
ce lemme dans un cadre n-D et, par conséquent, il est naturel de se demander s’il est possible
d’établir une version du lemme KYP qui puisse efficacement s’incrire dans le contexte des
systéemes multidimensionnels. Récemment, de nombreux efforts ont porté sur I’établissement
d’un tel lemme mais seuls des cas particuliers ont été abordés [144, 363], sans qu’aucun résultat
général ne puisse étre fourni. Ce travail a pour objectif d’aider a corriger ce manque.

Cette annexe est ainsi organisée. Aprés I’introduction, la partie A.2 fournit les préliminaires
nécessaires. Elle expose les modeles de Roesser et évoque quelques extensions de ces modeles.
Les modeéles de Roesser sont en effet tres populaires pour décrire le comportement des systémes
multidimensionnels. De plus, cette partie exploite certaines formulations (rencontrées dans la
littérature) de régions du plan complexe ainsi que la notion de 9D-régularité étudiée au cha-
pitre 1. Cette derniére notion est étendue au cas des fonctions matricielles de plusieurs variables.
La partie A.3 expose le résultat principal qui est une extension du lemme KYP généralisé. Dans
la partie A.4, ce lemme est utilisé pour analyser le comportement des modéles de Roesser in-
troduits dans la partie A.2. Une illustration numérique est proposée en partie A.5 pour mettre
en lumiére la pertinence de I’approche. Enfin, la conclusion comporte un résumé des résultats
mais aussi une discussion tres compléte sur les perspectives possibles.

Quelques notations spécifiques sont utilisées dans cette annexe. La notation #,, indique I’en-
semble des matrices hermitiennes de dimension n. H;” C H, en est le sous-ensemble des
matrices définies positives alors que H,, C H, en est celui des matrices définies négatives.
Pour un sous-ensmble S de I’ensemble X, I’on définit S comme le complémentaire de S tel
que SUSY = X &SNS = (). Enfin, les ensembles d’indices répondent a la notation suivante :

(g) =41,...,q9}, ¢€ N.

Remarque A.1 n ne représente pas la dimensionnalité du systeme, c.-a-d. le nombre de di-
mensions considérées (qui sera noté k), mais a I’instar du corps du mémoire, I’ordre global du
modele. L’on parlera donc d’un systéme £-D dont le modele complet de Roesser est d’ordre n.
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A.2 Préliminaires

Cette partie expose quelques préliminaires, certains d’entre eux empruntés a la littérature. La
premiére sous-partie est consacrée aux modeles de Roesser et aux conditions de stabilité as-
sociées. La deuxiéme fournit la description d’une classe de régions du « plan complexe mul-
tidimensionnel » , qui sera utilisée dans la partie suivante. La troisiéme sous-partie introduit
brievement la notion de 9D-régularité d’une fonction matricielle a plusieurs variables, inspirée
du concept de 9D-régularité d’une matrice présenté au chapitre 1.

A.2.1 Modeles hybrides de Roesser

Un des modeéles les plus utilisés pour décrire les systéemes n-D discrets est le modéle de Roesser.
Il fut introduit pour la premiére fois dans [305]. Une version plus générale et surtout hybride de
ce modele de Roesser, plus tard proposée dans [53], est ici rappelée :

O ]
— B - - T
6151 1 2o Jrtls Ik xl(tlv"'atm]T’Jrlw"a]k)
o, o | Ayl A (bt i)
—:U(tl,...,t ]+1a"'7jk) :|: 1 12:| SARER AL T%la"'ak.
8_5{ .T’ " . A21 ‘ A22 errl(tla"'vt'I’v]T—i-l""7]k)
z" (tla"'vtM]TJrl+17"'7]k) :
§ - ' :L'k(tl,...,tr,jT_H,...,jk)
x (t17"'>tTaJT+1a"'7jk+1)

By . .
+ B u(tla-"vt’f‘7j7‘+17"'7]k)
2 (A1)

wl(tb .. '7t7’7j7”+17 o 7jk)

.CCT(tl, oo 7t7‘7j’l‘+17 s 7]147)

y(t17"'at7“7j7’+17"'7jk) :[ Ol ‘ 02 ]

a" Tt by Gyt k)

Ik(tl, e ,tr7jr+17 e )jk)
—+ Du(t]_, e 7t'r',j’r'+la R 7]k)

k
ou Z n; = n.
i=1

Les vecteurs z*(t1, ..., tp, jrs1s - Jx) € IR™ i =1,k u(ty,... tr, jrs1,---,Jx) € IR™
ety(ty,...,tr, jra1,-- -, Jk) € IRP sont respectivement les sous-vecteurs d’état locaux, le vec-
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teur d’entrée et le vecteur de sortie. Les matrices
A _ |: All A12

A21 A22 By

C=[C1|Cy ] € R De IRP™

} € R™™, B= [

sont respectivement les matrices d’évolution, de commande, d’observation et de transmission
directe. De facon évidente, les systémes décrits par le modéle ci-avant possédent des dyna-
miques continues le long de r dimensions et des dynamiques discrétes le long de (k — r) di-
mensions. Si » = 0, le modele est réduit au modele classique de Roesser [305] alors que si
r = k, la contrepartie continue est obtenue. Enfin, si » = 1 et £ = 2, le modele 2-D obtenu est
particulierement indiqué pour décrire les procédés différentiels répétitifs [147].

En appliquant la transformation de Laplace et la transformation en Z, la caractérisation fréquentielle
suivante du modele (A.1) est obtenue

ou
GO\ = C(HN) — A 'B+D, H(\) = él Al (A2)

Soit maintenant la fonction ¢(\, A) définie par
(A, A) =det(H(\) — A). (A.3)

La condition de stabilité du modeéle est maintenant exposée. 1l s’agit d’une reformulation d’un
résultat de [53].

Lemme A.1 Soit un systéme multidimensionnel décrit par (A.1). Ce dernier est asymptotique-
ment stable si et seulement si

c(\A)#0 VAeS©, (A.4)
ou ¢(.,.) est défini par (A.3) et o0 S, I’ensemble complémentaire de la « région de stabilité
asymptotique », est défini par

A1
SC=S A= : | €C*:Re\) >0, Vicl(r)&|N|>1,Vic{r+1,.,k}
Ak
(A.5)

Le lemme ci-avant couvre les résultats existant tant pour le cas discret que pour le cas continu.
Si r = 0, la condition de stabilité du modéle discret de Roesser proposée dans [1, 208] est
recouvrée. De plus, en considérant r» = k le résultat de [291] est retrouvé.

Dans le Lemme A.1, la condition de stabilité est exprimée en termes de cloisonnement des ra-
cines d’un polynéme, ce qui ne conduit généralement pas a des tests facilement exploitables
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numériquement. Une fagon d’établir des conditions de stabilité conduisant a une réduction
significative de la complexité de calcul est de reformuler ces « résultats polynomiaux » en
problémes d’optimisation convexes sous contraintes LMI. Il s’agit en réalité de relaxations.
Dans cette idée, la suite propose quelques préliminaires sur le cloisonnement d’un point dans le
but de préparer I’établissement d’une condition LMI dans la partie suivante.

A.2.2 Cloisonnement d’un point

Contrairement au cas des systémes 1-D, les racines du polyndme caractéristique d’un systéme
n-D (c.-a-d. les pdles du systeme) ne sont pas isolées et ne forment généralement pas un en-
semble fini de points. Par ailleurs, il faut noter que la localisation des péles n’est pas, dans le
cas n-D, clairement liée aux performances transitoires du systéme. C’est pourquoi les seules
frontiéres de régions envisagées par la suite sont I’axe imaginaire et le cercle unitaire. Elles
permettent de délimiter les régions de cloisonnement S¢ définies en (A.5).

Pour ce faire, I’on considére les matrices suivantes,

{?1%ﬂemm. (A.6)

Soient les ensembles 0D; décrits par
OD; ={se @ : Fg,(s)=0,Yiel(k)} (A7)

ot les fonctions Fr, (s) sont définies par

fﬂ@:{?}m{?] Vi € Il (k). (A8)
Maintenant, I’on définit la « k-région » 9D par
0D = 0D; x 0D5 X ... X ODy. (A.9)

Dans la suite de cette annexe, I’étude est restreinte aux matrices

&:{?é}vmﬂﬂet{é_” Vi € I(k)/I(r), (A.10)
signifiant ainsi que seuls I’axe imaginaire et le cercle unitaire sont considérés comme instances
de 0D;. En effet, comme il a déja été mentionné, ils sont les seuls présentant un réel intérét pra-
tique dans I’étude des modeéles n-D. Plus précisément, avec un tel choix, 9D est la frontiére de
S¢ définie en (A.5). Il faut toutefois noter qu’un travail plus conceptuel a porté sur une classe
bien plus large de k-régions dont I’intérét en pratique reste pour le moment sujet a caution (voir
néanmoins le rapport de recherche [20]).
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Soit A un vecteur complexe s’écrivant
A= | e’ (A.11)

Soient aussi les matrices

Elles permettent d’écrire I’équivalence
/
A€ dD < A R A = 0. (A.12)
Iy Iy

Avant d’aller plus loin, il convient d’exposer un lemme utile aux prochains développements.

Lemme A.2 Soient la k-région 9D définie comme en (A.9) avec (A.6)—(A.8), (A.10) et A e C*
décrit par (A.11). Les deux propositions suivantes sont équivalentes.

i)
A€ aD (A.13)

i)
[ 7 ] R(P) [ Hp) ] _0VPEH (A14)

OUH = {H,, x - x Hy,}, H()\) est défini en (A.2) et R(P) représente

(A.15)

avec P, € H,,,

Démonstration : i) = ii) : si A € 9D alors I’égalité donnée en (A.12) est vraie, ou, de maniére
équivalente,

conduisant a
& Fr,(N)P; = 0. (A.16)
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En considérant n’importe quel ensemble P de k& matrices P; € H,,,, i € Il (k), I’on déduit

{ Hy\) ]/E(P) [ Hgk) } _o (A.17)

ii) = i) : I’on suppose que (A.14) est vérifiée. Soit le vecteur z ainsi composé :

21
2= avec z; € €™ Vie ll (k). (A.18)
2k

En pré et post-multipliant (A.14) respectivement par 2’ et z, il vient

k
> ((#Pz) Fr,(\)) = 0. (A.19)
=1
L’inégalité ci-avant est vraie pour tout ensemble P ce qui signifie que z. P, z; peut prendre n’im-
porte quelle valeur. Ainsi, il est clair que Fg,(\;) =0Vi € I (k). u

A.2.3 0JD-régularité d’une matrice multivariable

Pour conclure cette partie, la définition de la 9D-régularité d’une fonction matricelle de plu-
sieurs variables est proposée, accompagnée d’une breve discussion.

Définition A.1 Soient 9D un sous-ensemble de € * et A € € * répondant & (A.11). L’on considére
aussi une matrice A () dépendant de k variables complexes. La matrice A(\) est dite

— OD-réguliresi {\ € € : det(A(\)) =0} NID =0;

— OD-singuliére si {\ € € : det(A(\)) = 0} N ID # 0.

Dans la partie A.4, une attention particuliére sera portée aux matrices polynomiales k-D de la
forme
A(N)=FEH(\) — A (A.20)

Dans ce cas, et si £ = I, I’on obtient det(A (X)) = ¢(A, A), qui correspond au polyndme ca-
ractéristique du modele de Roesser (A.1). Ainsi, d’aprés le lemme A.1, il peut étre déduit que
la stabilité asymptotique de (A.1) est une instance spéciale de la 9D-régularité de A (\) définie
en (A.20). Plus précisément, pour que (A.1) soit asymptotiquement stable, il est nécessaire que
A () soit 9D-réguliére avec (A.6)-(A.10).

Dans un tel cas, la différence entre 0D-régularité et stabilité asymptotique repose sur la réparti-
tion des racines de c¢(\, A) par rapport & 0D. Plus généralement, la D-stabilité requiert la 0D-
régularité quand 0D est la frontiére de la région D. Le lecteur est invité a se reporter au cha-
pitre 1 ou toutes ces nuances sont détaillées.
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Pour le cas classique monodimensionnel (r = £ = 1 ou k = k —r = 1), la matrice A(\)
peut &tre écrite A(\) = (AE — A) et, si E = I, la définition A.1 devient équivalente a la
définition de la 9D-régularité d’une matrice constante A proposée dans [17] et au chapitre 1.
Si E # 1, alors la définition de [17] peut étre directement étendue a la notion de 9D-régularité
d’un faisceau de matrices (£, A) (voir annexe B).

A.3 Une extension du lemme KYP

Cette partie est consacrée a la détermination du résultat principal de cette annexe (donc de
[23]) qui peut &tre assimilé a une sorte de version £-D du lemme KYP. Cette version ne four-
nit qu’une condition suffisante mais la nécessité est brievement considérée sous I’angle de la
S-procédure généralisée. Ce travail se réfere tres largement a I’excellent article [197] ou une
version généralisée du lemme KYP dans sa version appliquée aux modéles linéaires monodi-
mensionnels ainsi que la S-procédure généralisée sont presentées de facon tres élégante.

Avant d’établir la proposition, les notations suivantes sont introduites (diverses notations sont
en réalité empruntées a [197]).

Soient la matrice FF € @ ("™ +m) ot |3 matrice © € H,,.,.. Soit aussi I’ensemble P
constitué de k matrices P; € ‘H,,,, Vi € ll (k). A chaque paire d’ensembles {P; D} (ot 9D
est défini par (A.9) avec (A.6)—(A.8) et (A.10)), est associée une matrice R(P), comme dans
le lemme A.2, définie par (A.15). L’ensemble M contient toutes les matrices complexes M
associées a I’ et R(P) de la fagon suivante :

M={M € Hpm: M =FR(P)F}. (A.21)
Le sous-ensemble M est défini par
M={McM:(M+0)cH,,..} (A.22)

Enfin, pour un vecteur complexe A défini comme en (A.11), les matrices I'(\) et N()\) sont
respectivement définies par

T\ =[1 —H(\) ] et Im(N())) = Ker(I'(\)F).

Maintenant, le résultat principal de cette annexe est énoncé. Il peut &tre vu comme une extension
du lemme KYP dans sa version « inégalité stricte » [298].

Théoréme A.1 Soient les notations et hypothéses détaillées ci-avant ainsi que les deux propo-
sitions suivantes :
i)

N'(A)ON(N) € H,, VY € 0D; (A.23)
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i)
M # 0. (A.24)
Alors ii) est une condition suffisante de ).

Avant de donner une démonstration du théoreme précédent, quelques commentaires sur les deux
conditions qui y apparaissent sont proposés. La premiére condition correspond a une propriété
gue I’on cherche a vérifier, telle que la stabilité robuste, un niveau de performance H., etc. (voir
le paragraphe A.4.1.1 pour comprendre comment un choix approprié de © peut lier N(\) et ©
a une propriété que la matrice de transfert doit satisfaire). La seconde proposition correspond a
une condition numériquement exploitable qui signifie simplement qu’il existe un ensemble P
(généralement interprété comme un ensemble de matrices de Lyapunov), tel que

M+0 <0. (A.25)

L’idée est donc de manipuler (A.25) plutdt que de directement s’attaquer a la propriété origi-
nale i) qui ne peut étre aisement exploitée sur le plan numérique.

Démonstration : en premier lieu, I’on observe que (A.24), comme mentionné plus avant, signi-
fie qu’il existe un ensemble P tel que (A.25) est vraie. En s’appuyant sur la définition de N (),
il peut étre déduit que

TC(AM)FN(A) =0, YA€ 0D. (A.26)
L’inégalité (A.25) implique que
N'(A)(M+©)N(\) <0, VA€ oD (A.27)
et donc, .
N'A)F'R(P)FN(A) + N'(A\)ON(A) <0, VA € dD. (A.28)
De plus, I’on peut voir a partir de (A.26) que Im (F'N()\)) est complétement caractérisée par
IM(FN())) = Im ({ Hp) ] X) , (A.29)

ou X est une matrice quelconque de rang plein. Ainsi, I’inégalité (A.28) peut étre, de fagon
équivalente, écrite comme suit :

X’ { n (IA) ],E(P) { H (IA) ] X + X'N'(NON(X <0, VA € aD. (A.30)

Enfin, en prenant le lemme A.2 en compte, il est clair que le premier terme du membre de
gauche de I’inégalité (A.30) est nul quand A € 9D. Ainsi, le second terme est défini négatif ce
qui est équivalentai). m

Il convient de noter que la version 1-D du lemme KYP est connue pour fournir une condition
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nécessaire et suffisante alors que le théoreme A.1 ne propose qu’une condition suffisante (a
savoir ii), condition suffisante de la propriété i)). Plus que de démontrer le théoreme A.1, il
importe de mettre en évidence les raisons pour lesquelles ii) n’est pas nécessaire. La version
1-D du lemme KYP [298] peut &tre démontrée grace a la S-procedure [366] dans sa forme
généralisée (voir [197] et les références que I’on peut y trouver). Dans la suite de cette partie,
Le théoreme A.1 est passé a la loupe de la S-procédure, qui est maintenant rappelée dans sa
version « stricte » généralisée.

Lemme A.3 (S-procédure de [197]) Soient © une matrice hermitienne et M un sous-ensemble
arbitraire de H,. De plus, soient M C M défini par

M={MeM:(M+0)eH,} (A.31)
et S défini par
S={SeH,:S#0,rank(S) =1, 5 > 0,tr(MS) > 0VM € M}. (A.32)

Soient enfin les deux propositions suivantes :

a)
tr(©S) <0, VSeS; (A.33)

b)
M # 0. (A.34)

Alors b) est une condition suffisante de a) et si I’ensemble M est séparable de rang 1 (voir la
définition de [197]) alors b) est aussi nécessaire et la S-procedure est dite sans-perte.

Une approche possible pour comprendre pourquoi le théoreme A.1 fournit seulement une condi-
tion suffisante contrairement au lemme KYP classique consiste a tenter de savoir pourquoi
la S-procédure, soit ne s’applique plus, soit n’est plus sans perte lorsqu’elle est appliquée au
théoréeme A.1. Conformément aux notations utilisées, il s’agit de comparer les ensembles M et
M définis, d’une part, dans le théoréme A.1 et, d’autre part, dans le lemme A.3 avec ¢ = n+m,
puis de répondre aux deux questions suivantes.

1. Est-il possible d’extraire un ensemble S = S, des hypotheses du théoréme A.1 qui
puisse coincider avec I’ensemble S = S, du lemme A.3 (ceci pemettrait d’appliquer
la S-procédure au moins dans le sens b) = a))?

2. Dans un tel cas, la S-procédure est-elle sans-perte (ceci permettrait d’appliquer la S-
procédure également dans le sens a) = b)) ?

Tout d’abord, I’on voit que la proposition i) du théoréme A.1 est équivalente a
y'N'(NON(N)y <0, Yy # 0,V € ID. (A.35)
Puis, le changement de variable £ = N ()\)y appliqué & (A.35) permet d’obtenir
tr(05) < 0,VS €S, ={S=¢£:¢+£0, T(NFE=0, A € D). (A.36)
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Grace au nouveau changement n = F¢, il est facile de voir que n vérifie

n= [ HO) } 2 240, (A37)
d’ou I’ensemble S, peut étre ainsi décrit :
:{gg’;gyéo,n:Ff:{Hﬁ)‘)]z,AeaD}. (A.38)

Ensuite, en vertu du lemme A.2, I’on déduit que

:{55’:57&0,77:%: [H?)}z,

[0 5y [ 400 ] - ovp ). (A39)
{& ot :{H?)] B (A.40)

q’[H?)}/ { ]q—OV{Pq}eHx(E}

Donc, il est possible d’exprimer i) comme a) en choisissant ® = O et en identifiant S et S,
comme détaillé ci-avant.

Maintenant, 1’on note que la condition ii) du théoreme A.1 peut étre exprimée comme la pro-
position b) du lemme A.3 avec ® = O et avec M défini comme en (A.21). L’application du
lemme A.3 conduit a

tr(O©S) <0,VS e S, ={S=¢&:£#0, tr(MEE') > 0VM € M},
ou S, peut aussi s’écrire
Sy ={S=¢:£#£0, FR(P)FE > 0VP € H}. (A.41)

Puisque P est un ensemble quelconque pris dans H, I’inégalité figurant dans la description de
S, donnée ci-avant est vérifiée pour tout choix P, = {P;} € H de méme que pour tout choix
P_ = {—P;} € H. De plus, il faut noter que R(7P) est linéaire par rapport aux matrices P;. Par
conséquent, la description de S, peut étre ainsi modifiée :

Sy ={S=¢:€640, ¢ FR(P)FE¢ =0VP € H}. (A.42)

La question 1 mentionnée plus avant consiste a comparer S, dans (A.40) a S, dans (A.42). S,
peut s’écrire

@Sa={§€’:f#0:n=Ff= {H?)}z,

q { Hg)\) }/E(P) [ Hg)\) } q=0Y{P;q} EHXG:”},
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ce qui, avec ¢ = X z, se récrit (X étant de rang plein)
/ H(\
a8, ={eiczom=re= | TV |5

/
2 X! [ HE/\) ] R(P) { H—(,)\) } Xz=0V{P; X :det(X) # 0} € H x Hn} :
Si I’on suppose que k& = 1, ce qui correspond au cas 1-D, alors, sans perte de généralité, la
matrice P, peut-étre remplacée par X ~' P, X ! et une nouvelle description de S, est

@Saz{ﬁf’:f%O:nzFéz [Hfﬁ)}z,

z/{H(/\) ]IE(P) { Hy\)}z:OVPGH},

ce qui se simplifie en
@Sa:{ff':ﬁ#o:n:Ffz {H—(]A) ]z,n’ﬁ(P)n:OVPGH},

ou, de fagon équivalente, en S,. Mais cette égalité S, = S, n’est vraie que lorsque k£ = 1. Cela
signifie que la S-procédure s’applique de ii) a i) pour démontrer le théoréme A.1 uniquement
lorsque I’on se rameéne au cas 1-D. Dans ce cas seulement, I’on peut se poser la question de la
nécessité de la S-procedure, c.-a-d. la qualifier ou non de sans perte. Elle I’est si I’ensemble M
défini en (A.21) est séparable de rang 1. En fait, cet ensemble est celui étudié dans [197] donc
la réponse est « oui », il est séparable de rang 1.

Pour résumer la discussion précédente, voici trois affirmations :

— Le théoréme A.1 fournit une condition suffisante qui n’est généralement pas nécessaire.
- S. C Sy, donc la condition b) est clairement plus constraignante que a); ainsi, b) = a).

Mais ce n’est pas une application directe de la S-procédure. Toutefois, ii) < b)avec S = S,

= b)avecS =S, Sprogiure a)avec S =S, < i). D’ou il vient ii) = i).

— Enfin, sik =1 (1-D case), alors S = S, = S, ce qui permet d’appliquer la S-procédure
directement. De plus, il a été démontré que la S-procédure est sans perte dans ce cas donc
ii) < i). L’on retrouve le lemme KYP [298].

A.4 Application a I'analyse des modéles de Roesser

Dans cette partie, I’accent est mis sur la pertinence du théoréme A.1 pour I’étude du modeéle
d’état multidimensionnel hybride (A.1). L’idée consiste simplement en un choix judicieux de F
et 6. La matrice F' est ainsi choisie :

F_[AB

0 ] e R™", (A.43)
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Les matrices A, B et E sont celles apparaissant dans le modele hybride (A.1). La seule res-
triction dans cette partie est que E est bloc-diagonale, c.-a-d. E = @F | E; avec E; € IR™. Il
faut noter que la matrice F' est ici réelle ce qui correspond nécessairement a un cas particulier
de A.1. La condition i) du théoréme A.1 doit étre considérée comme I’expression d’une perfor-
mance ou d’une propriété que (A.1) doit atteindre ou satisfaire. Dans ce qui suit, trois propriétés
sont envisageées selon le choix de ©.

A.4.1 OD-régularité vis-a-vis d’une incertitude LFT

Ce paragraphe est consacré a la 9D-régularité de la matrice polynomiale incertaine a & variables
décrite par )
AN =AW\ —A=EH(\) — A, (A.44)

ou A(\) est donnée par (A.20), ou A, B, C, et E ont bien sir les mémes dimensions que
dans (A.1), ol A, = A+ Aetou A, donnée par

A= BAC, (A.45)
est une matrice soumise a une incertitude LFT (voir chapitre 2) :
A= A(I,— DA)™', det(I, — DA) # 0. (A.46)

L’hypothése de non-singularité correspond au bien-posé de I’incertitude. La matrice A est la
véritable incertitude. Elle appartient @ A(p), la boule des matrices complexes A telles que
[[All2 < p.

A.4.1.1 Rayon complexe de 9D-régularité

Par hypothése, la matrice nominale A (\) est supposée 0D-réguliere ou 0D est définie comme
en (A.9) avec (A.6)—(A.8) et (A.10). Le but est ici de calculer le rayon de 9D-régularité r([% (voir
chapitre 2), qui est la plus grande valeur du rayon p tel que la matrice polynomiale incertaine
A()\) définie par (A.44) reste OD-réguliére sur tout le domaine A(p). Pour atteindre un tel but,
O est ainsi choisie :

c'c C'D _1/2

O = D'C D'D—~I y V=P

(A.47)

Corollaire A.1 Soient une matrice k-D polynomiale incertaine A(\) définie comme en (A.44)
et un ensemble 9D defini par (A.9) avec (A.6)—(A.8) et (A.10). A(\) est 9D-réguliére de maniere
robuste vis-a-vis de A(p) s’il existe un ensemble P € H tel que (A.25) est vraie pour M définie
comme en (A.21), R(P) définie par (A.15), F donnée par (A.43) et © donnée par (A.47).
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Démonstration : elle consiste a appliquer le théoreme A.1. Avec le choix (A.47), la propriété i)
du théoreme A.1 se réexprime

|G\l < /7 YA € 0D, (A.48)

(avec G/(\) donnée par (A.2)), en notant que le choix de F proposé en (A.43) conduit a

A1
IM(N(\)) = Im ({ <EH(A)] A)B D (A.49)
puisque E est bloc-diagonale. Ainsi, I’inégalité (A.48) peut étre écrite
{sup 7(G(\)} > p. (A.50)
A€OD

De simples arguments sur les valeurs singuliéres montrent que
7(G(N) = e (G(N) (A.51)

ou ug (.) désigne la désormais célébre valeur singuliére structurée introduite dans [117]. 1l vient
alors

{sup pec (G} > p. (A.52)
A€dD
En prenant I’égalité
pe (C(N) = [inf{a(A) : det(I — GN)A) = 0}] - (A53)
en compte, I’on obtient
inf {igf{a—(A) Ldet(I — G(N)A) = 0}} > ). (A.54)

En outre,

det(I — G(A)A) =0
& det(I — C(EH(\) — A)"'BA — DA) =0
& det(I — C(EH()\) — A)"'BA(I, — DA) ') det(I, — DA) = 0.

De par I’hypothése de bien-posé det(Z, — DA) # 0, I’égalité ci-avant est équivalente a

det(I — C(EH(\) — A)"'BA) =0
& det(I — (EH(\) — A)"'BAC) =0
& det((EH(A\) — A)"Y)det(EH(A) — A— BAC) = 0.

Puisque, pour A = 0, A(\) = A()) est implicitement supposée dD-réguliére (sinon pourquoi
vouloir tester la 9D-régularité ?), le facteur de gauche du membre de gauche est non nul donc il
s’ensuit

det(I — G(NA) =0 det(EH(A) — A— A) = 0. (A.55)
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De (A.54) et (A.55), il peut étre déduit que

AE&{@F&ﬂA):&mMQM)=O}}>;L (A.56)

ce qui démontre que A(\) reste 9D-réguliere vis-a-vis de A(p). m

Il est clair que p*, la valeur maximale de p = /2 obtenue en calculant numériquement
I’ensemble P vérifiant (A.24), est une borne minorante de #55;. Sik =1,alors p* = 7‘([%. Il faut
toutefois remarquer que la matrice A est ici supposée complexe. En pratique, il serait intéressant
de prendre sa réalité en compte (comme dans [181, 295]).

Dans la suite de I’article, il sera supposé que

E:I:F:{A B}

0 (A57)

de maniere a appliquer ce corollaire assez général a une étude plus pratique du modéle (A.1).

A.4.1.2 Application a la stabilité asymptotique des modeles de Roesser

Dans ce paragraphe, le modele (A.1) est supposé entaché d’une incertitude décrite par
U(tl, ceis by Ty e e >]k) = Ay(tl, cesbyy g1y e e 7jk); A € A(p) N IR m><p7 (A58)

Cette équation correspond donc a une LFT (voir chapitre 2).

L’application de (A.58) & (A.1) conduit a la matrice d’état en boucle fermée suivante,
A=A+ A, (A.59)
ou A est donnée par (A.45)—(A.46).

Avant d’étudier diverses performances dans les prochains paragraphes, il convient d’étudier
la propriété essentielle, a savoir la stabilité asymptotique. En appliquant le corollaire A.1 avec
E = I, I’on peut tester, sans conservatisme, si la matrice A(\) = H(\)— A. est 9D-réguliére de
maniére robuste vis-a-vis deA(p). Comme mentionné a la fin du paragraphe A.2.3, la stabilité
asymptotique du modele de Roesser (A.1) dépend de la répartition des racines du polynéme
¢(\, A). Donc, la stabilité robuste du modéle hybride incertain de Roesser décrit par (A.1)
et (A.58) vis-a-vis de A(p) dépend de la répartition des racines de c(\, A.) = det(A())). Plus
précisément, pour que c(\, A.) vérifie les conditions de stabilité induites par le lemme A.1, il
est nécessaire que A()\) soit au moins 9D-réguliere avec le choix (A.10). En suivant cette idée,
I’on est amené a déduire le théoréme suivant.
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Théoréme A.2 L’on suppose que le systéme hybride multidimensionnel décrit par (A.1) est
soumis a I’incertitude (A.58). Le systéme incertain résultant est asymptotiquement stable de
maniére robuste vis-a-vis de A(p) s’il existe un ensemble P de £ matrices P; € H;\, i =
1,...,k, tel que

F'R(P)F +6 <0 (A.60)

ou F est donnée par (A.57), R(P) est donnée par (A.15) avec (A.10), et © est donnée par (A.47).

Démonstration : D’apres le corollaire A.1, la LMI (A.60) implique que A(\) est 9D-réguliére
de maniére robuste vis-a-vis de A(p) avec 0D caractérisée par (A.10). Mais il ne s’agit pas
juste d’un autre corollaire. Puisque les matrices P; sont supposées définies positives, le premier
bloc dans (A.60), qui est donc

Al = A ) Al = A
[I]R(P){[}+OC<0:>[I]R(P){[ <0,

démontre la stabilité asymptotique du modéle nominal (A.1). Pour s’en convaincre, I’on peut
reprendre les arguments de [19] et noter que les colonnes de

i)

(1, —A], (A.61)

et, en appliquant le lemme d’élimination des matrices [65, 329] (voir aussi I’annexe C), il peut
étre déduit qu’il existe une matrice G = G’ telle que

engendrent le noyau de

N:E(P)Jr[_[z,}G[In AT <0, (A62)
De plus, soit un vecteur A (comme introduit en (A.11)) vérifiant ¢(\, A) = 0. Ce vecteur A ne
peut appartenir a S¢ définie comme en (A.5). En effet, si ¢(\, A) = 0, alors il existe un vecteur
nonnulv € C" tel que

A(N)v =0. (A.63)
Soit le vecteur ¢ défini par
H(A)
q= I v
Puisque v peut s’écrire
1
v=1| |, avec v, € @™ Viel(k),

UV,



A.4. Application a I'analyse des modeles de Roesser 167

le vecteur ¢ devient
- Aoy T

ALV
U1

Uk

Gréace a (A.62), il vient
¢Ng <0

qui peut se récrire
k

> (WP Fr,(\)) + VA (NGA(Mw < 0. (A.64)

=1
De (A.63), I’on peut déduire que le second terme du membre de gauche de cette inégalité est
nul. En outre,, I’ensemble S peut étre défini (avec le choix (A.10)), par Fx, > 0. Ainsi,
si \ appartient a S, alors le premier terme dans (A.64) est positif ou nul, ce qui contredit
(A.64). D’ou X ne peut appartenir a S¢. De ce fait, c¢(\, A) = det(A())) vérifie la condition
du lemme A.1, impliquant la stabilité nominale. Il est clair que c(\, A.) = det(A(X)) Vvérifie
aussi cette condition du lemme A.1 pour tout A sinon, par continuité de A par rapporta A, A(\)
deviendrait OD-singuliére. Par conséquent, (A.1) avec (A.58) est asymptotiquement stable de
maniere robuste vis-a-vis de A(p). m

L’on peut de nouveau remarquer que la valeur maximale de p obtenue sous la contrainte LMI
(A.60), désignée par p*, est une borne minorante du rayon complexe de stabilité r%”.

La grande difféerence entre 0D-régularité et stabilité asymptotique réside dans la répartition
des racines de c(\, A.) par rapport a8 9D. De maniére simple, le théoréme A.2 permet d’attester
de la 9D-régularité robuste. Cependant, si la matrice polynomiale nominale a k variables est
« stable », c.-a-d. si ¢(\, A) satisfait aux conditions du lemme A.1 ou, de maniére équivalente,
si le modeéle (A.1) est asymptotiquement stable, alors cette propriété est évidemment préservée
lorsque A décrit A(p) dés lors que A(\) reste 9D-réguliére. Néanmoins, si, pour une instance
de A, la matrice A(\) devient 9D-singuliére, cela n’implique pas nécessairement I’instabi-
lité. Ceci explique en partie le conservatisme du théoreme A.2. Une autre source de conserva-
tisme est liée au fait que le corollaire A.1 ne propose lui aussi qu’une condition suffisante. Une
derniére source de conservatsime est inhérente a la réalité de A qui n’est pas prise en compte.
Dans le cas 1-D, seule cette derniére source subsiste. En effet, dans ce cas, non seulement le
théoreme A.1 et donc le corollaire A.1 fournissent une condition nécessaire et suffisante, mais,
de plus, la 9D-singularité entraine systématiquement I’instabilité.
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A.4.2 Positivité réelle du modele hybride de Roesser

Depuis le travail Popov sur I’hyperstabilité, la positivité réelle [4] des matrices de transfert a
eté tres largement étudiée, particulierement dans le contexte des systemes 1-D, sachant que,
pour de tels modeles, la positivité réelle signifie la passivité et permet ainsi a I’automaticien
de prendre en compte, par exemple, des non-linéarités de type « secteur ». Pour les modéles
linéaires multidimensionnels, il existe assez peu de contributions a notre connaissance. Toute-
fois, les modéles de Roesser 2D discrets sont considérés de ce point de vue dans [362]. D’ou
I’extension présentée maintenant.

Nous proposons d’abord la définition suivante, qui n’est qu’une adaptation assez naturelle a
nos besoins d’une définition classique.

Définition A.2 Soit I’ensemble 0D défini par (A.9) avec (A.6)—(A.8) et (A.10). Le modéle (A.1)
est dit strictement positif réel sur 9D si

G\ +G'(\) >0 VAeoD. (A.65)
En suivant cette idée, nous proposons le corollaire suivant.

Corollaire A.2 Soient un modele hybride de Roesser et un ensemble 9D respectivement décrits
par (A.1) et (A.9) avec (A.6)—(A.8) et (A.10), M définie (A.21), R(P) définie par (A.15), F
donnée par (A.57) et
0 -’
@-[_C —D—D’]' (A.66)
Le modele (A.1) est strictement positif réel sur 0D s’il existe un ensemble P € H tel que (A.25)
est satisfaite.

Démonstration : il s’agit d’une application immédiate du théoréme A.1 (avec (A.66)), I’ex-
pression (A.23) correspondant & (A.65).

Il est clair que la notion de positivité réelle stricte sur 9D n’est peut-étre pas appropriée pour es-
timer les performances d’un modeéle n-D et I’on peut revenir a un cas particulier mais classique,
a savoir la notion de positivité réelle stricte définie ci-apres.

Définition A.3 Le modeéle (A.1) est strictement positif réel si G()\) est analytique sur S¢ défini
par (A.5) et si I’inégalité
G\ +G'(\) >0 (A.67)

est satisfaite sur S¢.
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Théoréeme A.3 Soit un systéme hybride multidimensionnel décrit par le modéle (A.1). Soient
les matrices I’ donnée par (A.57), R(P) donnée par (A.15) avec (A.10) et © donnée par (A.66).
Le systeme hybride n-D est strictement positif réel s’il existe un ensemble P de k£ matrices
P, e M, i=1,...,k, solution de la LMI (A.60).

Démonstration : elle se déduit directement du corollaire A.2. Cependant, les matrices P; sont
supposées définies positives dans le but de garantir la stabilité asymptotique, comme dans la
démonstration du théoreme A.2. u

Il est primordial de remarquer que le théoréme A.3 peut &tre vu comme une extension de la
version LMI du désormais trés classique lemme positif réel (voir [65] par exemple).

A.4.3 Réalité bornée du modeéle hybride de Roesser

L’idée est assez semblable a celle du paragraphe précédent mais la performance considérée est
un niveau de rejet de perturbation au sens H... Comme une extension de la définition de la
norme H., proposée dans [120] pour les modeles de Roesser discret 2D, la définition suivante
introduit la norme £, du modéle (A.1) par rapport a un ensemble 0D.

Définition A.4 Soient le modeéle hybride et I’ensemble 9D respectivement décrits par (A.1)
et (A.9) avec (A.6-A.8) et (A.10). La norme L, de (A.1) par rapport a 0D se définit par

1Gloc = sup [[G(A)]]2. (A.68)
A€0D

De cette définition et du théoréme A.1, le corollaire suivant est déduit.

Corollaire A.3 Soient le modele hybride et I’ensemble 0D respectivement décrits par (A.1)
et (A.9) avec (A.6-A.8) et (A.10). La norme L., de (A.1) par rapport a 0D est strictement
inférieure @ /7 s’il existe un ensemble P € H tel que (A.25) est veérifiée avec M définie par
(A.21), R(P) définie par (A.15), F donnée par (A.57) et © donnée (A.47).

Démonstration : elle est immédiate d’aprés la discussion du paragraphe A.4.1.1, en particulier
I’inégalité (A.48). u

En supposant que (A.1) est asymptotiquement stable c.-a-d. que G'(\) est analytique sur S,
alors la norme L, devient la norme H..
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Définition A.5 Soit un modéle hybride de Roesser (A.1) vérifiant les conditions du lemme A.1.
Sa norme H,, est définie par (A.68) avec (A.9) et (A.6-A.8) ainsi que (A.10).

Cette norme H.est en fait égale au gain £, méme si cette correspondance n’est pas détaillée
ici pour des raisons de concision.

Sur la base de cette définition, le théoréme suivant est formulé.

Théoreme A.4 Soit le modéle hybride de Roesser (A.1). Il est asymptotiqguement stable et sa
norme H est strictement inférieure a , /7 s’il existe un ensemble P de k& matrices P; € M,/ i =
1,...,k, solution de (A.60), o F est donnée par (A.57), R(P) est donnée (A.15) avec (A.10)
et © est donnée par (A.47).

Démonstration : elle se déduit directement du corollaire A.3 combiné a (A.10) sous la contrainte
que les matrices P; soient définies positives pour assurer la stabilité asymptotique. m

Le théoreme A.4 peut étre vu comme une extension de la version LMI du trés classique lemme
borné réel [140] aux modeéles hybrides de Roesser. Il est juste de mentionner que la com-
mande H. est abordée dans [363] a travers une approche assez équivalente mais dont le recul
est néanmoins nettement moindre.

Remarque A.2 Les corollaires A.1 et A.3 font en réalité apparaitre les mémes conditions.
Il en est de méme pour les théoremes A.2 et A.4. Dans le corollaire A.1 (respectivement le
théoreme A.2), la OD-régularité robuste (respectivement la stabilité robuste) est considérée
alors que dans le corollaire A.3 (respectivement le théoreme A.4), la norme L, sur 9D (res-
pectivement la norme H,.) est étudiée. Cette relation plus qu’étroite entre la norme £, ou H,
d’un systéme d’une part et la stabilité asympotique vis-a-vis d’une incertitude LFT d’autre part
est déja bien connue dans le contexte 1-D. [216, 279].

A.5 Exemple numérique

Dans cette partie, les résultats exposés dans cette annexe sont illustrés par un exemple numérique.

L’on se focalise ici sur le calcul d’une borne majorante (la plus petite possible) de la norme H .
d’un modeéle décrivant un procédé de laminage. Pour ce faire, un premier modéle dit modéle
différentiel de procédé répétitif est &tabli. Il est obtenu, par exemple, en suivant les indications
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de I’ouvrage de référence [306], et implique les matrices suivantes :

e —0, 0050 —5,8077} 7 80:[ 0 ]

1 —0, 0050 0,0494

0,9

C=[1 0],Dy=0,7692, B, = {o )

:| ’ Dl = 07 6
(nous ne souhaitons pas détailler I’obtention de ces matrices et le lecteur intéressé par une telle
modeélisation exacte du procédé peut consulter [306]). Un tel procédé répétitif n’est pas stable.
Il est toutefois possible d’appliquer une loi de commande statique (dont la détermination n’est
pas détaillée ici, ce n’est pas le propos) qui conduit au procédé répétitif différentiel linéaire en
boucle fermée dont la représentation d’état est instanciée par les matrices

Acl

_ [-0.3650 —10,3077) . _ [—0,2700
~ 10,9200 —1,0050 |’ —0,0106 |

C? =10,7600 —3,0000],D" = 0,5892.

Ce qu’il importe de comprendre ici est que I’utilisation de transformations détaillées dans [306]
permet de passer du modéle évoqué ci-avant au modéle hybride 2-D de Roesser obéissant a la
formulation (A.1) avec » = 2 (ceci signifie que le modéle admet une dynamique continue le
long de deux dimensions sur trois). Les matrices obtenues sont

B Acl Bcl B Bl
A_{Ccl chl‘|7 B—[Dl]

C=[001], D=o.

En vertu du théoréeme A.4, une borne majorante de la norme H,, du systéeme décrit par le
modéle ainsi obtenu peut étre déduite. Grace a la boite a outils LMI CONTROL TOOLBOX [141]
de MATLAB, I’on peut vérifier que le modéle est asymptotiquement stable et admet un niveau
de performance H., au moins inférieur a p* = \/v* = 2,0790. De plus, les matrices constituant
la solution de la LMI (A.60) sont

6,6991 —4,1148

= —4,1148 67,1344 |’ Py =2,0349.

En effet, dans ce cas, P, se réduit & un scalaire. Poursuivant la remarque A.2, ceci signifie

également que p* est une borne minorante du rayon complexe de stabilité r[g}.

A.6 Conclusion

A.6.1 Résumé

Dans cette annexe, un théoreme de type « KYP » a été proposé dans un souci d’application
au modeéle général qu’est le modele d’état hybride de Roesser. Comme cas particulier de ce



172 Systémes multidimensionnels : une version n-D du lemme KYP

résultat, le lemme KYP monodimensionnel classique est recouvré (ce qui est pour nous tout a
fait essentiel et valide partiellement I’approche). Néanmoins, contrairement au cas 1-D, dans le
cas multidimensionnel, du conservatisme apparait. Ceci est di a la nature méme des modéles
de Roesser. Nous espérons avoir éclairé le lecteur quant a I’origine de ce conservatisme.

Des possibilités d’exploiter ce théoréme en termes de stabilité robuste, de positivité réelle,
d’analyse H., des modéles hybrides de Roesser ont été mises en évidence. La aussi, nous
espérons que ce point de vue sera percu comme une tentative d’unification de nombreuses
contributions traitant de I’étude des modeles n-D par une approche LMI. Un autre espoir serait
de voir paraitre d’autres contributions relatives au lemme de KYP multidimensionnel mais sui-
vant d’autres approches. En ce sens, nous proposons dans la discussion suivante de possibles
terrains d’investigation.

A.6.2 Discussion et perspectives

Le travail présenté dans cette annexe se veut clairement une contribution a I’analyse des modeles
n-D. Aucune technique de commande n’est proposée. Toutefois, nous voudrions insister sur
I’existence, dans la littérature, de techniques de synthése, telle que [143, 144, 147, 362] par
exemple, qui peuvent s’inscrire dans le formalisme assez général présenté ici. C’était un des buts
recherchés. En réalité, les techniques de commande exposées dans ces articles s’appuient sur
des conditions analytiques d’apparences parfois diverses mais qui peuvent s’interpréter comme
des cas particuliers de notre lemme KYP n-D. C’est pourquoi nous pensons que le théoréeme A.1
est plus que propice a I’émergence de méthodes de synthése (peut-&tre ou probablement au prix
d’un peu de conservatisme supplémentaire), en particulier s’il s’agit de déterminer une loi de
commande par retour statique d’état ou par retour dynamique de sortie de méme ordre que le
procédé. Pour la commande par retour statique de sortie ou dynamique de sortie d’ordre réduit,
I’exploitation de la condition ii) du théoréme A.1 est un défi autrement plus ardu a relever. Il
convient de se souvenir que, méme dans le cas 1-D, ce genre de probléme est encore trés lar-
gement ouvert. Ainsi, clairement, cette approche, quoique présentée sous un angle analytique,
doit étre envisagée comme un point de départ pour I’élaboration de techniques de commande.

Dans cette annexe, le théoréme A.1 peut se démontrer a I’aide de la S-procédure, en utilisant
par exemple le formalisme proposé dans [197], que nous prisons tout particulierement. Exploi-
ter la S-procédure pour déterminer des conditions du type « KYP » est en réalité maintenant
devenu assez traditionnel. En effet, le lien entre la S-procédure et le lemme KYP est pour tout
dire quasi historique comme en témoigne brillamment I’article [166]. Il est honnéte de dire que
nous avons été naturellement mené a suivre cette voie « traditionnelle » pour démontrer notre
résultat. Elle a I’avantage de conduire a des conditions dans lesquelles les « matrices de Lya-
punov » P; (dans le sens treés général déja évoqué au chapitre 1) apparaissent, ce qui reste trés
cohérent avec I’état de I’art sur les modeéles n-D. Toutefois, il existe d’autres approches pour
la détermination de conditions de type « KYP », telles la dissipativité des systemes [357, 358],
les contraintes intégrales quadratiques (Integral quadratic constraints (IQC) en anglais) [268],
le bien-posé des systémes interconnectés [317], etc. En fait, le probléme posé dans la présente
annexe est de tester la condition i) du théoreme A.1 (sous la contrainte A € 9D) ce qui revient
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a tester la non-négativité d’une matrice polynomiale n-D sur 9D. Le théoréme A.1 (ici désigné
lemme KYP n-D) est une tentative de formuler la non-négativité de cette matrice polynomiale
n-D comme un probléme de résolution d’une inégalité matricielle (de préférence une LMI), c.-
a-d. un probléme envisageable numériquement. L’ immense succes du lemme KYP réside dans
le fait que cette relaxation, dans le cas 1-D, est non conservative. L’absence de perte (c.-a-d. le
non-pessimisme) de la S-procédure exprime la pertinence de cette procédure pour obtenir une
telle relaxation. Mais la S-procédure est loin d’étre la seule a autoriser des relaxations efficaces.
Par exemple, si I’on considére le probléme de la vérification de la condition i) du théoréme A.1
sous I’angle de la théorie de I’optimisation, des reformulations peuvent étre obtenues par re-
laxation lagrangienne. Le lemme KYP est un cas particulier de cette théorie de la relaxation
(voir [322] et les références qui y sont citées pour plus amples détails) et, dans ce cas précis
du lemme KYP, il peut étre démontré que le saut de dualité s’annule. Plus généralement (le cas
n-D par exemple), le probléme serait de déterminer des relaxations de la condition originale
pour lesquelles le saut de dualité est faible ou, si possible, s’annule.

Parmi les relaxations possibles, I’on trouve des techniques basées sur la notion de décomposition
en sommes de carrés, ou, en anglais, Sum-Of-Squares (SOS)-descriptions. Plus précisément,
I’on sait que tester la non-négativité d’un polyndme multivariable est en général NP-difficile
et une CS est I’existence d’une décomposition SOS. En outre, le probleme d’existence d’une
décomposition SOS du polynéme peut étre transformé en un probléme de programmation semi-
définie, éventuellement de grande dimension [235, 281]. Ainsi, résoudre un tel probléme de
programmation est une maniere possible d’affirmer la non-négativité initialement recherchée.
La S-procédure sert le méme objectif. En réalité, le lien fort entre la formulation SOS et la
S-procédure a été mis lumiere entre autres dans [107]. De fagon analogue, le lemma KYP 1-D
peut étre vu comme I’équivalence entre la non-négativité d’une matrice polynomiale monova-
riable (sur un ensemble 9D) et une LMI correspondant a I’existence d’une décomposition SOS
de cette matrice [157, 156]. L’expression de la condition i) du théoréeme A.1 fait apparaitre
une matrice polynomiale a n variables (le vecteur réunissant ces variables appartenant a un en-
semble spécifié). La encore, une CS pour qu’une telle matrice soit non négative est I’existence
d’une décomposition SOS. Avec les extensions récentes [186, 187, 223], ce dernier test peut
étre « relaché » en un probleme LMI, éventuellement de grande dimension, et ce sans conser-
vatisme. Le prix & payer pour vaincre ce conservatisme peut se révéler étre la taille du systéme
LMI obtenu. De plus, I’article récent [174] a montré I’intérét une inteprétation au sens des mo-
ments d’une décomposition SOS non seulement pour réduire la taille de la relaxation LMI mais
aussi pour extraire les solutions optimales. Par conséquent, en plus de formuler un probléeme
LMI de moindre taille, I’obtention d’une solution optimale peut se révéler particulierement
utile, par exemple pour la synthése d’une loi de commande. En effet, les auteurs de [174] ont
illustré la pertinence de leur approche, dans le cas 1-D, pour résoudre des problémes fondamen-
talement associés au crucial retour statique de sortie évoqué au chapitre 3. Leur travail peut étre
un point de départ pour déterminer des lois de commande pour des modéles n-D.

Enfin, un autre point étudié dans cet article est la stabilité robuste des modéles de Roesser.
Le théoreme A.2 fournit une CS pour que le modele (A.1) (avec £ = I) soit asymptotiquement
stable de maniére robuste vis-a-vis d’une incertitude LFT. Cette CS garantit que le polynéme
caractéristique c(\, A.) satisfait les conditions données par le lemme A.1. Il est important de
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remarquer que ces conditions de stabilité, dans le cas purement continu, correspondent a ce qui
est appelé la stabilité au sens strict d’un polynéme a n variables [217]. Dans cet article, Kharito-
nov et Torres-Munoz expliquent que cette propriété peut ne pas étre suffisante dans un contexte
robuste puisqu’elle peut étre remise en cause par une toute petite déviation d’un seul coefficient
du polynéme. C’est pourquoi ils proposent une nouvelle forme de stabilité (voir [217, théoréme
13]). Ceci signifie que, si la condition (A.60) est vérifiée pour £ = I et r = k, alors (A.1) est
stable au sens strict de maniére robuste vis-a-vis de (A.59) avec (A.45)-(A.46) mais tout autre
incertitude sur une composante du modéle de Roesser, qui ne serait pas prise en compte dans la
structure LFT considérée, pourrait entrainer une déviation déstabilisante dans les coefficients
du polynéme caractéristique. Dans un contexte pratique, il peut étre utile de s’intéresser de pres
a cette « fragilité ». En réalité, il est assez facile de constater qu’une partie des propriétés re-
quises pour qu’un polyndme soit stable au sens de [217, théoreme 13] est vérifiée et il serait
intéressant de pousser plus loin des investigations pour (peut-étre ?) démontrer qu’un polyndme
caractéristique incertain, avec sa structure particuliere telle qu’elle est définie dans cette annexe,
est stable au sens de [217, théoreme 13] lorsqu’il est stable au sens strict.

Nous confessons ne pas étre familiers de tous les détails des techniques inhérentes aux perspec-
tives présentées ci-avant mais nous espérons que cette discussion se révélera fructueuse pour
I’étude des systémes multidimensionnels.



ANNEXE B

D-ADMISSIBILITE DES SYSTEMES
IMPLICITES

Cette annexe traite de la S-régularité d’un faisceau matriciel linéaire (A, £) = EXA— Aet
montre les applications possibles de cette étude a I’analyse des modéles implicites incer-
tains de la forme Ei = Az (pour le cas continu) ou Exy,1 = Az (pour le cas discret).
Des conditions LMI de S-régularité (concept plut6t appelé 0D-régularité au chapitre 1)
robuste vis-a-vis d’incertitudes LFT entachant A mais aussi £ sont proposées. Ces condi-
tions, quoique rigoureusement suffisantes, s’avérent en réalité proches de la nécessité
voire nécessaires dans de nombreux cas. De plus, la pertinence de ces conditions pour
I’analyse de la D-admissibilité des modéles implicites (D-stabilité, régularité, absence de
modes impulsifs en continu ou causalité en discret) est aussi discutée.

Cette annexe reprend le rapport de recherche [319].
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B.1 Introduction

Il est aujourd’hui bien reconnu que les modeéles de la forme Fi = Ax (ou Exz,y, = Axy
pour le cas discret), qui sont appelés systémes singuliers [100], « descriptor systems » [248],
systemes généralisés [351], systémes implicites [261] ou systémes algébro-différentiels, ou en-
core étrangement systémes décrits par des semi-équations d’état [125], etc., sont d’un grand
intérét pour modéliser de nombreux procédés pratiques. Ces modeles se rencontrent par exemple
dans I’étude des systémes interconnectés [312], les réseaux électriques [125], la robotique et
plus généralement les structures mécaniques [274], ou peuvent méme servir a approcher des
sytemes dits singuliérement perturbés [224]. Par souci de concision, plutdt que de citer de
nombreuses références, nous conseillons au lecteur de porter son attention sur les contribu-
tions [351, 100, 237] ainsi que celles qui y sont mentionnées.

A I’instar des modéles conventionnels pour lesquels £ = I (ou simplement pour lesquels £
est inversible), la D-stabilité, c.-a-d. le cloisonnement du spectre fini de (A, £) = EX — A dans
une région D du plan complexe, peut se révéler importante pour comprendre le comportement
transitoire du systéme, en particulier pour attester de la stabilité asymptotique. Mais cela reste
insuffisant dans le cas implicite. Deux autres propriétés doivent étre vérifiées. La premiere est la
régularité (c.-a-d. I’existence d’une solution unique a I’équation d’état généralisée), dont I’im-
portance a été mise en lumiére par [311]. La seconde est I’absence d’impulsions (c.-a-d. que
les valeurs propres infinies du faisceau n’induisent pas de modes impulsifs dans la réponse du
modeéle implicite associé&, méme quand les signaux d’entrée sont discontinus [100]). Il faut noter
que dans le cas discret, il est question de causalité plutdt que d’absence d’impulsions. Quand
ces deux propriétés s’ajoutent a la D-stabilité, le modéle est dit D-admissible.

Il importe de déterminer des outils simples qui permettent de tester si un modele implicite
précisément connu est D-admissible. Pour établir ce genre de tests, de nombreux efforts ont
porté sur les équations de Lyapunov généralisées [237, 339, 196] (attention, ce ne sont pas les
mémes que celles évoquées au chapitre 1 1). Quoiqu’intéressantes a bien des égards (voir [350]),
ces approches requiérent bien souvent des systemes qu’ils soient tranformés en des formes
équivalentes telle la forme de Kronecker-Weierstrass [311] (dont les détails peuvent étre trouvés
dans la théorie des faisceaux matriciels réguliers [149]), ce qui n’est pas souhaitable dans un
contexte incertain. En effet, dans un contexte nominal, ce type de transformations [311, 351]
s’est indéniablement révélé utile pour la compréhension des diverses propriétés des modéles im-
plicites et peut méme conduire a des techniques de commande, mais, en présence d’incertitudes,
il devient trés difficile d’exploiter de telles transformations qui ne conservent pas I’ équivalence
des modeéles sur tout le domaine incertain. Pour cette raison, I’utilisation de LMI strictes est
préférée a celle des équations de Lyapunov étendues. En ce sens, I’un des premiers pas est celui
de [70]. L’avantage du contexte LMI est aussi que I’extension au cloisonnement dans diverses
régions D est facilité.

En réalité, de nombreuses contributions traitent de I’analyse et de la commande robuste des
modeéles implicites [239], particuliérement par une approche LMI (malheureusement, ces LMI
ne sont pas nécessairement strictes) : voir [361, 231, 364, 82] et le travail trés fourni de Ma-
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subuchi ([264, 262, 263] et les références qui y sont mentionnées). Mais trés peu considerent
une incertitude sur E. Citons néanmoins [240] ou A est cependant connue avec précision, ou
encore [238] pour le cas des matrices intervalles. Les meilleurs pistes sont peut-étre a trouver
dans [199, 288].

Dans cette annexe, nous faisons une utilisation « intensive » de la S-régularité (initialement
plutét désignée oD-régularité (voir [17, 21] et le chapitre 1)) et de plusieurs versions de la S-
procédure. La S-procédure dans sa version sans perte est due a [366], prenant en compte une
quantité importante de travaux effectués par le méme auteur, comme remarquablement souligné
dans [166]. Mais I’on peut consulter [65, 198, 321, 197] et les références qui y sont contenues
pour des versions plus « modernes », des corollaires ou des extensions plus appropriés a nos be-
soins. La S-régularité et la S-procédure peuvent permettre d’établir des conditions (suffisantes)
en termes de LMI strictes pour qu’un modéle implicite soumis a deux incertitudes LFT bornées
en norme (I’une sur la matrice A et I’autre sur la matrice £) soit D-admissible. Notre but est
de proposer un outil analytique aussi simple que possible qui puisse étre une base pour d’autres
investigations a venir. Il doit &tre mentionné que la présente annexe est une version étendue de
[320] contenant des résultats plus précis, des démonstrations plus abouties, des discussions plus
complétes sur le conservatisme, et, nous I’espérons, des sources de réflexion plus généreuses.

L’annexe est ainsi organisée. La prochaine partie est consacrée a I’établissement du probleme
mathématique sous-jacent et inclut des définitions fondamentales, la description du faisceau
matriciel linéaire incertain ainsi que de ses incertitudes LFT. Elle inclut aussi la formulation des
régions de cloisonnement considérées et la propriété a vérifier (la S-régularité), cette derniére
devant étre relaxée en termes de LMI. La partie B.3 présente la dite relaxation c.-a-d. la condi-
tion LMI suffisante qui est largement commentée. 1l s’agit de la contribution principale de cette
annexe. Dans la partie B.4, I’on trouve une discussion sur les autres propriétés cruciales des
modeéles implicites (régularité, absence d’impulsions/causalité). Notre condition est confrontée
a ces propriétés. Son utilité est alors mise en évidence. La technique est numériquement illustrée
sur un exemple dans la partie B.5 avant de conclure dans la partie B.6.

Notations spécifiques a cette annexe : H,, est I’ensemble des matrices hermitiennes de dimen-
sion n et HX C H, le sous ensemble des matrices définies positives. Le produit matriciel
suivant est défini (une sorte de produit de Redheffer) :

A B
Ax| C D |=D+CE-AA)AB-F),
E F

avec des dimensions compatibles de A, B, C, D, E et F. L’expression M < 0 signifie que la
matrice hermitienne M n’est pas définie négative.
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B.2 Etablissement du probléme mathématique

B.2.1 Définitions préliminaires

Dans ce paragraphe, nous proposons plusieurs définitions et propriétés des faisceaux matriciels.
Les raisonnements de cette annexe sont principalement tenus sur des faisceaux matriciels alors
que les modeles implicites ne sont considérés que dans la partie 4.

Définition B.1 Soit A(A\) = (A, FE) = EX — A un faisceau matriciel linéaire pour lequel
{A; E} € {€™*"}2 (la notation (A, E) est usuelle mais pas universelle) et Rang(E) = r < n.
Le spectre généralisé du faisceau A (\), désigné par A(A, E), est défini par

MA,E) = {\ €T : det(A(\)) = 0}, (B.1)

et les éléments de A(A, E) sont appelées valeurs propres généralisées de A()). De plus, r est
appelé I’ordre généralisé de A(\).

Il importe vraiment de comprendre que \(A, E) contient p éléments finis distincts, et donc que
les éléements restants sont infinis. Bien entendu, n = r lorsque E est de rang plein.

Définition B.2 Soit A(\) = (A, E) = EX — A, oU {A; E} € {€™*"}?, un faisceau matri-
ciel linéaire d’ordre généralisé r. L’on suppose que son spectre généralisé A(A, E) contient p
valeurs propres finies A; de multiplicités algébriques respectives a;, 7 = 1, ..., p. Le degré de
A()) est défini par

| = deg(det(A(})))

P
Z a; <. (B.2)
j=1

Définition B.3 (inspirée de la notion de 9D-régularité d’une matrice introduite dans [33, 17] et
au chapitre 1) Soit A(\) = (A, E) = EX — A, un faisceau matriciel linaire tel que {A; E} €
{€@"™*™}2. Soit aussi S un sous ensemble quelconque du plan complexe. Le faisceau A(\) est
dit

- S-régulier si A\(A, E)NS =0,

— S-singulier sinon.

Définition B.4 Soit A(\) = (A, E) = EX — A un faisceau matriciel linéaire tel que {A; E'} €
{€"™*™}2. Le faisceau A()) est dit
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— régulier s’il existe S # () tel que A(\) est S-régulier,
— singulier sinon.

La définition B.4 est complétement cohérente avec la définition habituelle de la régularité d’un
faisceau mais la formulation proposée ci-avant permet de I’intégrer dans un formalisme plus
général, a savoir celui de la S-régularité. Ceci se révelera utile par la suite.

B.2.2 Formulation du faisceau incertain

Dans nos raisonnements, les matrices £ et A impliquées dans I’expression du faisceau A(\)
sont considérées complexes et vérifient

( Ay By
A:AA*.A, A= C’A DA s
En Fa
Ag Bg
E:AE*S, E= CE DE
Er Fg

(B.3)

avec

/
AAEAA:{AAEG:(]AXTA: |:AIA:| \I/A|:AA:| 20}

/

AEeAE:{AEequ”E; {A]E} \IJE[A]E} zo},
ou vy € Hyyury, et Vg € H,p,trp- La structure des matrices incertaines A et £ peut étre
dénommée incertitude LFT généralisée basse (LFT pour Linear Fractional Transform, voir
chapitre 2). 1l s’agit d’une légere extension de la représentation généralisée proposée dans [171]
qui est assez similaire a la représentation proposée dans [288], cette derniére pouvant plut6t cor-
respondre a la LFT généralisée haute. Toutefois, contrairement a [288], les incertitudes sur A
et £ sont ici complétement indépendantes I’une de I’autre.

(B.4)

Enfin, Iincertitude globale A sur le faisceau est définie par

A:{AA;AE}€<A:AAXAE). (B5)

La LFT conventionnelle (c.-a-d. non généralisée) basse devient un cas particulier pour lequel

Ex=1I Fo=0, Ep=1I Fp=0. (B.6)
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La formulation (B.3)-(B.4) est donc tres générale. Néanmoins, nous réduisons cette généralité
en introduisant une contrainte :

JA* = {A%; AL € AJANA®) = E(AR)A— A(AY) = DA — Dy = (D4, Dg). (B.7)

Ceci peut paraitre une contrainte drastique sur I’ensemble des faisceaux incertains mais il est
évident que la LFT basse classique induite par le choix (B.6) vérifie toujours cette condition
puisque, dans ce cas, I’ona A% = 0 et A%, = 0. Ainsi, méme sous la contrainte (B.7), la struc-
ture considérée reste plus générale qu’une LFT classique. Le faisceau (D4, Dg) peut étre vu
comme un faisceau nominal.

Donc, la description LFT classique s’inscrit dans la structure plus générale donnée par (B.3)-
(B.4) mais la seconde peut se révéler tres utile pour réduire la taille de la LFT obtenue. A titre
d’illustration, si I’on considére une expression aussi simple que

ol § < 0 < 1. Le bien-posé de cette expression est assuré puisque § # 0. L’approche LFT
classique conduit, par exmple, a la LFT suivante,

50 0 3| 0
A() = [ 0 1 ] * |0 0o-11, (B.9)
) 3 —3| 1
alors qu’une LFT généralisée basse est donnée par
4 3
AG)=d~| 1 1 |, (B.10)
0 2

qui est clairement de moindre dimension et évite d’introduire une structure pour I’incertitude
proprement dite. L’instance niminale correspond a ¢°® = %

Maintenant, si I’on suppose que — < § < —1, il est alors impossible d’exhiber une valeur 6* de
I’intervalle [—3, —1] telle que A(6*) = 1 (la seule qui vérifie cette égalité est §* mais elle n’ap-
partient pas a I’intervalle). Ainsi, si I’expression (B.8) est toujours retenue, 1I’hypothése (B.7)
ne peut étre satisfaite. Toutefois, I’expression (B.8) peut étre ainsi transformée :

Awy:éi;. (B.11)

Une écriture sous forme de LFT généralisée basse peut étre obtenue :

AG)=6%] 1 0], (B.12)
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avec 6* = —2 comme instance nominale, permettant ainsi a la contrainte (B.7) d’étre vérifiée.
Dans I’article [171], les auteurs parviennent a réduire la taille d’une LFT correspondant a un
systeme lié un cas pratique de 75 a 14, ceci en utilisant une LFT généralisée plutdt qu’une LFT
classique.

Comme instance particuliere trés utile de (B.4), le cas ou

1 0 1
va > 0 et~vg > 0 étant des scalaires, mérite d’étre cité car il signifie que A 4 et Ag sont des
boules de matrices de rayons respectifs |/~ et 1 /75" c.-a-d. que les matrices incertaines A et

WA:[_%A[ O], \IIE:[_'VEI 0}, (B.13)

E sont toutes deux bornées en norme (||A 4|2 < /73" et||Ag|l2 < 1/v5"Y)- (Voir le chapitre 2
pour I’évocation des incertitudes bornées en norme).

Hypotheéses B.1 Le domaine d’incertitude A est supposé implicitement bien posé :
(i) det(l — A A4) #Oetdet(/ — ApAg) #0sur A;
(i) Rang(E)=r <n VAgp€ Apg.

L’hypothése (i) correspond au classique bien posé des formes LFT (voir chapitre 2) et le vo-
cable implicite correspond a I’hypothese (ii) qui est le seul concept original introduit dans cette
nomenclature d’incertitude.

Remarque B.1 L’on peut noter que A 4 et A g peuvent aussi se définir ainsi :

AAZ{AAGG:(]AXTAZ [AIA} TA\1/A|:A[A:| ZO,VTA>0}

AT A (B.14)
Ap =< Ap e CiE*E . TEVE >0,Vrg >0,

1 I

Cette définition est certes plus compliquée mais ce n’est pas arbitraire puisque les scalaires
positifs 7,4 et 7 permettent de paramétrer I’ensemble des multiplieurs qui interviendront dans
la partie suivante lors des applications de la S-procédure.

B.2.3 Formulationde S

Dans cette annexe, I’ensemble S est défini par

s={sec: 7] ][]0 «
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{ﬂ/cph[i]zo, Vhe{l,...,fz}}, (B.15)

OUR € Hyet®, € Ho, h = 1,...,h. Ce type de description est emprunté a [21] reprenant
quelques notions de [198, 197]. En réalité, S est I’intersection d’une région définie par I’égalité
(une droite, un cercle ou méme le plan complexe (R = 0)) avec h demi-plans fermés, disques
ou extérieurs de disques fermés. Cette description n’est autre que celle de la frontiere d’une
région ECMI de pluralité 1 (voir la définition 1.13). Nous préférons toutefois faire ici ce rappel
pour faciliter la lecture de cette annexe.

Des ensembles particuliers peuvent étre mis en exergue :

Axe imaginaire J: h=0; R = [O L };

10

Axeréeli)%:h:O;R:{i)i (1)}

Cercle unitaire¢: h=0: R = [1 0 };

0 —1
. - ' s T O 1
e Demi-plandroitferméC " :h=1;R=10; ®; = 10 } ;
e Demi-plan gauche fermé €~ :h=1;R=0; &, = _01 _01 } :
e Extérieur du disque unitaire DT :h=1;R=0; &, = (1) _01 ’

Disque unitaire fermé D~ :h=1;R=0; &, = { —01 (1) }

Il est possible d’étendre la classe des ensembles S en considérant des matrices R et &, appar-
tenant & € 2*2? avec d > 1. Pour plus de concision et de clarté, d est pris égal 1 et I’on reste
dans le cadre ECMI. Néanmaoins, nous rappelons qu’une telle formulation permet de décrire les
frontiéres de régions E2MI (voir [59] et chapitre 1), ou méme certaines de ces régions (fermées)
elles-mémes, voire leurs régions complémentaires.

L’on note que la S-régularité peut étre exploitée pour tester la D-stabilité (appartenance des
poles a la région D) en définissant S = C /D. Par exemple, la stabilité au sens de Hurwitz, qui
est le cloisonnement des racines dans le demi-plan complexe gauche ouvert € ~ n’est autre que
la € "-régularité. De la méme facon, la stabilité au sens de Schur, qui est le cloisonnement des
racines dans le disque unitaire ouvert D~ n’est autre que la DT -régularité.

Dans la suite de cette annexe, I’ensemble S sera supposé borné.

B.2.4 Probleme arésoudre

L’on considére le faisceau matriciel linéaire A(\) = (A, E) soumis & I’incertitude définie
au paragraphe B.2.2 et obéissant & I’hypothése B.1. Soit aussi I’ensemble S décrit au para-
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graphe B.2.3 que I’on suppose borné. Ce travail a pour objectif d’établir une condition LMI
stricte garantissant que A(\) est S-régulier de maniére robuste vis-a-vis de A,

B.3 S-régularité robuste

Dans cette partie, un raisonnement mathématique est suivi. Il vise a proposer une solution au
probléme établi ci-avant. Ce raisonnement est ensuite résumé en un théoreme qui est la contri-
bution essentielle de cette annexe. Une discussion fait suite au théoréme.

B.3.1 Résultat principal

Selon la définition B.3, le faisceau matriciel incertain A(\) est S-régulier de maniére robuste si
et seulement si

det(A(N)) A0 V{\A}eSx A (B.16)
Sdet(EA—A)#0 V{\A}eSx A (B.17)
S det(G+ACpVE) #0 VN AeSx A (B.18)
avec
G = DE/\ — AA *.A,
(B.19)
La différence (B.18) est vérifiée si et seulement si
Ve 1’ ) Vi
7 [ACE G](—I)[)\CE G} 7 <0 V{\MA}eS xA. (B.20)
(3]; SN——
Ng
Si I’on définit les matrices suivantes,
_ - | Eg FEg

I’on peut noter que

Ng = (I'e(Ap)XEe). VAgp € Ag. (B.22)
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Ainsi, en vertu de la S-procédure de bloc plein (par exemple telle que formulée dans [321,
théoreme 8] ou dans I’annexe C), I’inegalité (B.20) est vérifiée si (et seulement si quand Ag est
compact) il existe un scalaire positif 7z = 7(\, A4) tel que

TEXJ/E\I/EXE +0r <0 V{)\, AA} €S x Ay (823)
T
E

(Il faut ici noter que 75 est implicitement une fonction de A 4 et A ce qui signifie que I’équivalence
avec Tg constant ne tient a priori que pour un couple {A 4; A}).
En outre, I’on peut écrire la matrice [ ACz G | comme suit :

[ACs Gl =[ACE ADp—AxA]
:\[ AN ADgp— Dy ] + [ 0 —CA(EA—AAAA)_l(AABA—FA> ]

D
=D+ (—Ca)(Ea —Da As)(Aa[0 Ba]—[0 Fa)
—— ~~ -~ s
¢ E A B 7
=D+ C(E - A A) (AuB - F)
v
=Aax A V{NALL S x Ay, (B.24)
ou
A B
A=AN=|C D |, XeS. (B.25)
E F

Ainsi, I’inégalité (B.23) peut étre écrite

Te+ (Asx A (=D (AxxA) <0 VAL eSS x Ay (B.26)
ST+ D+CV)(-D)(D+CV) <0 Y{MAeSxAy (B.27)
“/] [g}a) VI AL e S x Ay (B.28)
\\A/—/
N
avec R . ,
A C C 0 0
o-[glnl]o[s 8] es
Qp

De nouveau, les matrices suivantes peuvent étre définies :
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|

Fa(Ax)=[1 —A4]; Xa

s

I3

L. B.30
A (830
De ces définitions, il peut étre facilement déduit que

N = (FA(AA)XA)J_ VA, € Ay (831)
Ainsi, une autre application de la S-procédure de bloc plein permet de voir que (B.26) est
vérifiée si (et seulement si quand A 4 est compact) il existe un scalaire positif 74 = 74(\, Te(A A4))
tel que

O+ XU X4<0 VAES. (B.32)
Q
A

(Une fois encore, il faut noter que la nécessité éventuelle de (B.32) ne concerne que le passage
ci-avant puisque 74 dépend en réalité implicitement de \ et de 7z)

De plus, la matrice [ ¢ D ] peut étre écrite

[C D]=[-Cs XCy ADp— Dy ]

—[Ca 0O]+X[0 Cp | ADg— Da
— 3 <~

/

B i B A
=[-B+XF ME—-A] VAES. (B.33)
Par conséquent, I’inegalité (B.32) peut se récrire :

Qu+Qp+ | ~B+AE AE—A]| (-=I)[ -B+AF XAE-A]<0 YA€ES
—
(C]

(B.34)

En notant que le faisceau (A, E) =

(D4, Dg) est S-régulier par hypothese puisque (B.7) est
satisfaite, I’on peut déduire que (/\E A) est inversible sur S. Cette non-singularité assure de
I’existence de

(\E—A)YB-AE) | TES

(B.35)
Il est évident que

Na=[-B+AF ME—A] V\eS. (B.36)
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S étant borné, d’apres le lemme de Finsler [131] (ou voir [329, théoreme 2.3.10]), qui peut étre
interprété comme une autre version de la S-procédure, I’inégalité (B.34) est vraie si et seulement
Si

NiON, <0 VAeS. (B.37)

Si I’on définit les matrices suivantes,

. B A
L= [ —AT]: XA_{FE], (B.39)
alors, une fois encore, il devient clair que
Ny = ([ Xy). VYred. (B.39)

Puisque S est borné, le lemme de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP) généralisé dans sa ver-
sion implicite avec des inégalités strictes [197, théoreme 3] (avec une légére adaptation comme
dans [21] pour A > 1), qui est lui aussi un cas particulier de la S-procédure généralisée (voir
[198] ou [197, théoréme 1]), peut-étre appliqué. L’ inégalité (B.37) est satisfaite si et seulement
s’il existe une matrice P € H,, et des matrices Q;, € H;", h = 1,..., h, telles que

h
0+ X, <R®P+Z(<I>h®62h)> X, < 0. (B.40)
h=1

J/

L5%

(De nouveau, I’équivalence ne concerne que les deux derniéres inégalités exploitées puisque P
et ()5, dépendent implicitement de 7 et 7).

Le raisonnement précédent est résumé par le théoréme suivant.

Théoréme B.1 Soit un faisceau matriciel linaire incertain A(\) = (A, E) = EX — A tel
que {A; E} € {€"*"}? vérifie (B.3)-(B.4) et I’hypothése B.1.i). Soit aussi un ensemble borné
S C € décrit par (B.15). L’on suppose que (D4, Dg) est S-régulier. Alors le faisceau A(\)
est S-régulier vis-a-vis de A si (et seulement si lorsque A 4 et Az sont compacts) il existe une
matrice P € H,, des matrices Q, € H;}, h = 1,...,h, ainsi que deux scalaires 74 > 0 et
T > 0 tels que

Qa+Qp+Q,<0 (B.41)
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avec
( S - S EFs 0 F
Qa=1a X WaXy, Xa= [ Aj 0 Bi } ,
- - - 0 Er F

. d . . [Ci 0 D
Q) = X} <R®P+Z(<I>h®Qh)>XA, XA:[ oA o Dz}.
h=1

\

Démonstration : elle découle du raisonnement précédent. Il faut toutefois noter que les va-
riables P, )y, T4 et 7 sont clairement supposées constantes (alors qu’elles sont des fonctions
implicites de A\, A4 et Ag dans le raisonnement ci-avant, raisonnement qu’il faut plutdt voir
comme un moyen de comprendre la fagon dont la condition a été établie). Lorsque A 4 et
A ;; sont compacts, nous remontons ce raisonnement pour démontrer la nécessité par I’absurde
(dont I’anonymat sera préservé) en conservant les notations qui y sont utilisées (nous insistons
sur I’importance de se référer au développement précédant le théoréme pour suivre ce qui suit).
L’on suppose que la S-régularité robuste est vraie mais que la condition (B.41) est fausse. L’on
peut donc écrire,

V{74, 75, P,Qn} € {IRTY2 x Hyy x {H Y, Qa+ Qg+ Q) £ 0 (B.43)
Ainsi, pour tout couple {74, 7z} € { IR*}?, il existe \° € S tel que

N/ .ONy £ 0, (B.44)
(voir I’expression de IV, plus avant) sinon le lemme KYP généralisé doit &tre remis en question.

Le lemme de Finsler améne alors a déduire que pour tout couple {74, 7z} € { IR "}?, et quel
que soit 7 > 0, il existe \° € S tel que

> o7 or il » or o1 1
Qu+Qp+7 [ —B+XF NE—A] (=I)[ -B+XF XNE-A]£0 (B.45)
6
o ¢ 7 A
. ~I)| - Q X4WaX4 £ 0. B.46
7| ey | 1| iy | FamamBimtiKo (546
60" 7

Par application de la S-procédure de bloc plein, I’on déduit que pour tout 7z > 0 et tout 7 > 0,
il existe une matrice A5 € Ay, et \° € S tels que

TEXpUpXp+7 [ XCp XD — A4 * A [ (=) [ A°Cg XD — A%+ A | £0. (BA7)

®E (AO 7T7A?4)
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Une fois de plus, la S-procédure de bloc plein conduit a écrire que pour tout = > 0, il existe une
matrice A% € A4, une matrice Ay, € Aget \° € S tels que

T{VIE }/[AOOE G (D[ X Cp ] {V]E} 20, (B.48)

avec

{ VEO = (EE - AOE14E)_1(AOE'BE - FE)7 (B 49)

G° = Dp\° — AY,.

Ceci signifie donc que, pour tout 7 > 0, il existe une matrice A5 € A 4, une matrice A%, € Ag
et \° € S tels que

—T(E(AR)AN° — A(A)) (E(AR)AN° — A(AY)) £ 0. (B.50)

Compte tenu de la structure du membre de gauche de I’inégalité, ceci impose

—T(E(AR)A° — A(AY)) (E(AR)A° — A(A)) <0, (B.51)
ce qui implique qu’il existe A° € A et \° € S tels que

det(B(A%)N° — A(AY)) =0, (B.52)

.....

Remarque B.2 En pratique, lors de la programmation d’une telle LMI, I’on peut s’affranchir
soit de 74, soit de 7, en multipliant I’ensemble de la LMI par 7' ou 7, cet inverse disparais-
sant par une mise a I’échelle appropriée des matrices P et (). Ceci se révéle particulierement
utile lorsque I’on veut minimiser v4 ou ~g tout en conservant la nature LMI de la condition.
Toutefois, sur le plan formel, nous conservons I’écriture (B.41) qui montre un certain équilibre
entre les termes relatifs a A4 et Ag.

Comme indiqué par le théoréme ci-avant, la compacité éventuelle de A 4 et A g n’est pas ano-
dine puisqu’elle rend la LMI (B.41) non conservative. Le cas borné en norme (B.13), loin
d’étre rare en pratique, assure de cette compacité et conduit par conséquent a une condition
nécessaire (B.41) pour que A(\) soit S-réguliére de maniere robuste vis-a-vis des boules de
matrices complexes A 4 et Ax. Un autre conservatisme qui peut apparaitre en pratique est lié
au fait que I’on doive restreindre I’étude a des faisceaux matriciels réels. Cette réalité du modele
n’est pas prise en compte par le théoreme.
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Dans [320], seule I’incertitude LFT non généralisée bornée en norme (c.-a-d. avec les struc-
tures (B.6) et B.13)) a été considérée. Une condition analogue a (B.41) a été obtenue (mais
avec (B.6)). Notons toutefois que, dans [320], la nécessité possible de la condition n’est pas
méme évoquée (plutbt clairement mise en doute). Il s’agit la d’une motivation suffisante pour
justifier la présente contribution. En outre, dans [320], une autre approche est également suivie,
ou le faisceau original est d’abord transformé en un faisceau augmenté (A, £') de dimension
2n ol seule A est entachée d’une incertitude LFT. Cette seconde approche est équivalente a la
construction d’une seule LFT a deux blocs dont on sait qu’elle génere du conservatisme. 1l est
assez frappant de constater que ceci tend a montrer que I’approche « classique » qui consiste a
résumer I’ensemble de I’incertitude sur un modéle en une seule « grosse » LFT puis a appliquer
la S-procédure une seule fois n’est sans doute pas la meilleure stratégie en termes de conservat-
sime. Des applications successives de la S-procédure par rapport a diverses incertitudes prises
séparément peuvent donner de meilleurs résultats.

Un autre point mérite I’attention du lecteur. Lorsque S n’est pas supposé borné, il faut s’as-
surer que I’équation (B.36) ou (B.39) reste vraie pour A = oo. C’est le cas quand E est de rang
plein mais pas quand £ est singuliére. C’est pourquoi S est supposé borné dans le théoréme B.1.
Ce probléme est exactement celui rencontré dans [197, paragraphe V.B], dans I’étude du lemme
KYP généralisé dans sa version implicite-inégalités strictes. En pratique, c.-a-d. lorsque I’on
travaille avec des systémes implicites, un moyen de contourner le probléme est de borner S en
considérant un choix de S dans lequel

-1 0
By = [ - } | (8.53)
pour une instance de . € {1,...,h} et pour une valeur de & éventuellement trés grande mais

pas infinie. Par un tel choix, S devient un sous-ensemble du disque C(w) centré sur I’ori-
gine de € et de rayon w. Par conséquent, il est de toute évidence borné. Ainsi, les valeurs
propres généralisées finies sont localisées a I’intérieur de C(w) et les valeurs propres infinies
a I’extérieur de C(w). Cette exploitation de I’idée contenue dans le lemme KYP a fréquence
finie [198] interdit la S-singularité a I’infini. Ceci se révelera trés utile dans la partie suivante.
Tout a fait dans le méme ordre d’idée, une notion utile est celle-de dC(w)-régularité oti 9C(w)
est la frontiére de C(w). Elle peut &tre analysée au travers du corollaire suivant :

Corollaire B.1 Soit un faisceau matriciel linéaire incertain A(\) = (A, E) = EX — Atel que
{A; E} € {@™*™}2 vérifie (B.3)-(B.4) et I’hypothése B.1.i). Soit aussi le cercle 9C(w) de centre
I’origine et de rayon &. L’on suppose que (D 4, D) est 9C(w)-régulier. Alors le faisceau A())
est 9C(w)-régulier de mani€re robuste vis-a-vis de A si (et seulement si lorsque A 4 et Ap
sont compacts) il existe une matrice Y € H,,, ainsi que deux scalaires p4 > 0 et ug > 0 tels
que

Qa4+ Qp + (@) <0 (B.54)
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avec

(. e Es 0 F
Qp = paX)VaXay, XA:{A? 0 32}7

(B.55)

) e 0 By F
Op = ppXgVeXg, XE:{O Ai B};}’

. =, 1 0 - > C 0 D
QA(W):XA<{O _wz}@)Y)X)\, XA:{ OA Cp Dg}'

Démonstration : simple application du théoréme B.1avec P =Y, h = 0, T4 = jia, T5 = ik
et

1 0
R_{o } . (B.56)

—Ww

B.3.2 Multiplieurs, matrices de Lyapunov et leurs inerties

En appliquant la S-procédure ou le lemme KYP généralisé, les matrices 74V 4, 7g Vg ou Wy
(la derniére étant définie en (B.40)) sont parfois appelées multplieurs. La signification de 7,V 4
et TV est assez évidente puisque ces matrices interviennent dans la définition du domaine
d’incertitude (B.4). Ce paragraphe est plutdt consacré a la signification de ¥, plus précisément
celle des matrices P et (). Avant de proposer une interprétation, appliquons deux fois la S-
procedure « a rebours » (par rapport au paragraphe précédent) a partir de (B.41). En effet, en
remarquant que

(EA—AAAA)fl(AABA—FA) 0 R
NA = 0 I = (FA(AA)XA)L \V/AA € AA, (857)
I 0

Iapplication de la S-procédure (dans le sens « suffisant et facile ») a partir de (B.41) conduit a
I’existence de P € H,, et Q, € H}, h=1,..., h, tel que

N+ Qep)NA <0 VAg € Ag. (B.58)
Une nouvelle fois, I’on peut remarquer que

1

Ne = (Eg — AEAE)_I(AEBE — Fg)

= (FE<AE)XENA)J_ VArp € Ag, (B.59)
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ce qui, toujours en vertu de la S-procédure, implique que P € H, etQ, € Ht, h=1,...,h,
sont telles que

TNALNNE <0 VA € A (B.60)

Cette derniére inégalité peut étre écrite

I h
{if;i?} <R®P+;(®h®Qh)){izi?]<0 VA € A. (B.61)
Par conséquent, la condition ci-avant est une « inégalité de Lyapunov étendue » dans laquelle
P peut étre vue comme une matrice de Lyapunov valide pour toute instance de I’incertitude
prise dans le domaine concerné. Cette condition est suffisante (et aussi nécessaire quand A 4 et
A sont compacts) pour vérifier (B.16). Bien sir, le terme « Lyapunov » n’est pas rigoureux
ici puisque I’on ne considére pas des systemes mais simplement des faisceaux et puisqu’au-
cune fonction d’énergie n’est définie a partir de P. De plus, P peut ne pas étre définie positive
comme il sera vu plus tard. Toutefois, puisque les matrices P et (), restent constantes sur A,
I’on peut définir cette propriété comme étant la S-régularité quadratique (voir le chapitre 2
pour des détails sur la stabilité quadratique) qui, sous I’hypothése de compacité mentionnée
plus t6t, semble proche de la S-régularité robuste vis-a-vis des incertitudes LFT dans le corps
des matrices complexes.

Soit maintenant une instance quelconque de A(\) (la dépendance en A est négligée car elle
ne présente ici aucun intérét). La discussion qui suit concerne I’inertie de la matrice P, matrice
qui est juste supposée hermitienne. Seuls deux cas sont étudiés : S = €etS = INC(@). En ef-
fet, ces ensembles sont liés aux régions de stabilité asymptotique. Le premier cas conduira a une
conclusion claire sur I’inertie de P alors que le second n’apportera qu’une discussion. Mais tout
d’abord, le lecteur doit se remémorer la forme de Kronecker-Weierstrass d’un faisceau (A, E).
Il existe deux matrices non singuliéres U et V' telles que

I 0

0 N

[ A 0
A‘{o I

] —UAV, E= { } = UEV, (B.62)
ol le spectre de A, € €7*/ contient seulement les valeurs propres finies de (A, E) et ou
N e ¢ (=H*®=F) est une matrice nilpotente qui vaut 0 quand r = f.

Maintenant, I’on considére le cas ou S = €. L’inégalité (B.61) conduit, dans le cas nominal, a

A'PA— E'PE <0, (B.63)

qui est une sorte d’extension de I’inégalité de Stein pour les modéles implicites. En utilisant la
transformation (B.62) et d’apres le théoréeme de Sylvester’s (c.-a-d. par congruence), I’on peut
déduire
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A'PA— FE'PE <0, (B.64)
ou

P=UYPU! = [ } =P, (B.65)

L’inégalité (B.64) peut aussi s’écrire

P,A, — N'P, P;— N'P;N (B.66)
Le bloc nord-ouest du membre de gauche de I’inégalité ci-avant montre qu’en vertu de [17,
théoreme 3], In(P;) = [n1, ni_ 0], ce qui veut dire que A; a exactement n;, valeurs propres a
I’intérieur de €, n;_ a I’extérieur et aucune sur € (puisque A; est nécessairement &-réguliére).
De plus, la partie sud-est de I’inégalité montre que P; est définie négative. En effet, puisque N
est nilpotente, toutes ses valeurs propres sont nulles et d’apres le théoreme de Stein [332], P; est
définie négative. Ceci signifie entre autres que les valeurs propres généralisées infinies de (A, E)
sont a I’extérieur de €. Par application du complément de Schur et une nouvelle fois du théoréme
de Sylvester, il est assez facile de prouver que In(P) = In(P) = [n,, (n,_ +n— f) 0] (voir
[17] pour les détails techniques). Il est aussi facile de voir par un simple coup d’ceil a [17] que
ce raisonnement peut étre adapté a n’importe quel cercle, pas simplement €.

AP A, — P, A\P,— P,N } 0

Maintenant, I’on considére le cas ol S = J N C(w) avec @ trés grand (aussi grand que voulu
mais pas infini). L’inégalité (B.61) devient, dans le cas nominal,

A'PE + E'PA — AQA + &*E'QE < 0, (B.67)

qui est une extension de I’inégalité de Lyapunov pour les modeles implicites. En suivant un
raisonnement analogue a celui du cas précédent, grace a la transformation (B.62), I’on obtient
de maniere équivalente

A'PE + E'PA— A'QA + &*E'QE < 0, (B.68)
avec (B.65) et
S —1y/ -1 _ Q1 Q2 A
Q=U")QU _[Q; Qg]_Q > 0. (B.69)

L’inégalité (B.68) peut étre écrite

AL P+ PLA; — AiQ1 A1 + 0%Q1 | Py + A{P,N — A1Qs + @*QoN

P+ NPA — QoA + NGy | NP+ BN — Qs+ 2NN | =0 70
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De cette inégalité, il est difficile de conclure sur In(P). Cependant, une inertie peut raison-
nablement étre escomptée mais sans certitude. L’on note d’abord que pour un faisceau non
impulsif, N = 0, donc clairement la définition positive de 5 contribue a la définition négative
du bloc sud-est dans le membre de gauche. Mais rien ne peut étre conclu sur In(P;). En outre,
si A; n’a pas de valeur propre sur J ou en dehors de C(w) (a condition bien slr que @ soit
suffisamment grand), alors il existe des instances possibles de P, > 0 et @); > 0 tel que le
bloc nord-ouest soit défini négatif (voir [16] pour s’en convaincre) mais, quoique probable,
ce n’est pas inéluctable. Par conséquent, dans un tel cas, I’inertie de P la plus probable est

In(P) =In(P) =[ny n_ mololny > f=r.

Il convient de remarquer que ces propriétés (réelles ou probables) sur les inerties sont préservées
sur A puisque P est constante. C’est assez logique puisgue c’est une conséquence de la répartition
des racines par rapport a S et puisque, par continuité, cette répartition ne peut changer sans en-
trainer la S-singularité (qui est interdite par la condition).

B.4 Analyse robuste des modeles implicites

L’on s’intéresse ici a I’analyse robuste des modeéles implicites de la forme

Ei = Az (B.71)

(ou

pour le cas discret) ou les matrices E et A vérifient (B.3), (B.4) et (B.7). Il est bien connu (de
nouveau, voir [100] et les références qui y sont contenues) que les pdles d’un tel modéle sont
les valeurs propres généralisées du faisceau associé A (\), incluant aussi bien les valeurs infinies
que les valeurs finies. Comme pour les modeles conventionnels (E = I), la réponse de ce type
de modele contient un terme lié aux poles finis (ce terme correspond aux dynamiques décrites
par une équation différentielle ou récurrente) mais aussi un autre terme « inhabituel » lié
aux poles infinis (correspondant a la partie du modéle impliquant des équations algébriques).
Comme pour les modéles d’état classiques, le comportement transitoire du premier terme est
fortement dépendant de la localisation des pdles finis dans le plan complexe. C’est pourquoi la
D-stabilité (cloisonnement des racines dans une région D C €) est intéressante. Mais contrai-
rement aux systémes usuels, deux autres aspects doivent étre étudiés. Un modéle implicite doit
étre régulier [149, 311] (une seule solution a I’équation d’état : c’est une sorte de bien posé du
modele) et il doit &tre libre d’impulsions dans le cas continu [351, 100] (le « terme infini » de la
réponse ne doit pas répercuter les impulsions éventuelles des signaux d’entrée vers les sorties)
ou causal dans le cas discret.

Une définition classique est maintenant rappelée.
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Définition B.5 Le modeéle (B.71) ou (B.72) est dit stable par rapport a la région D C € ou D-
stable si les valeurs propres généralisées finies du faisceau associé (A, E') appartiennent toutes
an.

Clairement, (B.71) est asymptotiqguement stable s’il est D-stable pour D = € ~ (le demi-plan
gauche ouvert) et (B.72) est asymptotiquement stable s’il est D-stable pour D = D~ (le disque
unitaire ouvert).

Maintenant, deux propriétés fondamentales sont rappelées. Leurs justifications peuvent étre

trouvées par exemple dans [100]. Pour une référence sérieuse en francais, le lecteur est invité a
consulter [260].

Théoréme B.2 Le modeéle implicite (B.71) ou (B.72) est régulier si et seulement si le faisceau
associé (A, F) est régulier.

Cela signifie que le modeéle est bien posé et présente une réponse unique lorsque le faisceau
associé est régulier au sens de la définition B.4.

Théoréme B.3 Le modéle implicite (B.71) ou (B.72) est dit de plein degré (c.-a-d. libre d’im-
pulsions en continu ou causal en discret) si et seulement s’il est régulier et si le degré du
faisceau associ€ (A, F) est égal a son ordre généralisé.

L’on peut étendre la définition de la S-régularité des faisceaux auw systémes implicites.

Définition B.6 Soit S un sous-ensemble de €. Le modéle implicite (B.71) ou (B.72) est dit
S-régulier si et seulement si le faisceau associé (A, £) est S-régulier.

Cela signifie que le modéle implicite est non seulement régulier mais, de plus, aucun de ses pdles
n’appartient & S. Il s’agit donc d’une extension de la notion présentée dans le théoréme B.2.

Définition B.7 Le modéle (B.71) ou (B.72) est dit D-admissible s’il est D-stable, régulier et de
plein degré.

De nouveau, (B.71) est admissible s’il est D-admissible pour D = € ~ et (B.72) est admissible
s’il est D-admissible pour D = D~

A partir de ces propriétés, il est possible d’établir une condition de D-admissibilité robuste
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du modele implicite (B.71) ou (B.72) vis-a-vis de (B.3)-(B.4) et de I’hypothése B.1 des lors que
le modele nominal associé au faisceau (D 4, D) est D-admissible et que la région de cloisonne-
ment D est un sous-ensemble de C(w) C €, le grand disque évoqué dans la partie précédente.
Plus rigoureusement, le théoréme suivant peut étre établi.

Théoréme B.4 Soit le modéle implicite incertain (B.71) ou (B.72) avec (B.3), (B.4) et (B.7).

L’hypothése B.1 est retenue. Soient aussi C(w) un disque fermé centré sur I’origine et de rayon

@, et 9C(w) le cercle frontiére. Enfin, soit D un sous-ensemble ouvert de € ayant pour frontiére

oD telle que I’ensemble S = (0D N C(w)) vérifie (B.15). Le modéle implicite est S-régulier

et de plein degré de maniere robuste vis-a-vis de A si (et seulement si lorsque A 4 et A sont

compacts) les conditions suivantes sont vérifiées :

a.1) le modéle associé @ (D4, Dg), I'instance nominale du faisceau (A, E), est S-régulier et
de plein degré;

a.2) il existe une matrice P € H,,, des matrices Q, € H;', h=1,...,h, 74 > 0et 7z > O tels
que (B.41) est vérifiée pour (B.53) ;

a.3) il existe une matrice Y € H,, ua > 0, ug > 0 et w < oo aussi grand que possible tels
que (B.55) est vérifiée.

De plus, il est D-admissible de maniére robuste vis-a-vis de A si (et seulement si lorsque A 4 et

A i sont compacts) il existe w < oo, suffisamment grand, tel que les deux conditions suivantes

sont satisfaites :

b.1) le modéle associé a (D4, Dg) est D-admissible ;

b.2) les conditions a.2) et a.3) sont vérifiées.

Démonstration : I’on considére d’abord la premiére partie de la proposition. La condition a.1)
assure que le faisceau (D4, D) est S-régulier. Puisque S € C(w), c’est un ensemble borné.
Les conditions du théoréme B.1 sont vérifiées et, grace a a.2), I’on déduit que le faisceau (et
donc, par la définition B.6, le modeéle implicite associé) est S-régulier de maniere robuste vis-a-
vis de A. Il est donc aussi simplement régulier et I’on doit se poser la question du plein degré.
Puisque le faisceau nominal (D 4, Dg) est de plein degré, en vertu du théoréme B.3, son degré
f est égal a son ordre généralisé r. La condition a.3), en vertu du corollaire B.1, assure de la
OC(w)-régularité robuste du systéme pour un rayon @ aussi large que possible. Ceci signifie
que lorsque A décrit A aucun pdle fini ne peut traverser 9C(w) et le degré f reste constant
sur A. Grace a I’hypothése B.1.ii), I’ordre généralisé r reste aussi constant. Par conséquent, la
propriété de plein degré est préservée.

L’on considére maintenant la seconde partie de la proposition. La condition b.1) implique que
(D4, Dg) est S-régulier puisque S est inclus dans la frontiere de la région ouverte D. Grace
a la condition b.2), (A, F) est S-régulier et de plein degré de maniere robuste vis-a-vis de A.
En outre, la condition b.1) signifie aussi que I’ensemble du spectre fini de (D 4, Dg) appartient
a D. Cette propriété est-elle préservée sur A ? Il est toujours possible de trouver une valeur
suffisamment grande de w telle que, pour tout A € A, le plus grand module de valeur propre
généralisée de A(\) est inférieur @ w. En outre, aucun pole fini du modéle implicite ne peut
migrer en dehors de C(@) (il ne peut atteindre la « lointaine frontiére » 9C(w)) et le modeéle ne
peut devenir S-singulier. u
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Remarque B.3 Dans le cas oi 9D c C(w), la condition b.2) peut étre simplifiée en omettant
la condition a.3). En effet, le fait que les pdles finis ne puissent traverser 9D les empéche a
fortiori de traverser 0C(w).

Plusieurs commentaires peuvent accompagner ce théoréme. Premiérement, il doit étre précisé
que I’hypothese B.1.ii), qui se révéle cruciale pour le plein degré, n’est pas trop restrictive
en pratique. L’ordre généralisé r est une valeur qui est souvent inhérente a la structure méme
du systeme implicite et il est plus qu’improbable que I’incertitude altére cette structure. Par
exemple, dans le cas des modéles mécaniques, F fait souvent apparaitre une inertie mécanique
justifiant I’incertitude. Néanmoins, quelle que soit cette incertitude, il n’y a pas de raison de
changer le rang de F.

Deuxiémement, puisque I’on s’intéresse plus aux modeles pratiques qu’aux faisceaux de ma-
trices, il est naturel de se demander si la structure (B.3) est pertinente. Les lecteurs familiarisés
avec les structures LFT savent qu’elles peuvent se révéler trés utiles dans des situations trés
pratiques (voir par exemple [259]). Considérons simplement le probléme de fragilité suivant
pouvant survenir dans I’étude des systéemes implicites. Seul le cas continu est envisagé par souci
de briéveté mais le méme probléme peut exister dans le cas discret. Soit le modéle implicite non
autonome

Eiz = Az 4 Bu, (B.73)

ouz € IR™ est bien sir le vecteur d’état et u € IR ? celui de commande. Une loi de commande
que I’on rencontre parfois dans la littérature consiste en un retour d’état proportionnel dérivé.
Ce retour est décrit par

u= Kyx+ Kgz. (874)

L’on suppose que les deux matrices de retour K 4 et K sont soumises a des incertitudes res-
pectives A 4 et Ag, en raison de I’impossibilité (tres réaliste) d’implanter le correcteur avec une
précision numérique suffisante. Le modeéle bouclé incertain est alors donné par

0 1 0 I
Agpx | —B FE— BKpg t=|Asx| B A+ BKj4 x. (B.75)
I 0 I 0

Une analyse robuste devient possible si A, et Ag peuvent étre définies comme en (B.4), ou
plus précisément comme en (B.13).

Troisiemement, le conservatisme induit par le théoreme B.4 pourrait sembler seulement di a
la possible non-compacité de A, ou Ag. En réalité, en pratique, les matrices A4 et Ax ne
sont pas complexes mais réelles. Cette réalité n’est pas prise en compte ce qui peut générer un
conservatisme.
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Enfin, puisque le souci principal est souvent la simple admissibilité plutét que la D-admissibilité,
le corollaire suivant peut étre présenté.

Corollaire B.2 Soit le modele implicite (B.71) avec (B.3), (B.4) et (B.7). L’hypothése B.1 est

retenue. Le modele implicite incertain est admissible de maniére robuste vis-a-vis de A si (et

seulement si lorsque A 4 et A sont compacts) les quatre conditions suivantes sont satisfaites :

c.1) le modéle associé @ (D4, Dg) est admissible ;

c.2) il existe une matrice P € H,,, une matrice @ = @, € H,\', 74 > Oet 7z > O tels que (B.41)
est vérifiée pour

- 0 1 -1 0
h=1; R_{loy ¢_®_[ 0@4, (B.76)
c.3) il existe une matrice Y € H,,, ua > 0 et ug > 0 tels que (B.55) est vérifiée.

c.4) w est suffisamment grand.

Démonstration : clairement, le choix (B.76) correspond au cas ou S est un segment ouvert de
I’axe imaginaire allant de —iw a iw. En d’autres mots, c’est I’axe imaginaire borné par 9C(w).
Les conditions du théoréme B.4 sont réunies. Si @ est assez grand, alors, de toute évidence,
les valeurs propres généralisées finies de A(\) ne peuvent pas sortir de D sauf en traversant le
segment cité plus avant ou 9C(w), ce qui est impossible puisque la S-singularité et la 9C(w)-
singularité sont respectivement interdites par les conditions (B.41) et (B.55). =

Dans le cas ou la condition est satisfaite, il est probable que In(P) = [n. n_ ng|avecn, >r,
ou r est I’ordre généralisé du faisceau (A, E). Ceci est suggéré par le raisonnement du para-
graphe B.3.2, en gardant a I’esprit que I’admissibilité entraine le plein degré donc le degré f
est égal a I’ordre généralisé r. Par conséquent, il y a r valeurs propres finies (en comptant les
multiplicités algébriques), c.-a-d. que N = 0 < f = r. Toutes ces valeurs propres sont dans
C ~,d’oun, > r.Dans I'article [70], il est montré par simple manipulation matricielle que seul
un bloc de dimension r x r de la matrice de Lyapunov doit doit étre imposé défini positif. La
présente remarque donne un début d’interprétation de ce fait.

La contrepartie discréte est maintenant proposée.

Corollaire B.3 Soit le modele implicite (B.72) avec (B.3), (B.4) et (B.7). L’hypothese B.1 est
retenue. Le modele implicite est admissible de maniére robuste vis-a-vis de A si si (et seulement
si lorsque A 4 et A g sont compacts) les deux conditions suivantes sont admissibles :

d.1) le modéle associé & (D4, Dg) est admissible ;

d.2) il existe une matrice P € ‘H,,, 74 > 0 et 7z > 0 tels que (B.41) est vérifiée pour

. 1 0
h=0; R:[O_4}. (B.77)
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Dans ce cas de figure, In(P) = In(P) = [r (n —r) 0] o0 r est Iordre généralisé du fais-
ceau (A, F).

Démonstration le choix (B.77) implique que S est identique a €. Les valeurs propres finies
et infinies sont clairement séparées par S. Il suffit d’appliquer le théoréme B.4 (C(w) n’a ici
aucune utilité c’est-a-dire que I’on peut omettre la condition a.3) du théoréme B.4 (voir re-
marque B.3)) pour prouver la premiére partie du corollaire.

La seconde partie de la proposition résulte du raisonnement du paragraphe B.3.2, en gardant a
qu’il en existe exactement r (en comptant les multiplicités algébriques), c.-a-d. N =0 & [ =
r.D’ou I’inertie de P. w

B.5 Illustration numérique

Dans cette partie, I’approche présentée est illustrée par deux exemples numériques. Puisque la
longue partie précédente était consacrée au potentiel d’application du théoréme B.1 a I’analyse
robuste des systéemes implicites, les illustrations ne concernent que I’admissibilité c.-a-d. les
corollaires B.2 et B.3.

B.5.1 Premier exemple

Le modeéle incertain est le suivant :

0,2140 0,3200 0, 7266
0,6435 0,9601 0,4120
0,2259 0,2091 0,5678
0,5798 0,3798 0,7942

‘éA gA 10,7604 0,7833 0,0592
EA FA | 0,5298 0,6808 0,6029 |

AlSA 0,6405 0,4611 0,0503

1, 0000 0 0

01,0000 0

0 0 1,0000



200 D-admissibilité des systéemes implicites

0,4154  0,8744  0,7680  0,9901  0,4387
0,3050  0,0150  0,9708  0,7889  0,4983
5,8413 13,4301 30,1742 27,2534 17,8494
5,0562 —0,2859 15,8285 12,2772  7,0206
—6,5957  —6,863 —24,2345 —15,9162 —9,7204

10,3767 11,4091 30,2249 20,4394 15,8384 (B.78)
—16,0828 —18,9503 —47,4443 —40,9319 —30,7603
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
(10,3205 0,6649  0,3830 0,6992
0,3090 0,6973  0,9834 0,3874
0,7329 0,5721  0,7906 0,0419
0,3944 0,5467  0,3867 0,2193
0,3878 0,4480  0,4513 0,2346
Ap | Bg 0,7009 0,4883 0,92354.7 0,2231
Cp | Dp | = | 0,0214 0,1904  0,7002 0,5491 |...
Ep | Fg 0,7556 0,0708  0,1335 0,9363
0 0 0 0
1,0000 0 0 0
01,0000 0 0
0 01,0000 0
I 0 0 01,0000
0,7847 0,1604 0,8695 0,3693 0 ]
0,0862 0,7363 0,9474 0,5299 0
0,3433 0,0798 0,1366 0,2513 0
0,2559 0,4901 0,0385 0,2309 0
1,0000 0 0 0 0
01,0000 0 00
0 0 1,0000 00 (B.79)
0 0 0 1,0000 0
0 0 0 00
0 0 0 00
0 0 0 00
0 0 0 00
0 0 0 00

Ce modele esttel que n = 5 etr = 4. L’on suppose que I’incertitude satisfait la contrainte (B.13)

avec /75" = pr = 0,001. Il s’agit d’une LFT bornée en norme classique. Le modéle nomi-

nal (D4, Dg) est asymptotiquement stable au sens des modéles continus, régulier et de plein
degré. En d’autres termes, il est Hurwitz-admissible. En effet, ses pdles finis (les valeurs propres
généralisées finies de (D 4, Dg)) sont

{—7,0657; —5, 0683; —4, 7079; —1, 1385} (B.80)
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et le dernier péle nominal est a I’infini. Puisque le nombre de poles finis est égal a r, cela signifie
que le degré du faisceau (D 4, D) est égal a son ordre généralisé et le modéle nominal est donc
de plein degré. L’idée est d’appliquer le théoréme B.2 avec @ = 10° pour analyser la Hurwitz-
admissibilité robuste vis-a-vis de A4 et A qui sont ici des boules de matrices. Il faut noter

que le rayon \/E n’a pas été spécifié. En effet, il est possible de résoudre la LMI (B.41) tout
en minimisant -4 (il est aussi possible de minimiser vz en fixant v4 ou de minimiser un critére
linéaire pondéré). Compte tenu de la remarque B.2, 7,4 a été éliminé de la condition (B.41)
afin de préserver sa nature LMI. L’on se place donc ici dans le cadre d’une analyse robuste
quantitative au sens du chapitre 2. En réalisant cette minimisation, I’on obtient

I[Aallz < /74" = pa = 0,3246. (B.81)

La valeur obtenue peut étre vue comme une borne de Hurwitz-admissibilité robuste. Puisque
dans ce cas, A 4 et A sont des ensembles compacts, p 4 est égal au rayon complexe de Hurwitz-
admissibilité par rapport @ un domaine A g donné (voir le paragraphe 2.3.1.2 du chapitre 2 pour
en déduire le sens). En tracant les spectres finis de nombreux modeéles incertains (complexes)
aléatoires respectant les bornes p, et pr (voir figure B.1), I’on obtient une sorte de lieu des
racines associé a une incertitude, ce que certains auteurs appellent pseudo-spectres pour les
modeles conventionnels [347, 348, 346]. L’on peut alors apprécier le conservatisme inexistant
du corollaire B.2. De plus, si ce lieu des racines incertain était restreint aux matrices réelles A 4
and Ag, I’on pourrait voir que, pour cet exemple, le rayon complexe de Hurwitz-admissibilité
par rapport a un domaine Az donné est treés proche (sinon égal) au rayon réel.

L’on note aussi que la matrice P n’est pas définie positive. Mais son inertieest [(r = 4) (n—r =
1) 0], ce qui est en accord avec la discussion du paragraphe B.3.2.

B.5.2 Second exemple

Il s’agit en fait du méme exemple que dans le paragraphe précédent mais D, est remplacée
par D,/8 de sorte que le faisceau (D4, Dg) devient stable au sens de Schur. L’incertitude
reste la méme. De nouveau, I’idée est de calculer le rayon complexe de Schur-admissibilité par
rapport a un domaine A  donné en utilisant le corallaire B.3. La valeur suivante est calculée par
minimisation sous contrainte LMI, a I’instar de ce qui a été calculé dans I’exemple précédent :

[[Aallz < /72" = pa = 0,0116. (B.82)

Gréace a cette valeur, il est possible d’obtenir la figure B.2 ou les spectres finis de nombreux
modeéles (complexes) incertains sont tracés, respectant les bornes p 4 et pg. Cette figure permet
d’appécier le non-conservatisme de I’analyse effectuée dans le corps des matrices complexes.
Pour cet exemple, la condition est trés faiblement (peut-étre pas) conservative dans le corps des
matrices réelles. Bien slr, en général, la réalité n’est pas prise en compte et le rayon reel de
Schur-admissibilité par rapport & un domaine Az donné ne peut pas toujours étre atteint ou
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FiG. B.1 — Migration des poles pour |||A4||2 < 0.3246 et ||| Ag||2 < 0.001

approché de trés pres, en tout cas par ce moyen la.

L’on note que la matrice P obtenue n’est pas définie positive. Son inertie est [(r =4) (n —r =
1) 0] comme on pouvait le prévoir a I’aide du corollaire B.3.

B.6 Conclusion

Dans cette annexe, une condition LMI stricte simple de S-régularité robuste d’un faisceau
(A, F) ou les matrices A et E sont soumises chacune a une incertitude LFT généralisée basse a
été proposée. La classe des ensembles S qu’il est possible de prendre en compte est trés large. Il
a été mis en évidence que la condition peut étre utilisée pour étudier la D-admissibilité robuste
d’un modéle implicite continu ou discret. Il s’agit d’une extension du travail exposé dans [320].
De plus, la condition obtenue est complétement cohérente avec de nombreux résultats de type
« KYP » utilisés pour les modéles conventionels. A titre de perspectives, les problemes de
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FIG. B.2 — Migration des poles pour |||A4||2 < 0.0.0116 et |||Ag|]2 < 0.001

commande sont bien sdr en point de mire. En effet, la condition analytique proposée n’est pas
directement exploitable pour la synthése. Une raison fondamentale d’une telle limite est que la
D-admissibilité est requise. Par conséquent, ce travail doit étre analysé au regard de conditions
LMI strictes de synthése telles que, par exemple, celle proposée dans [70].
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ANNEXE C

UN THEOREME UTILE

Cette annexe présente un outil mathématique qui se veut assez général et qui englobe
plusieurs résultats connus de littérature dans un formalisme unique. Il est entre autres
utile pour démontrer certains résultats présentés dans le corps du mémoire.
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C.1 Breve introduction

Cette annexe présente un théoréme assez général, que I’on peut baptiser théoréme de projection
de bloc plein. Il permet de regrouper en un seul formalisme la S-procedure de bloc plein [321] et
le lemme d’élimination des matrices [329] (également connu sous I’appellation lemme de pro-
jection [65]). Une relation est aussi établie avec le lemme de Finsler [131]. Par conséquent, ce
résultat peut étre vu comme une mise en évidence du lien mathématique existant entre plusieurs
résultats fondamentaux de la littérature d’ Automatique. Il permet aussi de démontrer un grand
nombre de propositions exposées dans le corps du mémoire, en particulier au chapitre 2 mais
aussi au chapitre 4.

Le théoreme est d’abord exposé et démontré. Ensuite, le lien avec les résultats existants est
détaillé. L’annexe se termine sur les perspectives possibles de ce travail.

C.2 Théoreme de projection de bloc plein

Théoréme C.1 Soient les entités ainsi définies :
— &, unsous-espace de C";

-0 ecH,;

— A, un ensemble compact de matrices A ;
-V, € ¢l><n et Vi € a:rxn;

- | VL.
Ntelleque N, =V ;

Si(A) C €', une famille de sous-espaces de €' dépendant contindment de A sur A ;
— Sr(A) C €7, une famille de sous-espaces de € " dépendant continiment de A sur A ;

—S‘(A)—{f—{i} :zeSL(A)&teSR(A)},AeA;

- BL(A) = {CL’ e Vixe SL(A)}, AeA;
- BR(A) = {CL’ €& . Vyr € SR(A)}, AeA;
- B(A) = BL(A)* U BR(A)*, A€ A

- )E(A):{gz { ; } ES(A):(HxGS:szg)} c S(A), A€ A.
Les trois propositions sont équivalentes :

i)

©'Or <0 Ve B(A), VAeA. (C.1)
ii)

(C.2)

?(VVFV +0)z <0 V€&,
JF -
EFE>0 VEES(A) VA€ A,
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iii)
o(VIHVR)H +©)x <0 Vo e &,

JH e ¢ . (C.3)
¢|

0 H

Jot 01520 VEe X(A) VA€ A,

Remarque C.1 L’on peut noter que tous les choix de © ne sont pas permis par (C.1). En effet,
soit M une matrice quelconque telle que '©x > 0 pour Mx = 0. La condition (C.1) implique
alors que Ker(M) N BL(A) = 0 et Ker(M) N Br(A) = 0. Sinon, il existerait z* € B(A) tel
que Mz* = 0 et donc z*'©x° > 0, ce qui contredirait (C.1).

Démonstration :

i) = i)

L’on suppose que la premiére inégalité en (C.2) est vraie. Si elle est vérifiée sur £, elle I’est a
fortiori sur B(A) c.-a-d.

Z(V'FV+0)x <0 VreB(A)VAEA. (C.4)

z=Vix

En outre, si z € B(A), alors ¢ = Vo = { t = Vpr

inégalité en (C.2), il vient

} € X(A) c S(A). De la deuxieme

o (VFV)r =¢FE>0 Vo e B(A),VA € A. (C.5)

Ainsi, (C.4) réunie avec (C.5) conduit a (C.1).

i) = iii)
L’on suppose que (C.1) est vraie. Puisque A est compact, par continuité de S;(A) et Sgr(A)
par rapport a A, il existe un scalaire o > 0 suffisamment petit tel que

flx)=2"Tex <0 VzeB(A), VAeA, (C.6)
ou T = 3(© + o). En effet, si ce n’est pas le cas, alors

1
vk € N, 3N, € Akeay € B(Ay) : Suy (T + k™ )a, >0 (C.7)
(sinon o = k~1). Par compacité, il existe une sous-suite (ky,) telle que
Ay, — A€ A & xy, I~ el (C.8)

h
(€ pouvant étre considéré comme fermé). Puisque B(A) dépend continlment de A, et puisque
A* appartienta A, alors la compacité de A est transmise a 5(A) et I’on déduit que z* € B(A*).
Donc, il vient
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. 1 1 o
hILTo (5:1:2} (T + k:,:ll)xkh) = Ex' Tx* > 0. (C.9)

Il existe alors z* € B(A*) tel que 2* Tz* > 0 ce qui contredit (C.6). Donc « existe.

Soient la matrice By, (respectivement Bpg,) telle que B, = Vi, (resp. By, = Vg ) et la
matrice By, (resp. Bg,) telles que les colonnes de B, = [Br, Byr,] (resp. Bgr = [Br, Bg,))
engendrent £. L’on peut alors écrire

Vz €€, 3{M= [ Z; ] T = [ 771 ]} i@ = Brp= Br,p1 + Br,io = Brm = Bg,m1 + Bg,m2.

T2
(C.10)
L’on peut noter que

f(x) = By TBr,m + py By, T Br,ma + 1B, T Br, 71 + 1By, T Br,m1, (C.11)
d’ou I’on tire,
dfu, (z) = (B’LlTBle + B’LITBRﬂQ)’dMl. (C.12)
donc les seuls extrema de f par rapport a 1, doivent veérifier

By, TBg,m = —By T Bg,s. (C.13)
De (C.12) et (C.10), I’on peut aussi déduire que

o*f
o
qui, compte tenu de (C.6), est une matrice définie négative puisque Ker(V;) C Br(A) (il faut
remarquer que I’on peut (heureusement) parvenir a la méme dérivée seconde en considérant

directement la décomposition de = sur B;). Par conséquent, (C.13) peut conduire a un maximum
global qui est donné par

() = B}, TBy,, (C.14)

max f(z) = py By, Tx. (C.15)

M1

De la méme maniére, I’on obtient

max f(z) = 2'T By, . (C.16)
1

L’on considere maintenant la matrice

H = —(V,By,)"" B}, TBp,(VaBg,)". (C.17)

Il est facile de vérifier, en rappelant que V;, By, = 0 et Vg Bg, = 0, que
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o (V{HVg)"x = —(uy B} TBr,m)", Vz €&, (C.18)
ce qui, a partir de (C.15), conduit a

2 (VIHVg) v < —(2'TBj m)", Va € &*. (C.19)
Cette inégalité, de nouveau, a partir de (C.16), conduit a
o (VIHVR) 2 < —(2'Tx)®, Vo e &, (C.20)

s (VIHVR)" +0)z < —al <0, Vze&* (C.21)

Ceci mene a la premiere inégalité en (C.3).

L’on considére maintenant un couple de vecteurs {z;¢} tel que & = [/ ] € X(A). Les deux
sous-vecteurs peuvent respectivement s’écrire = = V,z et t = Vz2, avec & = Brji = Bg7, en
gardant & I’esprit que, puisque z € S;(A) ett € Sg(A), alors z € B(A) U {0}. De nouveau,
puisque V. By, = 0 et Vg Bgr, = 0, I’on obtient z = By, fi» = Bg,7». Par conséquent, d’apres
(C.18) et (C.6),

(Z/Ht)H = _(/léB/LgTBRzﬁ-2>H = _(‘%,T‘%)H = _fH<j;) > 07 (CZZ)
puisque = € B(A). Ceci démontre la deuxiéme inégalité de (C.3).
iii) = ii)
L’on peut remarquer que la seconde inégalité de (C.3), c.-a-d., de maniére équivalente, I’inégalité
(C.22), peut aussi s’écrire

gOE>0, VéeB(A), AeA, (C.23)
avec 0 K
o= {H, 0 ] (C.24)

et avec I’ensemble B(A) défini par

B(A)={¢eS(A): NE=0}, AcA (C.25)

(puisque N, = V). Ainsi I’on retrouve le méme type d’inégalité que (C.1) et, en utilisant le
méme type de raisonnement que celui qui permet de démontrer qu’il existe une matrice H, I’on
peut affirmer qu’il existe une matrice G = G’ telle que

O+ NGN)E>0 VEeS(A), VAEeA. (C.26)

En définissant ' = N'G'N + O, I’inégalité ci-avant peut étre écrite
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EFE>0 VEeS(A),, VAcA, (C.27)

qui conduit clairement & la deuxiéme inégalité en (C.2). Enfin, puisque NV = 0, il est clair que
la premiére inégalité en (C.2) peut se déduire de la premiére inégalité en (C.3) (ou de maniére
équivalente de (C.21)) ainsi que de I’expression de F'. m

Remarque C.2 L’hypothése de compacité permet d’effectuer la démonstration dans le «sens
difficile » c.-a-d. i)=- ii) ou i)=- iii) mais, méme sans cette hypothese, les implications ii)=- i)
ou iii)=- i) sont vraies.

Remarque C.3 Les matrices F' ou H sont appelées multiplieurs.

C.3 Lien avec la littérature

L’on se concentre ici sur quelques instances particuliéres du théoréme C.1.

e L’on suppose d’abord que £ = C", SL(A) = 0 et Sg(A) = 0. Clairement, I’ensemble
A n’a pas de sens ici. Dans ce cas, on obtient B, = Ker(V}) et By = Ker(Vx). Donc, la
condition i) s’écrit

{ Vi OV, <0 (ou VLV >0), (C.28)

Vi, OVr, <0 (ou ViVg > 0).

De plus, I’ensemble S(A) (et par conséquent le sous-ensemble B(A)) se réduit 0. La deuxieme
inégalité en (C.3) n’a aucun intérét alors que la premiere peut s’écrire

(V/HVR)? +© < 0. (C.29)

L’équivalence entre (C.28) et (C.29) est connue sous le nom de lemme d’élimination des ma-
trices [329, Theorem 2.3.12], également appelé lemme de projection [65, 140].

e Si I’on particularise encore plus au cas ou V' = Vi, = Vi (le produit V'V’ est supposé défini
positif sinon il n’y a aucun intérét), alors (C.28) devient

Viev, <o. (C.30)

L’inégalité en (C.29) devient quant a elle

VXV +0 <0, (C.31)
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ou X = X' = H + H'. L’équivalence entre (C.30) et (C.31) est proposée dans [329, corollaire
2.3.5], qui peut étre aussi inteprété comme un corollaire du lemme de Finsler [131].

e L’on suppose maintenantque € = C", [ =r,V, = Vg =V, B = B, = Br = [B; By et
S(A) = SL(A) = Sr(A). L’ensemble B(A) est alors bien sar défini par

B(A)={ze€&:VxeSA)}, Ac A (C.32)

et (C.1) (dont la forme est préservée) est équivalente a I’existence de X = X' = Fy; + Fio +
Fl, + Fy,, également appelée multiplieur (oU les matrices F; € € sont les blocs de ) telle
que

V'XV +0 <0, (C.33)

(particularisant ainsi la premiére inégalité en (C.2)) et
ZX2>0 VzeSAVA e A, (C.34)

(particularisant ainsi la deuxiéme inégalité en (C.2)).
L’ équivalence entre (C.1) et (C.33)-(C.34) est la dite S-procédure abstraite de bloc plein [321].
Bien entendu, si S(A) se réduit a zéro, I’on retrouve de nouveau [329, corollaire 2.3.5].

L’on peut remarquer qu’en pratique, A est directement défini par la relation (C.34). En effet,
quand il s’agit d’analyse robuste, le choix suivant est souvent retenu :

S(A) =Ker([ I —A]). (C.35)
L’inégalité (C.34) devient
Al T A
{I}X[I]ZO, VA € A, (C.36)

et méme, dans de nombreux cas, I’inégalité ci-avant est la définition de A elle-méme. En outre,
V' est souvent choisie ainsi,

I 0
v-[4 8] ca

de telle sorte que cette instance particuliére de la S-procédure abstraite de bloc plein est appelée
S-procedure concreéte de bloc plein. Elle est particuliérement utile pour analyser la robustesse de
certaines propriétés des systemes linéaires via-a-vis d’une incertitude LFT A (voir chapitre 2).

e Une autre instance particuliére mérite I’attention. Il s’agit du cas ou « I’incertitude » est
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en réalité liée a une pulsation w (c.-a-d. A = iwl), telle que w < w < @. La pulsation w
appartient alors a I’intervalle considéré si et seulement si (voir [198] par exemple)

{ 5 ] X { 5l ] >0, VP=P¥Q=@Q >0, (C.38)
ou _
—Q P+i(g;w>Q
v s (C.39)
P—i(—2 )Q —wWw@

Cette inégalité correspond a (C.34) avec le choix S(A) = S(w) = Ker([/ iw!]). Il est possible
de voir qu’elle fournit I’ensemble de tous les multiplieurs possibles. En effet, en supposant qu’il
existe un autre multiplieur X, qui satisfasse (C.38) et ne présente a priori pas la méme structure
que celle donnée par (C.39), mais plutdt, par exemple, la structure générale

Xll X12
X=| , C.40
{ Xy Xo 1 (C.40)

alors la question est de savoir si X admet tout de méme la structure (C.39). L’on fixe d’abord
Q = _Xll et P - X12 - i (g + W) Xll = X12 - i’}/Q (C38) CondUit a|OI’S é

y
(—w?T 4+ 2wy1)Q + Xgg + iw(P — P') > 0. (C.41)
La symeétrie de I’expression ne peut étre assurée que si P = P’ ce qui ameéne

\(—w% + QW’)/])JQ + X9 > 0. (C.42)

h(w)

L’on peut écrire, sans perte de généralité, que X9, = —ww(Q + M) avec M = M’ quelconque.
L’inégalité (C.42) devient
(h(w) — ww)Q —wwM > 0. (C.43)

. SR TIE PP . . w—w
Puisque I’inégalité ci-avant doit définir le disque de centre iy et de rayon r = ( 5 —)

(I’inégalité sur le multiplieur et la défintion de I’ensemble A ne font qu’un dans ce cas), et
que le premier terme suffit & définir ce disque des lors que @@ > 0, alors le second terme ne peut
que modifier le disque décrit sauf s’il est nul. Il suffit donc de constater qu’avec M = 0, il vient
Xoo = —ww( et la structure de multiplieur donnée (C.39) est recouvrée. La stucture (C.39) est
donc assez générale. De ce fait, en choisissant

vzlA B}, (C.44)
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I’on peut voir que (C.1) devient

{ (iw] —IA)—lB }’@ { (iwl —]A)—lB

D’aprés la S-procédure de bloc plein, il existe un multiplieur X, dont la structure est donnée
par (C.39), tel que (C.33) est satisfaite, c.-a-d.

} <0 YVw<w>w. (C.45)

, —Q P+i(g+w)Q
ng] o 2 Hﬂ+@<o. (C.46)
P—i(_T)Q —ww@Q

L’équivalence entre (C.45) et (C.46) est connue sous le nom de lemme de Kalman-Yakubovich-
Popov (KYP) a fréquence finie [198]. Un raisonnement similaire peut étre suivi pour retrouver
le lemme KYP généralisé [197]. L’on remarque également que dans I’article [197], le lemme
KYP généralisé est démontré par la S-procédure généralisée qui est effectivement sans perte
(non conservative) lorsque I’ensemble

F={V'XV:P=P;Q=Q >0} (C.47)

est séparable de rang 1. Nous pensons, sans assertion rigoureuse néanmoins, que la preuve de
généralité du multiplieur X donné par (C.39) est a rapprocher de la propriété de séparabilité de
rang 1.

Remarque C.4 Le lemme de Kalman-Yakubovich-Popov classique dans sa version
discrete [298] est aussi un cas particulier du théoréme présenté. C’est également le cas
du lemme de Kalman-Yakubovich-Popov dans sa version continue [298], en notant que I’axe
imaginaire achevé J U {ico}, c.a-d. compactifié au sens d’Alexandroff [300, 63, 64], présente
une topologie commune avec le cercle unitaire ¢ et peut donc &tre considéré comme un
compact.

e Pour faire encore plus simple, rappelons qu’une matrice A est J U {ioo}-réguliere si et seule-
ment si

det(AI — A) #0 VA € T U {ico} (C.48)
& (NI —A)(-I)(M —A) <0 VAeTU{iocc}
S [ NI T] { _{4,1(—1)[1 —A ] {A]I] <0 VAeTU{ico}. (C.49)
6

Notons aussi que I’axe imaginaire achevé J U {ioo} est complétement défini par
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JU {ico} = Ae@:[XJJ}[g g}[ﬁZ]ZQVP:P’. (C.50)
X

En appliquant le théoréme C.1 pour le choix V' = I, A est 3 U {ico}-réguliére si et seulement
s’il existe P = P’ telle que

X+6<0. (C.51)

Si I’on réapplique ensuite le lemme d’élimination des matrices (autre cas particulier du théoréme C.1
comme il a été vu au début de cette partie), en notant que

SR

alors (C.51) est équivalente a

AP+ PA<0. (C.52)

Cette inégalité n’est autre que la condition proposée par le théoreme 1.11 au chapitre 1 et
dans [17] et pour le cas de I’axe imaginaire (I’on retrouve ce résultat dans [179] par exemple),
toute considération d’inertie de P mise a part. Si plutot que JU{ioco}, I’on considére I’ensemble
€ * compactifié (ou achevé), alors le raisonnement est le méme si ce n’est que dans la définition
du multiplieur X donnée en (C.50), il est nécessaire d’imposer P > 0. Il vient alors que la
matrice A est stable au sens de Hurwitz si et seulement s’il existe P = P’ > 0 telle (C.52)
est vérifiée, ce qui n’est autre que I’inégalité de Lyapunov [252]. Un raisonnement tout a fait
similaire peut conduire a I’inégalité de Stein [332].

C.4 Perspectives

Cette étude est encore a un stade préliminaire et I’ensemble des relations avec les résultats de la
littérature n’est sans doute ni complet, ni assez précis. Il serait particulierement intéressant de
voir dans quelle mesure le théoréme C.1 peut étre rapproché du récent et tres intéressant résultat
de [164].
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Ce curriculum vite se propose de présenter nos diverses activités professionnelles en
enseignement et en recherche, durant notre these, mais surtout, depuis notre intégration
au sein du département Génie Electrique et Informatique Industrielle (GEII) de I'IUT
de Poitiers et du Laboratoire d’ Automatique et d’Informatique Industrielle (LAII) de
L’Ecole Supérieure d’Ingénieurs de Poitiers (ESIP).
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Olivier BACHELIER

http ://laii.univ-poitiers.fr/bachelier

Adresse professionnelle :

L.A.l.l.-E.S.I.P.

Batiment de Mécanique

40, avenue du Recteur Pineau
86022 POITIERS CEDEX

Tel : 05-49-45-36-79

Fax : 05-49-45-40-34

Adresse personnelle :

ou
Résidence « Le Clos Chantenay »
Appartement 147 I.U.T. de Poitiers
8, rue du Pére Jean Fleury Département G.E.I.I.
86000 POITIERS 6, allée Jean Monnet

_ o B.P. 389
Renseignements administratifs : 86010 POITIERS CEDEX

_ Tel : 05-49-45-34-82
Né le 26 avril 1971 a Chateauroux (36)

Marié, un enfant Courriel : Olivier.Bachelier@univ-poitiers.fr
Nationalité Francaise

SITUATION ACTUELLE

e Maitre de conférences au département Génie Electrique et Informatique Industrielle (GEI)
de I’Institut Universitaire de Technologie (IUT) de Poitiers depuis septembre 1999.

e Recherche effectuée au Laboratoire d’Automatique et d’Informatique Industrielle (LAII) de
I’Ecole Supérieure d’Ingénieurs de Poitiers (ESIP), EA12109.

L’IUT de Poitiers et I’ESIP sont des composantes de I’Université de Poitiers.
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FORMATION
1989 : Baccalauréat C mention Trés Bien (Lycée Pierre & Marie Curie -
Chateauroux).
1994 : Diplome d’Ingénieur en Automatique-Electronique-Informatique de

I’Institut National des Sciences Appliquées de Toulouse (INSAT).

1994 : D.E.A. Automatique et Informatique Industrielle (spécialité Auto-
matique) de I’INSAT - Mention Bien.

1995-1998 : Doctorat de I’INSAT (Spécialité Automatique-Informatique Indus-
trielle) : Commande des systémes linéaires incertains : placement de pdles
robuste en D-stabilité. - Mention Trés Honorable.

Jury :

Président : J. Bernussou, Directeur de Recherche, LAAS-CNRS

Rapporteurs : Ph. de Larminat, Professeur, Ecole Centrale de Nantes
A. Qustaloup, Professeur, ENSEIRB

Examinateurs : G. Garcia, MaTtres de ConErences, INSAT

D. Mehdi, Professeur, IUT de Poitiers
A. Richard, Professeur, Université de Nancy
Directeur de these :  B. Pradin, Professeur, INSAT
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STAGES ET EXPERIENCES PROFESSIONNELLES DIVERSES

aolt 89 :
juillet 90 :

6tés 91 et 92 :

6t6 93 :

mars 94-sept. 94 :

oct. 94-juil. 95 :

oct. 95-sept. 98 :

sept. 98-aolt 99 :

Préparation en magasin & I’usine OCE France de Chateauroux.
Manutention au SERNAM Chateauroux.

Travail d’agent administratif au service Planning de I’usine OCE France de
Chateauroux : conversations téléphoniques quotidiennes en anglais avec des
interlocuteurs de I’usine mere de Venlo (Pays Bas).

Stage dans la sociétt IMMEDIA (Ingéniérie Multi-Média) au Mans :
création de supports de cours pour des stages de formation en Bureautique
et Informatique organisés par le CESI-Centre (Orléans) et installation de
divers logiciels et cartes sur PC.

Stage d’ingéniorat et de DEA au LAAS-CNRS.

Service National a la Base Aérienne 101 de Francazal (31) : mise au
point de macro-commandes permettant d’imprimer systématiquement les
cartes de travail des personnels assurant la maintenance des avions et
hélicoptéres militaires ; tAches bureautiques diverses.

Thése de doctorat en Automatique en tant qu’allocataire de recherche;
inscription a I’INSAT et activité de recherche au LAAS-CNRS.

Monitorat d’enseignement supérieur : enseignements effectués au
département Génie Electrique et Informatique (DGEI) de L’ INSAT.

Enseignement et recherche en temps qu’ATER : recherche effectuée
au LAAS-CNRS, enseignements dispensés au DGEI de I’INSAT.

LANGUES
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Anglais : bon niveau, a savoir lecture réguliere d’articles scientifiques en langue
anglaise, présentation orale de travaux lors de conférences internationales,
quelques enseignements effectués dans cette langue a I’occasion d’une
collaboration du LAIl avec I’Université Technologique de Monterrey
(Mexique), lecture de biographies et ouvrages historiques.

Allemand : notions.

Japonais : quelques rudiments appris pour le plaisir.
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CENTRES D’ INTERET

e Pratique du judo pendant dix ans
e Pratique occasionnelle du football
e Pratique de I’aikibudo

e Dessin

e Histoire du Japon médiéval

Cc

a. Le judoka japonais Koga Toshihiko effectuant une « projection d’épaule ».

b. Dans la rubrique « Le saviez-vous? » : le but inscrit par Michel Platini sur coup-franc face
aux Pays Bas en 1981 qualifia la Francea la coupe du Monde de 1982. La trajectoire du ballon
dite « en feuille morte » fit aussi I’objet d’une simulation sur ordinateur par un spcialiste des
simulations biomécaniques... ou quand la science et le sport se rejoignent.

c. Apres le placement des pdles, le déplacement d’épaule.

d. Dessin de samurai extrait de la bande dessinée Kogaratsu par Boss (scénariste)

et Michetz (dessinateur).
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ACTIVITES D’ENSEIGNEMENT

Les enseignements cités ci-apres ont été ou sont actuellement pratiqués, depuis 1995, dans le
cadre :

e du MONITORAT D’INITIATION A L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR (1995-1998), au pre-

mier cycle et au Département de Génie Electrique et Informatique (DGEI) de I'INSA de Tou-
louse ;

e d’un contrat d’ATER (1998-1999), au Département de Génie Electrique et Informatique (DGEI)
de I’INSA de Toulouse;;

e du service de MAITRE DE CONFERENCES (depuis 1999), au département de Génie Electrique
et Informatique Industrielle (GEII) de I’IUT de Poitiers, de la spécialité Génie Electrique et Au-
tomatique (GEA) de I’ESIP et de diverses moutures de DEA et Master (aujourd’hui Master
Réseau-Communication-Automatique (RCA)) de I’Université de Poitiers.

Les différents volumes horaires ne sont pas précisés (le cumul n’a pas été tenu a jour), pas
plus que les périodes durant lesquelles ces enseignements ont été (ou sont) dispensés.

INFORMATIQUE

> Travaux pratiques d’algorithmique et programmation ADA
avec des éléves de 1% année du premier cycle de I’INSA de Toulouse.

Encadrement des étudiants qui réalisent, sur PC, de petits programmes en ADA illustrant les
concepts vus en cours eten TD :

— Analyse descendante ;

Structures de controle ;

Structures de données : variables, types, sous-types, manipulation de tableaux ;
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Style de programmation ;
Détection d’erreurs.

> Travaux pratiques d’algorithmique et programmation ADA
avec des éléves de 26M€ année du premier cycle de I’INSA de Toulouse.
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Encadrement des étudiants qui réalisent, sur PC, de petits programmes en ADA illustrant les
concepts vus en cours et en TD, ainsi qu’un projet correspondant a 12 heures de TP :
Sous-procédures ;

Fonctions;;

Passage de parametres, variables globales, variables locales ;

le type « Article » (c.-a-d. la structure d’agrégat) ;

Manipulation des fichiers.

> Travaux dirigés et pratiques d’algorithmicue et programmation en C
avec des éléves de 1°"® année du département GEII de I’'IUT de Poitiers.

Encadrement des étudiants qui réalisent, en salle, de petits algorithmes, et sur PC, de petits
programmes en C illustrant les concepts vus en cours :

— Structures de base ;

— Alternatives;

Itérations ;

Tableaux ;

Procédures, fonctions, passage de parametres simples ;

Passage de parametres de types tableaux ;

Chaines de caracteres.

> Travaux pratiques de programmation d’un micro-controleur
avec des éléves de 1°"® année du département GEII de I’IUT de Poitiers.

Encadrement des étudiants qui réalisent, sur PC, de petits programmes en Assembleur puis
en C implantés et testés sur un uC 68HC11 :

Différents modes d’adressage en Assembleur ;

Branchements directs et conditionnels ;

Interruptions;

Gestions des convertisseurs ;

Gestion de timer ;

Gestion d’un afficheur, etc.

> Cours, travaux dirigés et travaux pratigques de programmation d’un micro-controleur
avec des éléves la filiére Apprentissage de 18 année du département GEIl de I’IUT de Poitiers.

Travaux pratiques réalisés sur ;C' 68HC11 (seul le langage Assembleur 68000 était concerné
pour cette partie d’enseignement) :

Structure et fonctionnement d’un uC';

Différents modes d’adressage en Assembleur ;

Branchements directs et conditionnels ;

Interruptions;

Gestions de timer ;

Gestion d’un afficheur, etc.
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ELECTRONIQUE

> Travaux dirigés et travaux pratiques d’électronique analogique
avec des éléves de 18 année de I’'IUT du département GEII de Poitiers.

[llustration des notions vues en cours :

Amplificateur opérationnel ;

Fonctions de base réalisées a I’aide des amplificateurs opérationnels ;
Filtres actifs de base réalisés a I’aide des amplificateurs opérationnels ;
Défauts des amplificateurs opérationnels ;

Montages non linaires, comparateurs ;

Montages a base de diodes ;

Transistors a effet de champ ;

Tansistors bipolaires ;

Transmission infrarouge (analogique et numérique) ;

— Amplificateur de puissance (push-pull), etc.

> Projet tuteuré d’électronique analogique
avec des éléves de 26M€ année de I’IUT du département GEII de Poitiers.

Réalisation d’un robot filoguidé utilisant un capteur magnétique.

PHY SIQUE

> Travaux pratiques sur les capteurs
avec des éléves de 16" année du département GEII de I’'IUT de Poitiers.

Les enseignements de physique au département GEIl de I’lUT sont trés axés sur la notion de
capteurs aussi ces rares séances de TP étaient-elles consacrées a la réalisation, sous LABVIEW
et avec I’aide d’une carte d’acquisition / restitution, du pilote d’un codeur incrémental mesurant
la position d’un chariot mobile sur un rail.
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MATHEMATIQUES

> Travaux dirigés et travaux pratiques
avec des éléves de 16" année du département GEII de I’'IUT de Poitiers.

Illustration, en TP, de I’ensemble des notions vues en cours a I’aide du logigiel MUPAD et,
en TP, des notions suivantes :

— Equations différentielles de premier et deuxiéme ordre ;

— Matrices;

— Transformation de Laplace.

AUTOMATIQUE

> Travaux dirigés d’automatique des systémes linéaires a temps discret
avec les éléves de 46M€ année spécialité Génie Informatique et Industriel du DGEI de I’'INSA
de Toulouse.

Illustration des concepts vus en cours par des exercices sur papier, ponctués de vérifications
des résultats et de simulations réalisées a I’aide du logiciel MATLAB.

— Modeéles des systémes a temps discret : rappel des modeles continus, méthodes de pas-
sage aux modeles échantillonnés (fonction de transfert en z, représentation d’état, équation
récurrente) ;

Régulation de niveau et de température dans une cuve a eau : modélisation du procédé en
temps continu, lin€arisation, discrétisation, et simulation des réponses indicielles discretes ;
Stabilité des systémes discrets ;

Calcul de correcteurs numériques par discrétisation de correcteurs analogiques ;
Commandabilité, observabilité, commande par retour d’état, calcul d’observateurs;;
Syntheése de correcteurs RST.

> Travaux dirigés d’automatique des systemes linéaires a temps discret
avec les éléves de 48M€ année spécialité Automatique-Electronique-Informatique du DGEI de
I’INSA de Toulouse.

Illustration des concepts vus en cours par des exercices sur papier, ponctués de vérifications

des résultats et de simulations réalisées a I’aide des logiciels MATLAB et SIMULINK.

Le programme inclut celui mentionné a la rubrique précédente. Toutefois, les notions sont plus

approfondies et d’autres points sont abordés :

— Rappels sur I’Automatique des systémes linéaires a temps continu (modélisation, analyse et
commande) ;
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Initiation a I’utilisation du logiciel SIMULINK ;

Réglage d’un régulateur PID et systéme anti-saturation ;

Commande de la cuve par retour d’état ; introduction au phénomene de couplage entrées/sorties
rencontré en multivariable ;

Sensibilisation au probléme d’incertitude de modélisation et de robustesse de la loi de com-
mande.

> Bureau d’études de systemes multivariables )
avec les éléves de 55™M€ année spécialité Automatique-Electronique-Informatique (orientation
Automatique) du DGEI de I’'INSA de Toulouse.

Illustration a I’aide de MATLAB de quelques méthodes de commande des systemes linéaires
continus multi-entrées/multi-sorties sur un modele simplifié d’avion de ligne :

— Placement de structure propre par retour d’état ;

Placement partiel de p0les par retour statique de sortie ;

Placement total de pdles par retour statique de sortie ;

Commande non-interactive ;

Sensibilisation aux problémes de robustesse et de conditionnement des valeurs propres.

> Cours d’automaticue des systémes linéaires a temps continu
avec les éléves de 35™M€ année spécialité Génie Informatique et Industriel du DGEI de I’INSA
de Toulouse.

Introduction a I’ Automatique ;

Modélisation des systémes linéaires continus : équation différentielle, fonction de transfert,
représentation d’état ;

Réponses harmoniques et temporelles des systémes ;

Stabilité des systemes linéaires ;

Réglage des systémes continus.

> Travaux dirigés, travaux pratiques et projet d’automatique des systémes a temps continu
avec les éléves de 26™M€ année du département GEII de I’IUT de Poitiers.

EnTD:

— Systémes de premier ordre ;

Systémes de deuxiéme ordre ;

Associations de fonctions de transfert;

Réponses fréquentielles et temporelles;

Modélisation d’un systeme bouclé (antenne parabolique)

Stabilité qualitative des systemes (boucle ouverte, boucle fermée) ;
Marges de stabilité ;

Précision des systémes bouclés ;

Influence d’une perturbation ;

synthese de PID (Ziegler-Nichols, méthode frégquentielle, compensation de péle) ;
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En TP ou projet :

— Systémes de premier ordre (identification, bouclage) ;

Systemes de deuxiéme ordre (identification, bouclage) ;

Identification et asservissement de la vitesse d’un moteur a courant continu ;
Identification et asservissement de la vitesse d’un moteur brushless ;

Utilisation des logiciels MATLAB et SIMULINK ;

Asservissements de température et de débit sur un systéme de type « séche-cheveux »;
— Asservissement de la position d’un chariot mobile sur un rail ;

— Asservissement d’un pendule sur un chariot mobile ;

— Asservissement d’altitude d’une boule en suspension magnétique, etc.

> Travaux dirigés et travaux pratiques d’automatique des systémes a temps discret
avec les éléves de 26™M€ année du département GEII de I’lUT de Poitiers.

EnTD:

— Utilisation de la transformée en 2 ;

Equations récurrentes ;

E'chantillonnage des modeles continus ;

Réponses des systemes discrets ;

Discrétisation d’un correcteur analogique (Euler avant, Euler arriéere, Tustin).

EnTP :

— Réalisation d’un correcteur discret sous LABVIEW a I’aide d’une carte d’acquisition / res-
titution ;

— Observation de I’influence de la période d’échantillonnage ;

— Commande discrete de type PID ;

— Perspectives d’€laboration de correcteurs plus sophistiqués.

> Cours, travaux dirigés et travaux pratiques d’automatique des systémes a temps continu
avec les éleves de la licence professionelle « Technologies Avancées Appliquées aux Véhicules »,
gérée par le département GEIl de I’lUT de Poitiers.

Le cours reprend les notions suivantes mais évite, autant que faire ce peut, les développements
mathématiques, les réduisant a leur partie congrue :

— Introduction a I’Automatique ;

Modélisation des systeémes linéaires continus : équation différentielle, fonction de transfert ;
Réponses harmoniques et temporelles des systémes ;

Stabilité des systémes linéaires ;

Réglage des systémes continus.

En TD/TP, une utilisation des logiciels MATLAB et SIMULINK permet d’illustrer rapidement,
en le peu de temps imparti, diverses notions vues en cours.

> Cours et travaux dirigés de représentation d’état des systemes linéaires monovariables
atemps continu  _ B
avec les éléves de 26™M€ année de la spécialité Génie Electrique et Automatique (GEA) de I’ESIP.
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— Rappel sur les fonctions de transfert ;

— Modélisation par équation d’état ;

— Réponses harmoniques et temporelles des modeles d’état ;

— Stabilité des modeles d’état ;

— Commandabilité/observabilité ;

— Commande par retour d’état : placement de pdles;

— Commande par retour de sortie : les observateurs;;

— Introduction a la représentation d’état discrete ;

— Modélisation d’une maquette pédagogique d’hélicoptére ADAPTECH ;
— Régulation de température et de niveau dans une cuve a eau ;

Calcul d’une loi de commande pour des angles de la maquette d’hélicoptere.

> Cours d’automatique : systémes multivariables
avec les éléves de Master Réseau-Communication-Automatique de I’Université de Poitiers.

Il s’agit du deuxiéme volet d’un cours réalisé en partenariat avec deux collégues :
Différentes structures de rétro-action;

Sensibilisation au probléme du couplage entrées/sorties ;

Placement de structure propre ;

Réduction de modele.

> Cours d’automatique : notions de base pour une initiation a la synthése de correcteurs
par approche LMI

avec les éleves de Master Réseau-Communication-Automatique (RCA) de I’Université de Poi-
tiers.

Il s’agit de nouveau du deuxieme volet d’un cours sur la commande robuste, réalisé en par-
tenariat avec deux collegues :

— Rappels mathématiques et préliminaires ... pour en arriver aux normes H,, H.. et aux LMI ;
— Introduction aux synthéses Hs, Hoo, Mixte ;

— Introduction aux incertitudes dans I’espace d’état et @ la commande robuste par approche LMI.

ENSEIGNEMENTS EN ANGLAIS

Le LAII entretient depuis de nombreuses années des relations privilégiées avec I’Université
Technologique de Monterrey au Mexique (Tecnoldgico de Monterrey). Dans ce cadre, nous
avons dispensg, a des éléves-ingénieurs mexicains, les enseignements suivants :
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A Poitiers :

— Introduction a la réprésentation d’état ;

— Systémes échantillonnés, systémes discrets;

A Monterrey :

— Le cours de Master sur les systemes multivariables (voir plus avant) ;
— Le cours de Master sur I’initiation a la synthése LMI (voir plus avant).

*
Bien entendu, parmi tous ces enseignements, de nombreux ont fait I’objet de préparation d’exa-
mens, de participation a des jurys et de rédaction de divers documents dont certains peuvent
étre téléchargés a I’adresse

http ://laii.univ-poitiers.fr/bachelier.

AUTRES ACTIVITES LIEES A L' ENSEIGNEMENT

o> Participation aux stages proposés par le Centre d’Initiation a I’Enseignement Supérieur
(CIES) dont certains ont trait directement a des situations d’enseignement et a la pédagogie (ex :
fondamentaux de la communication ; statuts, fonctions et role de I’enseignant du supérieur ; lec-
ture rapide ; animation de groupe et pédagogie ; de la peur au plaisir de prendre la parole en
public ; aspects émotionnels de la vie d’un enseignant-chercheur ; prise de notes et processus
de mémorisation ; réflexion sur le monitorat et sur I’enseignement supérieur, etc.)

> Encadrement et participation aux jurys d’évaluation de deux étudiants du Conservatoire Na-
tional des Arts et Métiers (CNAM), cycle B, dans le cadre de leurs mémoires d’oral probatoire
portant respectivement sur

— le placement de structure propre par retour statique ( Toul ouse, 1997) ;

— la commande quadratique (Poi tiers, 2006).

o> Participation a un jury de these d’Ingénieur CNAM pour un étudiant (Poi ti ers, 2007).

> Co-administrateur avec Benoit Boivin du site Internet du département GEIl de I’lUT de
Poitiers (http ://webi ut. canpus.univ-poitiers.fr/geii).

> Co-responsable avec Erik Etien de la communication du département GEIl de I’IUT de
Poitiers.
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ACTIVITES DE RECHERCHE

Statut : Maitre de conférences

Laboratoire : Laboratoire d’Automatique et d’Informatique Industrielle (LAI,
EA 1219) de L’Ecole Supérieure d’Ingénieurs de Poitiers (ESIP),
Université de Poitiers.

Directeur : Professeur Gérard Champenois
Groupe : « Commande » ,
Responsable : Laurent Rambault, HDR

DETAIL DES ACTIVITES

Aprés quatre années passées au Laboratoire d’ Analyse et d’Architecture des Systemes (LAAS-

CNRS) de Toulouse, dans I’ancien groupe CSC dirigé par Jacques Bernussou, Directeur de

Recherche, & savoir :

— trois années de these (sous la direction de Bernard Pradin, Professeur a I’INSA de Tou-
louse),

— une année supplémentaire d’ATER,

nos activités de recherche ont continué sans changement de thématique, au LAII. Voici un

résumé de I’ensemble des themes abordés.

Nos activités de recherche s’articulent essentiellement autour de deux axes.

Nous avons choisi de ne pas détailler ici les travaux de these (au profit des activités post-
doctorales) qui s’inscrivent néanmoins dans le second axe et qui restent un point de départ
crucial pour I’ensemble de notre recherche. Il convient de préciser dores et déja que la trés
grande majorité des recherches menées durant notre séjour a Toulouse I’a été sous la direction
du professeur Bernard Pradin. Depuis notre intégration a Poitiers, notre travail est réalisé en
étroite collaboration avec le professeur Driss Mehdi.

\oici les deux axes :
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Outils de la robustesse

Il s’agit d’apporter une contribution a I’élaboration d’outils méthodologiques pour I’analyse
et la commande des systémes linéaires multivariables de modélisation incertaine. La plupart
des outils développés reposent sur une approche dite « de Lyapunov » car nécessitant la
détermination d’une fonction de Lyapunov, potentiellement dépendante des parameétres incer-
tains, qui permette d’assurer les propriétés requises pour le systéeme. Les conditions sont généra-
lement formulées en termes d’inégalités matricielles linéaires (LMI en anglais).

e Cette contribution a I’analyse et la commande robustes a deux objectifs :

1. Maintenir une activité théorique constante au sein du LAII sur un sujet d’actualité. A
ce titre, de nombreux travaux ont fait I’objet en 2000-2001 de collaborations (avec Di-
dier Henrion (LAAS-CNRS) et Mickael Sebek (UTIA-Prague) sur I’approche poly-
nomiale, avec Jamal Daafouz (CRAN) et Jacques Bernussou (LAAS-CNRS) sur les
systemes discrets incertains variant dans le temps. Méme si ces travaux sont a priori
terminés et publiés, les collaborations sont susceptibles d’&tre ravivées a tout moment.

2. Mettre au service du LAII les outils développés pour les applications locales (exemple :
analyse en stabilité robuste d’un modele de machine asynchrone : collaboration en
1999-2000 avec Sébastien Cauét et Laurent Rambault).

La culture sur la robustesse se développant ainsi au laboratoire, I’on voit par exemple des
personnels du LAII travaillant sur la synchronisation des oscillateurs ou encore des cher-
cheurs s’efforcant de compenser les oscillations de couple de moteurs thermiques, intégrer a
leurs développements des méthodes de I’ Automatique moderne (robustesse, LMI, LPV, etc.),
bénéficiant des conseils prodigués par le groupe « Commande ». C’est un transfert auquel
nous tenons particulierement.

e Toujours avec la volonté de développer des outils d’analyse et commande robustes, avec
Driss Mehdi, nous avons entamé des recherches sur la commande des procédés répétitifs qui
forment une classe des systémes multidimensionnels ou systémes n-D. Ces procédés répétitifs
peuvent étre un moyen original de modéliser certains systémes (ex : systéme de laminage).
Cette recherche s’effectue en collaboration avec le professeur Krzysztof Gatkowski, de
I’Université de Zielona Gora (Pologne) mais également I’un de ses étudiants aujourd’hui
docteur, Wojciech Paszke. Notre démarche nous a conduit entre autres a I’étude de systémes
commutants. Des premiers résultats ont généré une recherche commune avec le professeur
Eric Rogers de I’Université de Southampton et ont fait I’objet de plusieurs communica-
tions (2006). Ces travaux sur les modéles multidimensionnels se poursuivent actuellement.
Une application possible des outils développés concerne I’analyse et la commande (pour
I’instant nominale) de certains modéles fractionnaires, dans le cadre d’un travail avec Kr-
zysztof Gatkowski et Anton Kummert de I’Université de Wuppertal. De plus, avec Woj-
ciech Paszke et Driss Mehdi, nous avons mené un travail de fond sur les systémes n-D qui
a recemment conduit a une des toutes premiéres (si ce n’est la premiére) versions du lemme
de Kalman-Yakubovich-Popov adapté a ces modéles (elle fait I’objet de I’annexe A).
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Placement de pdles robuste en D-stabilité

Ce second axe fait I’objet du corps du mémoire.

e Il s’agit d’élaborer des méthodes permettant de réaliser sur des modéles d’état linéaires,
des placements de pbles robustes, c’est-a-dire conservant leurs performances en présence
d’incertitudes sur les modeéles. Le travail effectué est essentiellement analytique. Il consiste
a élaborer des critéres de performances transitoires robustes. Plus précisément, ce sont des
bornes de D-stabilité robuste, c’est-a-dire des bornes sur le domaine d’incertitude pour lequel
la D-stabilité (I’appartenance des valeurs propres de la matrice d’état incertaine a une région
D du plan complexe) est garantie. Nous utilisons une approche basée sur la résolution de LMI
et sur les fonctions de Lyapunov dépendantes des paramétres pour :

1. réduire le conservatisme des bornes existantes ;
2. envisager une large gamme de régions non connexes (D -stabilité) ;

3. utiliser les bornes de D-stabilité robuste comme critere de performances a maximiser
lors de la détermination d’une loi de commande de type « placement de pdles ». Nos
résultats permettent, dans certains cas, de réaliser des placements de pdles robustes,
dans des régions sophistiquées et ce, méme quand la célébre condition de Kimura n’est
pas Vérifiée.

Les points mentionnés ci-dessus font suite a notre these et sont aussi I’objet de la thése de
Jérdme Bosche, soutenue en décembre 2003 ainsi que celle de Bilal SARI, commencée en
septembre 2006. Ils ont également donné lieu en 2000-2001 a une collaboration avec Denis
Arzelier et Dimitri Peaucelle du LAAS-CNRS.

e En marge de cette thése, toujours concernant la D-stabilité, nous nous efforgons de développer
le concept encore récent de 9D-régularité d’une matrice. Ce concept permet dores et déja
d’améliorer certains résultats existants sur la détermination des bornes de D-stabilité robuste
lorsque D est une union de région. Cette recherche, au préalable menée en collaboration
avec Bernard Pradin du LAAS-CNRS en 2003, a impliqué ensuite également Driss Mehdi
du LAII et Didier Henrion du LAAS-CNRS et de I’'UTIA de Prague (2004). Nous conti-
nuons a étudier ce concept avec Driss Mehdi pour le faire évoluer sans doute vers celui de
S-régularité. Les perspectives concernant cette activité nous conduisent a considérer une ex-
tension du lemme de Kalman-Yakubovic-Popov (KYP) ou I’axe imaginaire serait remplacé
par une frontiére plus sophistiquée (2004). Nous avons également mis en évidence I’intérét
du lemme KYP généralisé pour la recherche de bornes de D-stabilité robuste moins conser-
vatives (2006).

e Par ailleurs, pour sortir du cadre essentiellement analytique de nos travaux sur la Dy;-stabilité,
nous avons établi avec Nehza Maamri et Driss Mehdi une véritable méthode de synthése
par retour d’état pour placer les pdles d’un systeme dans une union de sous-régions. (2006).
Les efforts d’extension se portent actuellement sur le cas du retour de sortie et sur la prise en
compte d’incertitudes structurées ou non dans la procédure de synthése.

Toujours pour rester sur la commande nominale, puisque de placer les poles il est question,
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nous nous sommes intéressés, depuis le début de notre activité de recherche, au placement
strict de pOles, en particulier par retour statique de sortie. Les approches proposées sont
celles de la commande modale, c.-a-d. du placement de structure propre. Dans ce cadre, avec
Jérdme Bosche et Driss Mehdi, nous avons montré que la « condition de Kimura » n’était
pas nécessaire pour placer les pdles par voie modale. Quelques cas échappant a cette condi-
tion ont été traités. En particulier, le cas ou la somme du nombre d’entrées et de sorties est
égale a I’ordre du systeme peut génériquement étre traité par notre approche (2006-2008).
Ces aspects sont détaillés dans le corps du mémoire.

e Plus récemment, entre autres dans le cadre de la thése de Ouiem Rejichi que nous super-
visons avec Driss Mehdi et Mohammed Chaabane de I’Université de Sfax, nous nous
sommes intéressés aux systémes singuliers ou implicites ou algébro-différentiels. De nom-
breux travaux traitent de I’analyse et la commande de tels systémes. La particularité de nos
contributions reste la D-stabilité qui conserve un sens dans le contexte implicite. Cette pro-
priété ajoutée a la régularité (systeme bien posé, donc solution unique) et la non-impulsivité,
conduit au concept de D-admissibilité. Nous avons proposé des conditions LMI d’analyse et
synthese nominale de D-admissibilité. Nous avons aussi envisageé le cas robuste avec une in-
certitude LFT bornée en norme sur la matrice d’état A, des incertaitudes polytopiques sur A
et sur la matrice singuliére £, voire la matrice de commande B. Le retour d’état est pour I’ins-
tant privilégié dans les techniques de commande. M&me le cas des unions de sous-régions a
été considéré, induisant le concept de Dy -admissibilité. En outre, la notion de S-régularité
évoquée plus avant, nous a permis, avec Bilal Sari et Driss Mehdi, d’envisager I’analyse en
D-admissibilité robuste d’un systéme implicite comportant une incertitude LFT implicite (ou
généralisée) sur A d’une part et sur £/ d’autre part ; ces deux incertitudes sont indépendantes.
Ce dernier point fait I’objet de I’annexe B. La technique de placement de structure propre
évoquée précédemment a également été adaptée aux cas des systémes implicites.
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ACTIVITES D' ENCADREMENT

> Encadrement de trois théses :

Etudiant :
Début :
Soutenance :
Titre :

Contrat / financement :
Directeur de thése :
Taux d’encadrement :
Situation actuelle :

Publications en rapport avec la these :

(voir liste des publications)

Jéréme BOSCHE

octobre 2000

18 décembre 2003

Analyse en Dy -stabilité

et commande par placement de poles
Allocation ministérielle

Prof. Driss MEHDI

90%

Maitre de conférences a I’Université d’Amiens
CF-4,

CI-13, CI-14, CI-15, ClI-16, CI-17, CI-19,

Cl-24, CI-26,
RF-2,
RI-12, RI-17.
Etudiante : Ouiem REJICHI
Début : septembre 2005
Soutenance : décembre 2008
Titre : D-stabilité des systemes singuliers

Contrat / financement :

Directeurs de thése :

Taux d’encadrement :
Situation actuelle :

Publications en rapport avec la these :

(voir liste des publications)

Co-tutelle Universités de Poitiers
et de Sfax (Tunisie)

Bourse du gouvernement tunisien
Plus de 60% du temps passé en France
Prof. Driss MEHDI et
Mohammed CHAABANE (HDR)
50%

en fin de thése

RT9,

CF-5,

CI-30, CI-32, C1-34,CI-36,

RI-21.
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Etudiant :

Début :

Soutenance .

Titre :

Contrat / financement :

Directeur de thése :

Taux d’encadrement :

Situation actuelle :

Publications en rapport avec la these :
(voir liste des publications)

Bilal SARI

septembre 2006

prévue pour fin 2009
S-procédure et Dy;-stabilité robuste
Allocation ministérielle
Prof. Driss MEHDI

90%

deuxiéme année de thése
RT-10, RT-11,

CF-6, CF-7

CI-35, CI-37

> Encadrement de cing stages de DEA ou Master :

Etudiant : Bernard GUILLAUMON
Période : avril-septembre 1999

Taux d’encadrement : 100%

Situation actuelle : enseignant dans le secondaire
Publications en rapport avec le stage : néant.

Etudiant : Riad RIADI

Période : mars-juin 2004

Taux d’encadrement : 100%

Situation actuelle : doctorant a I’Université d’Angers
Publications en rapport avec le stage : CI-24.

Etudiant : Houari BOURRI
Période : mars-juin 2005

Taux d’encadrement : 100%

Situation actuelle : employé dans I’industrie
Publications en rapport avec le stage : néant.

Etudiant : Bilal SARI

Période : mars-juin 2006

Taux d’encadrement : 100%

Situation actuelle : doctorant au LAII-ESIP
Publications en rapport avec le stage : néant.

Etudiant :

Période :

Taux d’encadrement :
Situation actuelle :

Publications en rapport avec le stage :

Mohamed NJEH
mars-juin 2007

100%

doctorant au LAII-ESIP
CI-33.
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COLLABORATIONS

\oici une liste non exhaustive de nos collaborateurs occasionnels ou réguliers, ou co-signataires
d’articles, et collegues divers.

Driss MEHDI (LAII), un « chef » amical,

Bernard PRADIN (INSA et LAAS-CNRS), un directeur de these envers lequel nous sommes
tres reconnaissants,

Didier HENRION (LAAS-CNRS), un brillant chercheur et un ami,

Jérdbme BOSCHE (CREA) que nous remercions d’avoir travaillé avec nous,

Krzysztof GALKOWSKI (Université de Zielona Gora, Pologne),

Wojciech PASZKE (Université de Zielona Gora, Pologne),

Mohammed CHAABANE (Université de Sfax, Tunisie),

Jamal DAAFOUZ (CRAN-ENSEM), un autre ami,

Jacques BERNUSSOU (LAAS-CNRS), un chef de groupe sympathique,

Denis ARZELIER (LAAS-CNRS),

Dimitri PEAUCELLE (LAAS-CNRS),

Slim TNANI (LAII),

Patrick COIRAULT (LAII), tout aussi praticien que théoricien,

Eric ROGERS (Université de Southampton, Royaume Uni),

Anton KUMMERT (Université de Wuppertal, Allemagne),

bien d’autres qui, nous I’espérons, nous pardonneront de ne les avoir inclus dans la liste,
et bien sdr tous les personnels du LAII.

ACTIVITES CONNEXES A LA RECHERCHE

> Représentant des doctorants pendant deux ans au Conseil Scientifique de I’ INSA de Toulouse
(1996-1998).

o> Participation active a des initiatives du Collectif des doctorants de I’ INSA de Toulouse (1996-
1999) (exemple : présentation vulgarisée a I’intention des éléves ingénieurs de I’ INSA, par voie
de posters, de la recherche effectuée a I’INSA, élaboration d’un annuaire des doctorants de
I’INSA de Toulouse, participation a la premiére charte des théses de cet institut).

> Responsable de I’organisation des séminaires internes du LAII.

> Membre suppléant, section 61, de la CSE de I’Université de Poitiers (2005-2008).
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> Membre extérieur suppléant, section 61, de la CSE de I’Université de Tours (2005-2008).

> « Reviewer » pour tous les grands congrés d’Automatique (ECC, ACC, CDC, IFAC World
Congress) et bien d’autres ainsi que pour la plupart des revues d’ Automatique de premier plan
(IEEE Transactions on Automatic Control, Automatica, International Journal of Robust and
Nonlinear Control, International Journal of Control, IET Control Theory and Applications, Mul-
tidimensional Systems and Signal Processing, IEEE Transactions on Circuits and Systems (Part
I), etc.) mais aussi bien d’autres; le rythme d’évaluation pour des revues est d’environ deux
articles par mois. Sélectionné parmi les quelques 800 reviewers d’Automatica en 2001 comme
faisant partie des trente meilleurs.

PUBLICATIONS

Rapports techniques non publiés

RT-1. Placement de structure propre par retour de sortie
O. Bachelier
Rapport de DEA INSA-LAAS-CNRS, 1994

RT-2. LMI-bounds for uncertain matrix root-clustering in a union of convex subregions of the
complex plane

O. Bachelier, B.Pradin

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 97081, 1997

RT-3. Commande des systémes lin€aires incertains : placement de pdles robuste en D-stabilité
O. Bachelier

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 98433

Rapport de thése INSA-LAAS-CNRS, 1998

RT-4. Robust matrix root-clustering analysis against unstructured, parametric structured or
norm-bounded uncertainty

O. Bachelier, B. Pradin

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 99309, 1999

RT-5. LMI approach to some class of nD-Polynomial matrices : Application to the stability
of nD-systems

O. Bachelier, D. Mehdi

Rapport de recherche LAII-ESIP N° 200601170B, 2006
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RT-6. On the KYP lemma, the hybrid Roesser models and the matrix 0D-regularity
O. Bachelier, D. Mehdi
Rapport de recherche LAII-ESIP N° 200609160B, 2006

RT-7. Admissibility and State Feedback Admissibilization of Discrete Singular Systems : An
LMI Approach

M. Chaabane, O. Bachelier, D. Mehdi

Rapport de recherche LAII-ESIP N° 20070208DM, 2007

RT-8. Placement de pbles et D-stabilité robuste : approche temporelle

O. Bachelier

Rapport de recherche LAII-ESIP, correspondant essentiellement au présent rapport (2006-
2008)

RT-9. Robust Dx-admissibility of uncertain descriptor systems via LMI approach
W. Rejichi, M. Chaabane, O. Bachelier, D. Mehdi
Rapport de recherche LAII-ESIP N° 20070402WR, 2007

RT-10. Robust S-regularity of matrix pencils applied to the analysis of descriptor models
B. Sari, O. Bachelier, D. Mehdi

Rapport de recherche LAII-ESIP N° 20070901BS, 2007

soumis a Linear Algebra and its Applications

RT-11. On robust state feedback Hurwitz-stabilization of polytopic descriptor models
B. Sari, O. Bachelier, D. Mehdi

Rapport de recherche LAII-ESIP, 2008

soumis a International Journal of Systems Science

Conférences strictement francophones

CF-1. Placement robuste de structure propre par retour de sortie

O. Bachelier, B.Pradin

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 96094

Automatique, Génie Informatique, Image (AGI1’96), Tours (France), pp.133-136, 6-7 juin
1996

CF-2. D-stabilité d’une matrice incertaine par approche LMI

O. Bachelier, B.Pradin

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 97154

Collogue de Recherche Doctorale. Automatique-Génie Informatique-Image-Signal (AGIS),
Angers (France), pp.67-72, 9-11 décembre 1997

CF-3. Une condition nécessaire et suffisante d’appartenance des valeurs propres d’une ma-
trice & une union de sous-régions du plan de Laplace
O. Bachelier, B.Pradin
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Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 99131
Journées Doctorales d’ Automatique (JDA’99), Nancy (France), pp.5-8, 21-23 septembre 1999

CF-4. Placement de pdles robuste par retour statique de sortie
J. Bosche, O. Bachelier, D. Mehdi
Conférence Internationale Francophone d’Automatique (CIFA), Tunisie, 2004

CF-5. Placement robuste en Dg-admissibilité des systemes singuliers

W. Rejichi, O. Bachelier, M. Chaabane, D. Mehdi

Conférence Internationale Francophone d’Automatique (CIFA), Bucarest, Roumanie, sep-
tembre 2008

CF-6. S-procédure et Dy;-stabilité robuste

B. Sari, O. Bachelier, D. Mehdi

Conférence Internationale Francophone d’Automatique (CIFA), Bucarest, Roumanie, sep-
tembre 2008

CF-7. S-procédure, S-régularité et analyse robuste des systemes implicites
B. Sari, O. Bachelier, D. Mehdi
Journées doctorales MACS 2009 (JDMACS), Angers, France, mars 2009

Conférences internationales

CI-1. Robust pole assignment in a second order region via Lyapunov approach

O. Bachelier, B.Pradin

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 96386

2nd IFAC Symposium on Robust Control Design (ROCOND’97), Budapest (Hongrie), pp.417-
422, 25-27 juin 1997

CI-2. Bounds for robust eigenvalue assignment in a sector

O. Bachelier, B.Pradin, I. Chouaib

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 96341

4th European Control Conference (ECC’97), Bruxelles (Belgique), 1-4 juillet 1997

CI-3. Robust regional eigenvalue assignment

O. Bachelier, B.Pradin

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 97340

2nd IMACS Multiconference CESA’98 Computational Engineering in Systems Applica-
tions. Symposium on Modeling, Analysis and Control, Nabeul-Hammamet (Tunisie), vol.1,
pp.632-637, 1-4 avril 1998

Cl-4. Robust root-clustering analysis in a union of subregions

O. Bachelier, B.Pradin

Rapport de recherche LAAS-CNRS 97364

1998 American Control Conference (ACC’98), Philadelphie, PA (USA), vol.3, pp.1874-1878,
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24-26 juin 1998

CI-5. Robust pole placement in a specified convex region of the complex plane

O. Bachelier, B.Pradin

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 97407

IFAC Conference on System Structure and Control, Nantes (France), vol.1, pp.203-208, 8-
10 juin 1998

CI-6. Parameter dependent Lyapunov control design : numerical evaluation

O. Bachelier, J. Bernussou, M. C. de Oliveira, J. C. Geromel

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 99185

38th IEEE Conference on Decision and Control (CDC’99), Phoenix (USA), pp.293-297, 7-
10 décembre 1999

CI-7. A precise robust matrix root-clustering analysis with respect to polytopic uncertainty
O. Bachelier, D. Peaucelle, D. Arzelier, J. Bernussou

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 99320

American Control Conference (ACC’2000), Chicago, USA, juin 2000

Cl1-8. D-stability of polynomial matrices
D. Henrion, O. Bachelier, M. Sebek
Control 2000 Conference, UKACC, Cambridge, Royaume Uni, septembre 2000

CI-9. Parameter-dependent Lyapunov stability analysis : application to an induction motor
S. Cauét, L. Rambault, O. Bachelier
2001 American Control Conference (ACC’2001), Arlington, USA

CI-10. Parameter-dependent Lyapunov robust D-stability bound

O. Bachelier, D. Arzelier, D. Peaucelle

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 00501

Rapport de recherche LAII-ESIP N° 200011100B

6th European Control Conference (ECC’01), Porto, Portugal, septembre 2001

CI-11. Robust control and stability analysis of linearized system with parameter variation :
application to an induction motor

S. Cauét, L. Rambault, O. Bachelier

2001 Conference on Decision and Control (CDC’2001), Orlando, Floride, USA

CI-12. Robust Control Design for Discrete-Time Systems with Time-Varying Uncertainties :
A Poly-Quadratic Stability Based Approach

J. Daafouz, O. Bachelier, J. Bernussou

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 01212

Rapport de recherche LAII-ESIP N° 200111140B

IFAC World Congress, Barcelone, Espagne, juillet 2002
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CI-13. Sliding mode control and robust analysis of parallel hybrid filters
S. Tnani, J. Bosche, O. Bachelier
EPE-PEMC, Dubrovnik 2002

Cl-14. Robust Dg-stability analysis agaisnt JL-structure uncertainties
J. Bosche, O. Bachelier

Rapport de recherche LAII-ESIP N° 200203010B

MMAR’2002, Szczecin, Pologne, septembre 2002

CI-15. Robust eigenvalue clustering against J-structured uncertainty
J. Bosche, O. Bachelier, D. Mehdi
SMC’2002, Hammamet, Tunisie, octobre 2002

CI-16. Robust Dg-stability against both polytopic and JL-structured uncertainty
J. Bosche, O. Bachelier
Conference on Decision and Control (CDC’02), Las Vegas, USA, décembre 2002

Cl-17. « Bi-polytopic » Lyapunov functions for robust stability and fragility analysis of discrete-
time systems

J. Bosche, O. Bachelier

Rapport de recherche LAII-ESIP N° 200110150B

Conference on Decision and Control (CDC’2002), Las Vegas, USA, décembre 2002

ClI-18. 9D-regularity for robust matrix root-clustering

O. Bachelier, B. Pradin

Rapport de recherche LAII-ESIP N° 200211030B

Symposium on Robust control Design (ROCOND’2003), Milan, Italie, juin 2003

CI-19. Robustness bounds for matrix D;-stability
J. Bosche, O. Bachelier, D. Mehdi
European control conference (ECC’2003), Cambridge, septembre 2003

CI-20. State feedback stabilization of discrete-time, linear, doubly switched systems
J. Bochniak , K. Gatkowski, O. Bachelier, D. Mehdi, A. Kummert
Internationales Wissenschaftliches Kolloquium, Ilmenau, Allemagne, 2004

Cl-21. State feedback stabilization of discrete-time repetitive processes with switched dyna-
mics

K. Gatkowski, D. Mehdi, E. Rogers, O. Bachelier

Mathematical Theory of Networks and Systems (MTNS’2004), Louvin, Belgique, 2004

Cl-22. State feedback stabilization of a class of discrete-time, linear, time variant systems
D. Mehdi, O. Bachelier, K. Gatkowski
Mathematical Theory of Networks and Systems (MTNS’2004), Louvin, Belgique, 2004
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CI-23. Robust Root-Clustering in unions or intersections of regions : addendum

O. Bachelier, D. Henrion, B. Pradin, D. Mehdi

Rapport de recherche LAII-ESIP N° 200504010B

Joint European Control Conference-Conference on Decision and Control (ECC-CDC),
Séville, Espagne, 2005

Cl-24. Robust Pole Placement by Output Feedback Using a Genetic Algorithm
J. Bosche, R. Riadi, O. Bachelier, D. Mehdi, L. Rambault
Conference on Control Applications (CCA’05), Toronto, Canada, 2005.

CI-25. Stabilization of a class of descriptor systems. An application to a DC motor
S. Moreau, O. Bachelier, M. Chaabane, D. Mehdi
Computer Method and Systems, Cracovie, Pologne, 2005

CI-26. On matrix root-clustering in a combination of first order regions

O. Bachelier, J. Bosche, D. Mehdi

Rapport de recherche LAII-ESIP N° 200509010B

Symposium on Robust control Design (ROCOND), Toulouse, France, juin 2006

CI-27. An LMI Technique for Stability and Stabilization of Discrete-time Second-order Control
Systems

K. Gatkowski, B. Sulikowski, A. Kummert, B. N. Datta, O. Bachelier

Mathematical Theory of Networks and Systems (MTNS’2006), Kyoto, Japon, 2006

Cl-28. A State feedback stabilization of a class of discrete semi-linear repetitive processes
K. Gatkowski, E. Rogers, D. Mehdi, O. Bachelier, L. Hladowski, B. Cichy
Mathematical Theory of Networks and Systems (MTNS’2006), Kyoto, Japon, 2006

CI-29. Fractional Polynomials and nD systems
K. Gatkowski, O. Bachelier, A. Kummert
Conference on Decision and Control (CDC’06), San Diego, USA, 2006

CI-30. Robustness bounds for uncertain descriptor system in D g-admissibility

W. Rejichi, O. Bachelier, M. Chaabane, D. Mehdl

78Me conférence internationale « Sciences et Techniques de I’ Automatique » (STA’2006),
Tunisie, 2006

Cl-31. 'H-feedback control of synchronous generator output voltage : solution by Riccati
equations

E. Mouni, O. Bachelier, S. Tnani, P. Coirault

IEEE International Conference on Computer as a Tool, Varsovie, Pologne, 2007

Cl-32. H, control of continuous-time descriptor systems
W. Rejichi, O. Bachelier, M. Chaabane, D. Mehdi

88Me conférence internationale « Sciences et Techniques de I’Automatique » (STA’2006),
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Sousse, Tunisie, 2007

CI-33. Placement de p0les des systémes singuliers par une approche « structure propre »

M. Njeh, O. Bachelier, M. Chaabane, D. Mehdi

8¢ME conférence internationale « Sciences et Techniques de I’ Automatique » (STA’2006),
Sousse, Tunisie, 2007

CI-34. D-Dissipativity Analysis for descriptor systems
W. Rejichi, O. Bachelier, M. Chaabane, D. Mehdi
American Control Conference (ACC’2008), Seattle, USA, juin 2008

CI-35. Improved Robust Dy, -stability measures via S-procedure
B. Sari, O. Bachelier, D. Mehdi
American Control Conference (ACC’2008), Seattle, USA, juin 2008

CI-36. Admissibility and State Feedback Admissibilization of Discrete Singular Systems : An
LMI Approach

W. Rejichi, O. Bachelier, M. Chaabane, D. Mehdi

Mediterranean Conference on Control and Automation (MED’08), Ajaccio, France, juin
2008

CI-37. A S-regularity approach to the analysis of descriptor models
B. Sari, O. Bachelier, D. Mehdi
Conference on Decision and Control (CDC’2008), Cancun, Mexique, décembre 2008

Revue en ligne (en francais)

RE-1. Placement de pdles robuste par retour statique de sortie J. Bosche, O. Bachelier, D.
Mehdi, R. Ouvrard

e-STA (Sciences et Technologies de I’Automatique), e-revue de la Société d’Electricité,
d’Electronique et des Technologies de I’Information et de la Communication, 4éme tri-
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Revues en francais

RF-1. A propos des bornes pour le placement robuste dans un secteur

O. Bachelier, B.Pradin

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 99310

API1I-JESA Journal Européen des Systemes Automatisés, vol.34, N°1, pp.107-134, février
2000

RF-2. Placement de p0les roboratif par retour statique d’état
J. Bosche, O. Bachelier, D. Mehdi
API11-JESA Journal Européen des Systemes Automatisés, vol.36, N°10, pp.1413-1437, 2002
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Revues en anglais

RI-1. Bounds for uncertain matrix root-clustering in a union of subregions

O. Bachelier, B.Pradin

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 98039

International Journal of Robust and Nonlinear Control, vol.9, N°6, pp.333-359, mai 1999

RI-2. A new robust D-stability condition for real convex polytopic uncertainty
D. Peaucelle, D. Arzelier, O. Bachelier, J. Bernussou

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 99183

Systems and Control Letters, vol.40, N°1, pp.21-30, mai 2000

RI-3. Low-order robust controller synthesis for interval plants
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Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 98469

International Journal of Control, vol.74, N°1, pp 1-9, janvier 2001.

RI-4. Rank-one LMI approach to stability of 2-D polynomial matrices
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Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 99217

Multidimensional Systems and Signal Processing, vol.12, N°1, pp 33-48, janvier 2001
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International Journal of Systems Science, Vol 32, N°4, pp 467-478 Avril 2001

RI-6. D-stability of polynomial matrices
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International Journal of Control, Vol 74, N°8, pp 845-856, 2001

RI-7. Parameter-dependent Lyapunov functions applied to analysis of induction motor stabi-
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S. Cauét, L. Rambault, O. Bachelier, D. Mehdi

IFAC Control Engineering Practice, Mars 2002

RI-8. Computing a robust D-stability bound using a parameter-dependent Lyapunov approach
O. Bachelier, D. Peaucelle, D. Arzelier

Rapport de recherche LAAS-CNRS N° 02389

Rapport de recherche LAII-ESIP N° 200011150B

IEE Proceedings Control Theory and Applications, Vol 149, N°6, p505-510, novembre 2002

RI-9. Robust matrix D;;-stability analysis
O. Bachelier, D. Mehdi



Liste des publications de I'auteur 271

Rapport de recherche LAII-ESIP N° 200009080B
International Journal of Robust and Nonlinear Control, Vol 13, N°6, p 533-558, mai 2003

RI-10. Static output feedback design for uncertain linear discrete time systems
D. Mehdi, E.-K. Boukas, O. Bachelier
IMA Journal of Mathematical Control and Information, vol 21(1), p1-13, janvier 2004
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RI-12. An approach for robust matrix root-clustering analysis in a union of regions

J. Bosche, O. Bachelier, D. Mehdi
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RI-13. Robust Root-Clustering analysis through extended KYP lemma
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Mathematics and Computers in Simulation, vol 72(1), p.38-46, 2006.

RI-15. Stability and stabilization of continuous descriptor systems : an LMI approach
M. Chaabane, O. Bachelier, M. Souissi, D. Mehdi
Mathematical Problems in Engineering, vol. 2006, pp. ID-39367, 2006

RI-16. Stabilization of discrete linear repetitive processes with switched dynamics
J. Bochniak, K. Gatkowski, E. Rogers, D. Mehdi, O. Bachelier, A. Kummert
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RESUME

Le travail présenté dans ce mémoire d’habilitation a diriger les recherches traite du
placement de poles robuste au sens de la D-stabilité de la matrice dynamique (matrix
root-clustering en anglais), c’est-a-dire de I’établissement de lois de commande qui
placent les pbles d’un systéme linéaire incertain invariant dans le temps dans une région
D du plan complexe. Une approche temporelle est retenue, donc seuls les représentations
d’état sont considérées.

Les régions d’encloisonnement des pbles peuvent &tre non connexes, non symétriques
par rapport a I’axe réel. Une telle souplesse dans le choix de D représente une contri-
bution essentielle de ce travail de recherche. De facon plus spécifique, les régions
EEMI (extended ellipsoidal matrix inequality) et ECMI (extended combined matrix
inequality) sont prévilégiées conduisant respectivement aux concepts de Dy -stabilité et
de 9D-régularité d’une matrice. Dans les deux cas, les conditions proposées le sont sous
forme de LMI (linear matrix inequality) et se veulent des extensions de I’inégalité de
Lyapunov appliquée aux systemes linéaires. L’incertitude sur la matrice étudiée est dite
polytopique LFT (Linear Fractional transform), permettant ainsi la prise en compte tant
d’imprécisions paramétriques que d’approximations dans la linéarisation du modéle et
de négligence de dynamgiues non dominantes. Les conditions LMI nominales sont alors
étendues au cas incertain et conduisent au concept de bornes de D-stabilité robuste. Bien
que le plus souvent pessimistes, ces bornes restent proches des valeurs idéales car les
conditions LMI proposeées le sont toujours selon une structure qui se rapproche du lemme
de Kalman-Yakubovich-Popov.

Seules les lois statiques de commande sont considérées, c’est-a-dire le retour sta-
tique d’état et le retour statique de sortie. Des techniques de placement non strict de
pdles dans D ainsi que des techniques de placement strict d’un spectre utilisant la notion
de structure propre d’une matrice sont exposées. Un accent est mis sur le retour statique
de sortie lorsque la somme du nombre des commandes et de celui des sorties est égale
a I’ordre du modele (condition de Kimura non stricte). Ces lois de commande sont
alors rendues roborantes, c’est-a-dire qu’elles sont modifiées de sorte qu’elles conférent
aux systemes incertains bouclés plus de robustesse en D-stabilité. Cette évolution des
lois de commande se fait par une augmentation de la borne de D-stabilité robuste,
plus précisément par une quasi-résolution d’un probléme d’optimisation fortement non
convexe a I’aide d’algorithmes chromosomiaux.

Des annexes proposent des résultats connexes obtenus sur des problemes qui ne
sont pas a proprement parler ceux traités dans le corps du mémoire, a savoir la stabilité
des modéles multidimensionnels ou la D-stabilité des modeéles implicites. Toutefois elles
révélent le potentiel d’extension que recelent les approches présentées.
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