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Résumé

Ces notes de cours s’adressent aux étudiants de derniere année de Master RCA (Réseau
Communication Automatique) de 1'Université de Poitiers. Elles correspondent & un
enseignement de huit heures s’inscrivant dans le cadre du module <« Systemes Multivariables >.
En référence au programme de cette formation, les points abordés sont :

— Concepts de découplage : statique et dynamique;

— Synthese : placement de poles, cas du retour d’état, du retour statique de sortie, du
retour dynamique de sortie;

— Réduction de modele.

Toutefois, si tous ces points sont étudiés, le lecteur est invité a consulter la table des matieres
pour connaitre précisément le plan de cette partie de cours.
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Notation

R
]R+
C

Corps des nombres réels

Ensemble des réels positifs.

Corps des nombres complexes

Inité imaginaire (i = v/—1)

Espace des vecteurs réels de dimension n

Espace des vecteurs complexes de dimension n

Espace des matrices réelles comportant m lignes et n colonnes

Espace des matrices complexes comportant m lignes et n colonnes

Transposée de la matrice M

Transposée conjuguée de la matrice M (M’ = M7T lorsque M est réelle)

Conjugué du vecteur v (sauf notation ponctuelle indiquée)

Matrice Identité de dimension n

Matrice nulle de dimension appropriée

norme e de argument ’.” (vecteur, fonction vectorielle, matrice, ou matrice de transfert)
Sous-espace engendré par les colonnes de la matrice M

Sous-espace correspondant au noyau de l'application linéaire associée a la matrice M

iii



Préambule

Ce cours de Master constitue la deuxieme partie du module “Systeémes Multivariables”. Il ne s’adresse qu’aux
étudiants de Master ayant choisi un parcours compatible avec ce module. Il fait suite a un premier volet
présentant un certain nombre de généralités, notions de base, principes concernant les modeles linéaires invariants
dans le temps, comportant plusieurs entrées et/ou plusieurs sorties. Les techniques présentées se limitent au cas
des systemes a temps continu.

Ces notes sont ainsi organisées : dans un premier temps, trois structures de commande sont présentées, et
ce indépendamment des performances recherchées. Il s’agit du retour statique d’état, du retour statique de
sortie puis du retour dynamique de sortie. Ces structures sont susceptibles d’étre utilisées ou évoquées dans la
suite du document. La seconde partie traite du délicat probleme du découplage entrées/sorties. Les découplages
statique et dynamique y sont plus ou moins étudiés, dans un cadre fréquentiel ou temporel, et selon plusieurs
structures de commande. Ce probleme étant vaste, ’étude du découplage dynamique par approche temporelle
conduit a lui seul a la troisieme partie. Cette derniere traite du placement de structure propre; elle inclut donc
les aspects de placement de poles. La quatrieme partie s’éloigne du probleme de couplage pour traiter de la
réduction de modele.
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Chapitre 1

Différentes structures de rétrocation

Dans ce chapitre, il s’agit de présenter différentes structures de loi de commande. La différence entre ces lois de
commande réside dans 'origine et la nature de la contre-réaction qui est appliquée. En effet, cette rétroaction
peut se faire

— & partir du vecteur d’état du modele (s’il peut étre mesuré ou observé) : cette premiére hypothese
nécessite une synthese dans I’espace d’état ;

— a partir du vecteur de sortie du systeme : la synthese peut alors se faire dans le domaine fréquentiel
ou dans le domaine temporel.

En outre, une deuxieme distinction peut étre faite sur la nature du retour lui-méme. Ce dernier peut étre

— statique : on exploite de simples combinaisons linéaires des sorties ou des composantes du vecteur d’état ;
— dynamique : la rétroaction est elle-méme un systeme linéaire multivariable.

Comme 'exploitation de l'intégralité du vecteur d’état autorise souvent a se contenter d’un retour statique, les
trois lois que nous présentons ci-apres correspondent aux contre-réactions suivantes :

e retour statique d’état;
e retour statique de sortie;
e retour dynamique de sortie.

Pour plus de clarté, toutes les lois de commande citées ci-avant sont ici exprimées, tout au long de ce chapitre,
dans l'espace d’état c’est-a-dire destinées a étre appliquées au modele :

& = Ax + Bu
{ y=Cx+ Du (1.1)

ou les dimensions sont définies par x € R", u € R™ et y € RP.

1.1 Retour statique d’état

Cette structure de loi de commande a déja été étudiée dans le cadre des systeémes monovariables. Elle se généralise
de maniere immédiate au cas des systémes multivariables. Elle correspond au schéma de la figure 1.1.

Une telle structure se traduit mathématiquement par :

u(t) = Hyc(t) + Ka(t). (1.2)

ot K € R™*™ est une matrice qu’il est convenu d’appeler “matrice de retour d’état”, H € IRP*" est une
matrice dite de précommande et y. € R? est un vecteur de consigne, c¢’est-a-dire le vecteur d’entrée du systeme
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FIGURE 1.1 — Loi de commande par retour statique d’état

en boucle fermée qui est pris de méme dimension que le vecteur de sortie.

L’application d’une telle loi de commande a la réalisation (1.1) conduit au modele en boucle fermée :

{jj = (A+BK)x + BHy.

y = (C+DK)x + DHy.. (1.3)

Une telle loi de commande peut étre calculée & des fins diverses. Ainsi la matrice de retour d’état K peut
étre choisie pour stabiliser le systeme, lui conférer certaines performances transitoires par un choix approprié
du spectre de A + BK ('on y reviendra par la suite) ou encore pour minimiser un critére de performances
(commande LQ). La matrice de précommande H est généralement choisie pour atteindre des performances
statiques.

1.2 Retour statique de sortie

Puisqu’il est parfois difficile ou couteux d’exploiter la mesure de tout le vecteur d’état =, un choix peut consister
a se contenter de l'information présente au niveau du vecteur de sortie y. Ce sont alors ces seules sorties qui
sont utilisées pour la contre-réaction comme le montre la figure 1.2.
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FIGURE 1.2 — Loi de commande par retour statique de sortie



Une telle structure se traduit mathématiquement par :

u(t) = Hy(t) + Fy(t). (1.4)
La matrice F € R™*? est dite “matrice de retour de sortie”.

L’application d’une telle loi de commande & la réalisation (1.1), si Pon suppose qu’il n’y a pas de transmission
directe (D = 0), conduit au modele en boucle fermée :

{55 = (A+BFC)z + BHy.

- o (1.5)

En présence d’une transmission directe (D # 0), d’apres ’équation (1.4), il vient

u= Hy.+ FCx + FDu

& (I, — FD)u = Hy. + FCx
< u=1,,—-FD) 'Hy.+ (I,, — FD)"'FCx (1.6)
& u= Hy.+ FCz, (1.7)
avec H = (IL,, — FD)"'H et F = (I, — FD)~'F. En injectant (1.7) dans (1.1), 'on obtient :

{j: = (A+BFC)xr + BHy. (1.8)

y = (C+DFC)x + DHy,.

Toujours dans le cas ou D # 0, si la mesure du vecteur de commande est exploitable, I’'on peut aussi envisager
une loi de commande de type retour statique de sortie modifiée :

u= Hy.+ F(y — Du) = Hy. + Fy, (1.9)

ol la mesure réellement retournée est § = y — Du = Cz € IRP. Une telle commande est schématisée par la
figure 1.3
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FIGURE 1.3 — Loi de commande par retour statique de sortie modifiée

Le systeme en boucle fermée admet alors pour réalisation :

{55 = (A+BFC)z + BHy. 110)

y = (C+DFC)x + DHy.

Quoi qu'il en soit, les matrices F' et H sont calculées dans le méme but que lors d’une synthese par retour d’état.
Cependant, le nombre de degrés de liberté offerts par un retour statique de sortie est moindre (F' comporte
seulement m X p composantes alors que K en comporte m x n). Pour cette raison et pour bien d’autres, il est
plus difficile de calculer F' que K (ce qui se vérifiera dans la partie consacrée au placement de pdles).



1.3 Retour dynamique de sortie

Dans cette partie, le retour de sortie est toujours considéré. Cependant, plutot que reboucler de simple combinaisons
linéaires des sorties sur les commandes, la boucle de retour contient elle-méme un systeme linéaire multivariable
d’ordre [ dont les entrées sont les sorties du procédé et les dont les sorties servent & la commande du procédé.
Cette structure est illustrée par la figure 1.4.
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FIGURE 1.4 — Loi de commande par retour dynamique de sortie

La loi de commande est donnée mathématiquement par :

u= Iz + Fuy + Hy,,

ott z € R est le vecteur d’état du systéme de retour. Ce systéme de retour admet pour matrice de transfert
(entre y et u, en ignorant y.)

GF(S) =F3(SH1 —F1)71F2+F4. (1.12)
La seconde équation dans (1.11) peut étre récrite :
(Il,, — FyD)u = F3z + F,Cx + Hy,
S ou= 13'403:—|—f7'32—|—ﬁyc,

avec Fy = (I, — FyD)"'Fy, F3 = (L, — FyD)"'Fy et H = (,,, — F,D) ' H.

L’on peut concaténer les deux vecteurs d’état, du procédé et du systeme de retour, en un seul vecteur & défini
par ¢ = [¢/ 2]’. 1l vient alors le modele bouclé global suivant :

¢ _ [ A+BRC BE 1, BH
T | BRC+ RDF,C Fy + F,DF; RDA | (1.13)
y = [ C+DEC DFy ¢ +  DHy



Un tel retour dynamique peut en réalité étre interprété comme un retour statique de sortie sur un systéme
augmenté. En effet, soit le modele augmenté suivant :

£ = A¢ + Ba
(1.14)
y = C¢& + Du,
ot &£ € R™, et on
P A 0D ~ B 0 ~ C 0 ] ~ D 0
(28] a2 0] es[C 8] s oD 0] am
Soient aussi les matrices de retour de sortie et de précommande :
= | Fy B3 ~ | H ]
(B B w2, a0
de telle sorte que
@ = Fy+ Hy.. (1.17)

Il s’agit 1a d’une loi de commande de retour statique de sortie appliquée au modele augmenté. L’équation (1.17)
se récrit :

i = FC¢ + FDu + Hy,
& (Iy — FD)u = FOE+ Hy,
& =y — FD)' FCE+ Ly — FD) ™' Hy. (1.18)

La matrice (I, 1; — FD) se décompose ainsi :

~ =~ 0, —F,D 0
(s — FD) = { _Fﬂ;‘ I, ] (1.19)
Il est facile de vérifier que son inverse est :
_ = 1) — 1 - (Hm - F4D)71 [D
(Herl FD) - |: FgD(]Im _ F4D)_l I, : (120)

Ainsi, en injectant la loi de commande par retour statique de sortie exprimée telle qu’en (1.18) dans I’équation
(1.14), on retrouve, apres quelques manipulations matricielles, la réalisation (1.13).

Pour déterminer un retour dynamique de sortie, encore appelé compensateur dynamique, il suffit donc
de calculer un retour statique de sortie sur un systéme augmenté. Les performances recherchées sont les
mémes que pour n’importe quelle autre loi de commande mais un compensateur dynamique permet d’apporter
des degrés de liberté supplémentaires pour atteindre ces performances (I'on y reviendra lors du placement de
poles).

Dans le cas ou D = 0, la réalisation (1.13) devient :

. A+ BF,C BFj3 BH
- ]s ; [ ]y

BC R 0 (L.21)
y = [C (])]5.

Le raisonnement ci-dessus reste alors totalement valide en considérant tout simplement que, dans (1.15), D = 0.

Remarque 1.1 Il est a noter qu’un compensateur dynamique peut résulter de application d’une commande
(statique ou dynamique) a partir de tout ou partie du vecteur d’état observé. L’observateur constitue alors un
sous-systeme de ce compensateur dynamique.



Remarque 1.2 Le compensateur dynamique donné par la matrice F (équation (1.16)) peut étre calculé dans
une autre base de l'espace d’état de sorte que la matrice

o Fy FgTil - ]Ip 0 ~| I, 0
F=|rp TFlTl}_{ o 7|0 1| (1.22)

ou T est une matrice quelconque de rang plein, est une autre solution au probléme initial.

1.4 Notes

Toues les notions abordées dans ce chapitre sont classiques et ne suggerent pas de références bibliographiques
véritablement & privilégier. Les différentes structures de rétro-action se rencontrent dans nombre de cours et
d’ouvrages d’automatique des systemes linéaires, monovariables ou multivariables. Le passage d’'un compensateur
dynamique & un compensateur statique sur un systéme augmenté est expliqué dans [1].

Bibliographie

[1] P. Hippe et J. O’Reilly. Parametric compensator design. International Journal of Control, Vol 45(4), p.
1455-1468 , 1987.



Chapitre 2

Découplage entrées/sorties

Dans ce chapitre, il est question d’un probleme spécifique aux systemes multivariables. En effet, ces derniers
comportant plusieurs sorties, il est souvent souhaité de les commander indépendamment les unes des autres.
Ainsi, si un systeme comporte deux sorties y; et ya2, il serait intéressant de pouvoir imposer une consigne y.,
pour y; sans influer sur y» et, réciproquement, d’imposer une consigne y., pour ys sans influer sur y;.

La premiere partie de ce chapitre explique la difficulté de considérer les canaux entrées/sorties comme étant
indépendants et met en évidence le couplage entre ces canaux, définissant ainsi les problemes de découplage
associés. La deuxieme partie aborde ces problemes de découplage par une approche fréquentielle. La troisieme
partie fait de méme mais par une approche temporelle. Il est a noter que certains problemes fortement connectés
a cette derniere partie sont renvoyés au chapitre suivant.

2.1 Introduction a la notion de couplage et de découplage

Cette partie a pour but d’expliquer pourquoi un systéeme mutivariable peut présenter un couplage. L’explication
se veut a la fois physique, dans un premier temps, puis plus formelle, dans un second temps. A partir de ces
constatations, les problemes de découplage qui en résultent sont présentés.

2.1.1 Exemples de systémes présentant un couplage

Tout d’abord, un exemple de systeme présentant des couplages est présenté, sans équation, afin que le lecteur
percoive intuitivement la notion de couplage. Un second exemple, purement numérique, explique comment se
manifeste un couplage dans un modele et quelles peuvent en étre les conséquences.

2.1.1.1 Réacteur chimique

Le fonctionnement d’'un réacteur chimique est illustré de maniere simpliste par la figure 2.1.

Une réaction chimique a lieu dans un réservoir agité. Le contenu du réservoir est appelé réacteur chimique. Le
réservoir est ceint d’une veste dans laquelle circule un fluide capable de refroidir ou d’échauffer le réacteur. La
réaction est liée a la rencontre des réactants, c’est-a-dire des produits qui sont injectés dans le réacteur. Le
résultat de cette réaction est constitué des produits, c’est-a-dire des éléments qui sont extraits du réacteur apres
un certain temps passé au sein du milieu réactif.

La qualité de la réaction est souvent étroitement liée a la température a laquelle elle a lieu. Ainsi, pour un
tel systeme, il importe de commander, bien entendu, la concentration des produits, mais aussi la température
du réacteur. Pour ce faire, I'on peut jouer sur la concentration des réactants et sur la quantité de chaleur
apportée par le fluide de la veste. Il s’agit donc d’un systeme a deux entrées,



Mélangeur Réactants (produits entrants)

_____ Echauffement/
" Refroidissement

Fluide entrant
L

Fluide sortant
—_—

Produits (sortants)

——

FI1GURE 2.1 — Réacteur chimique agité.

— la concentration des réactants,
— la température du fluide dans la veste,

et a deux sorties,

— la concentration des produits,
— la température du réacteur.

Toutefois, ces deux aspects ne sont pas indépendants. En effet, comme 1'on vient de le mentionner, toute
modification de température du fluide extérieur, dans le but de commander la température du réacteur, est de
nature a changer le taux de réaction a l'intérieur du réacteur ce qui influe sur la concentration des produits.
De méme, toute modification de concentration des réactants modifie le taux de réaction, ce qui entraine une
variation de température du réacteur selon que la réaction est endothermique ou exothermique. Il est donc
utopique de vouloir commander une des deux sorties de maniere indépendante de 'autre.

2.1.1.2 Exemple académique

L’exemple proposé ci-apres a pour but d’expliquer comment un couplage se traduit mathématiquement.

Soit le systeme dont le comportment est décrit par la réalisation (1.1) avec les matrices suivantes :

:_07 ;B:il;:_()l;:()o' :
SRR F R ER RS P A

Les composantes matérialisées en gras correspondent aux éléments responsables d’'un couplage. En effet, il
s’agit 1a d’un systéme carré (m = p) comportant deux entrées et deux sorties. Ce dernier est instable puisque
le spectre de A est A(A) = {—1;0.5}. Si toutes les composantes en gras étaient toutes nulles, alors, le modele
(1.1) avec (2.1) se ramenerait & deux équations différentielles de premier ordre totalement indépendantes. Ainsi
I’on pourrait appliquer sur chacune des entrées u; et us une loi de commande tres classique obtenue par une
synthese réalisée dans un cadre monovariable. Toutefois, la matrice B fait apparaitre deux termes de couplage
qui ont, comme on le verra, une influence sur le comportement du systeme.

Une autre fagon de constater ce couplage est de calculer la matrice de transfert. Cette derniere est égale a :



1 s — O, 5 s— 0, 5 Gll(s) G12(S)
e = . 2.2
G(s) s240,55—05| s+1  s+1 } [ Ga1(s) Gaafs) (22)

Une fois encore, les composantes matérialisées en gras sont responsables du couplage. L’on voit tres bien
I'influence des composantes hors diagonale de B en analysant G(s) puisque chaque sortie est influencée de
maniere identique par les deux entrées.

Si 'on pousse le raisonnement jusqu’a constater ce qui se passe en ignorant le couplage, l'on peut par exemple
considérer que seules les composantes diagonales, responsables du couplage entre u; et y; d’une part et entre
us et yo d’autre part, sont utilisées pour la synthése. Autrement dit, on cherche & agir uniquement sur u; pour
commander y; et pour cela, on ne regarde que le transfert entre u; et y;. De méme, on cherche a agir uniquement
sur ug pour commander Yo et pour cela, on ne regarde que le transfert entre us et ys.

Soit le transfert spécifique au canal entreé/sortie u3 — y1 :
s—0,5 1
$240,5s—0,5 s+1

L’on applique sur ce systéeme du premier ordre une simple régulation proportionnelle accompagnée d’une
précompensation conformément a la figure 2.2 et a I’équation suivante :

(2.3)

Gll (8) =

uy = F1(H1ye, — y1)- (2.4)

Yes + U; Yi

T

FIGURE 2.2 — Régulateur proportionnel accompagné d’une précommande.

y

En choisissant H; = —1 et F} = —0, 5, le systeme de premier ordre bouclé a un pole a —0,5 et un gain statique
unitaire.

De facon analogue, le transfert spécifique entre uy et ys est donné par

s+1 1
G — = . 2.5
22(5) s21+0,65-0,5 s5-0,5 (25)

Une commande telle que celle illustrée par la figure 2.2 et donnée par
uz = 3 (HaYe, — y2). (2.6)

avec Hy = 0,5 et F5 = 1 conduit a un second systeme bouclé de premier ordre ayant un pole a —0.5 et un gain
statique unitaire.

Si l'on applique ces deux lois de commande calculées indépendamment simultanément sur le systeme, comme
indiqué sur la figure 2.3, le résultat naivement escompté des deux essais indiciels (échelons appliqués soit sur
Ye, , SOIL sUr y.,) est donné par la figure 2.4. En revanche, les réponses réellement obtenues sont données par la
figure 2.5.

La différence cruciale entre le comportement espéré et celui constaté s’explique évidemment par la négligence des
effets du couplage. Non seulement, un échelon sur une entrée induit une modification des deux sorties mais de
plus, ni les constantes de temps, ni les gains statiques attendus sont vérifiés. On constate méme une oscillation
des réponses. En effet, le modele bouclé réel est de la forme :



Ye, l -

G(s) Y1
—| >®—> Fy th - > -
+
Yey Y2
C—» H2 >®—> F2 w2 - - -

1

F1GURE 2.3 — Application de deux commandes calculées indépendamment

Step Response
From: In(1) From: In(2)

Amplitude

0.5

To: Out(2)
o

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Time (sec)

FIGURE 2.4 — Réponses indicielles attendues en ’absence de couplage

{ &= (A— BFC)x + BFHu (2.7)

y=Cx

avec :

F:{_%ﬁ(” ; H:[_ol 0(,)5]' (28)

La matrice d’état en boucle fermée A — BFC admet pour spectre A(A— BFC) = {—0,5+ ‘/751} ce qui explique
les oscillations. La loi de commande ne correspond, dans ce cas, qu’a un tres mauvais placement de poles par
retour d’état.

Par conséquent, il faut tirer plusieurs conclusions de cet exemple et de bien d’autres qui auraient pu étre
présentés :

e Le couplage ne permet pas de déterminer p lois de commandes monovariables indépendantes.

e Toutes les commandes sont susceptibles d’agir sur toutes les sorties.

e L’application de p lois de commandes monovariables indépendantes engendre des effets indésirés :
— sur le régime statique de la réponse
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Step Response
From: U(1) From: U(2)

0.5

To: Y(1)

Amplitude

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Time (sec)

FIGURE 2.5 — Réponses indicielles réellement obtenues

— sur le régime transitoire (cet effet indésirable peut entrainer une instabilité).

2.1.2 Les différents problemes de découplage

A la vue de tous les effets indésirables imputables au couplage, un défi majeur consiste a éliminer, si possible,
ce couplage ou pour le moins a le réduire, de maniére a se rapprocher, autant que faire se peut, de p canaux
entrée/sortie indépendants. Le probleme de découplage consiste donc a établir une loi de commande qui tend &
satisfaire cette réduction du couplage naturel du procédé.

Selon que cette indépendance est souhaitée uniquement en régime permanent ou bien quelle que soit la fréquence,
et selon que le modele servant a établir la loi de commande découplante est une représentation d’état ou une
matrice de transfert, I'on distingue les découplages selon deux aspects :

e le découplage statique pour lequel seule I'indépendance des canaux entrée/sortie en régime permanent
est recherchée par opposition au découplage dynamique pour lequel on veut que cette indépendance
soit, effective aussi sur le régime transitoire;

e le découplage par approche fréquentielle pour lequel la loi de commande est obtenue a partir d’une
matrice de transfert G(s) par opposition au découplage par approche temporelle pour lequel la loi
de commande est déduite d’un modele d’état tel que (1.1).

2.2 Découplage par approche fréquentielle
Quelques concepts sont ici abordés dans le but de réaliser un découplage par approche fréquentielle c¢’est-a-dire
sur la base d'un modele de type matrice de transfert. La premiere partie se contente d’aborder le probleme

du découplage statique alors que la seconde s’intéresse a celui, plus ardu, du découplage dynamique. Dans les
deux cas, la structure de commande est une structure de précompensation.

11



2.2.1 Découplage statique

Il s’agit 1a du probleme de découplage le plus simple. L’indépendance des sorties n’est souhaitée qu’en régime
permanent. Pour ce cas de figure, ’'on peut se contenter d’appliquer une loi de commande de type précompensation.
Une telle structure de commande est illustrée par la figure 2.6.

yc_> H(S))—ub G(s) )y—>

FIGURE 2.6 — Principe du découplage statique par précompensation.

De toute évidence, si I'on ignore les conditions initiales qui n’ont pas d’influence sur le régime permanent, la
transformée de Laplace du vecteur de sorties s’exprime

Y(s) = G(s)U(s) = G(s)H (s)Ye(s) (2.9)

ou U(s) et Y.(s) sont les transformées de Laplace respectives des vecteurs de commande et de consigne. Le
régime permanent est mathématiquement défini par

oo = Jlim (1) = lim(sY () =l (sG(s) H () ¥e()). (2.10)

Si ’on suppose que le vecteur de consigne est constitué d’un ensemble d’échelons d’amplitudes oy, i = 1, ..., p,
alors, l'on doit satisfaire :

1 (&3] i (651
Yoo = lim | sG(s)H(s)— | = :
s—0 S : :
Qp | Qp
(&3] I (651
s GOHO | 1 [=]
Qp L %
< G(0)H(0) =1,. (2.11)

11 suffit donc de calculer, non pas une matrice de transfert H(s), mais une simple précompensation statique
H = H(0) telle que I’égalité (2.11) est vérifiée.

Si le procédé original de modele G(s) est un systeéme carré, c’est-d-dire comportant autant d’entrées que de
sorties (m = p), alors il est facile de calculer H = G(0)~!, sous réserve de non-singularité de G(0). Si le systéme
comporte plus d’entrées que de sorties (m > p), alors le systéme linéaire (2.11) est surdéterminé et une infinité
de matrices H le vérifient, telle que toute pseudo-inverse de G(0) (ex : la pseudo-inverse de Moore-Penrose). Si,
en revanche, le procédé comporte plus de sorties que d’entrées (m < p), alors, il est difficile, sinon impossible de
vouloir atteindre ainsi un découplage statique, ce qui peut se comprendre aisément : comment controler toutes
les sorties si I’on ne dispose pas d’assez de moyens d’actions sur le procédé.

En résumé, cette technique de découplage statique peut étre efficace mais elle admet néanmoins les limites
suivantes :

— il faut satisfaire m > p;

— la matrice G(0) doit étre de rang plein pour pouvoir calculer H ;

— le procédé doit étre soit stable, soit stabilisé au préalable car une précommande ne peut stabiliser un
procédé instable.

12



Ezemple :

Soit la matrice de transfert suivante :

- 20(s + 1) ~130(s — 0,3) ~10(s — 3) -
(s24+3s+12)(s+2) s2 425+ 80 (s2+3s+12)(s +8)
G(s) = 15(s — 1) 43(s + 1 30(s + 1)
(s24+4s+12)(s+2) (s2+25+32)(s+2) s2 + 254122
—9(s — 4) 30(0, 55 + 4) 3,2
L $2 425+ 52 s2 + 254412 s+2 _

Une tel modele est carré et il est facile de calculer la matrice de précommande :

0,833 0,487 0,312 0,833 —0,572 —0,075
G(0)= | —0,625 0,672 0,246 | = H=G(0)"'=| 0,972 0,927 —0,332
0,692 0,291 1,600 —0,537 0,079 0,718

2.2.2 Découplage dynamique

Dans ce paragraphe, ’on aborde de maniere assez superficielle le principe du découplage dynamique. Les canaux
entrée/sortie doivent étre indépendants méme pendant la phase transitoire. Ce probleme est nettement plus
compliqué a résoudre que celui du découplage statique aussi aborde-t-on ici le principe général plus que les
techniques associées.

Tres grossierement, 'on peut dire que le régime permanent est associée a la valeur s = 0. L’on assure le
découplage statique si la matrice de transfert globale est diagonale pour s = 0. Pour le régime dynamique, il
faut assurer cette structure diagonale pour toute valeur de s. Ainsi, ’on peut définir le probleme du découplage
dynamique idéal par :

Calculer une matrice de précommande H(s) telle que la matrice de transfert Q(s) = G(s)H(s)
vérifie :

qii(s) #0 Vie{l,..,p}

qij(s) =0 V{i,j #i} € {1,....,p}?

(2.12)

Hélas, il n’existe pas de technique pour résoudre ce probleme. Seuls quelques cas tres simples et souvent tres
particuliers autorisent un découplage parfait. Pour cette raison, I’on se contente de définir le probleme de
découplage dynamique approximatif par :

Calculer une matrice de précommande H(s) telle que la matrice de transfert Q(s) = G(s)H(s)
vérifie :

lgi;(iw)| << 1 V{i,j #i} € {1,....,p}* (2.13)

Il existe plusieurs méthodes fréquentielles dans la littérature scientifique pour tenter de réduire ces transferts
gi; (s), méthodes qui ne sont pas détaillées ici et dont Uefficacité n’est pas toujours avérée.

Il faut faire en sorte que les éléments diagonaux de Q(s), c’est-a-dire les transferts ¢;;(s) caractéristiques des
couplages pertinents, soient

— sans zéro instable;
— strictement propres;
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— d’ordre le moins élévé possible.

Il faut toutefois garder présent a l'esprit que méme si un tel découplage approximatif est parfois possible, il
ne consitute pas en lui-méme une loi de commande satisfaisante pour le systeme qui doit par ailleurs vérifier
plusieurs propriétés telles que la stabilité, la précision, les performances transitoires ou un éventuel rejet de
perturbations. C’est pourquoi il faut recourir, une fois le découplage considéré comme acceptable, a une seconde
loi de commande. Le principe est illustré, dans le cas d'un modele carré 2 x 2, par la figure 2.7.

Fi(5) |«
Yer  _Wwi(s)
_L V_|_ w Y1
+ Q= gy " Gs) -
j’@%—’ " "
= Wa(s)
Yea F>(5) |«

FIGURE 2.7 — Principe du découplage dynamique pour un systeme 2 x 2.

Parmi les techniques de découplage par approche fréquentielle parfois exploitées dans la littérature, citons les
techniques s’appuyant sur la décomposition en valeurs singulieres du systeme ou sur la notion de “matrice de
gain relatif”. Les approches temporelles sont cependant préférées dans ces notes de cours.

2.3 Découplage par approche temporelle

Dans cette partie, le défi est toujours d’atteindre un découplage entrées/sorties. Toutefois, la conception de la
loi de commande découplante se fait & partir de la représentation (1.1). La technique proposée ici envisage le
découplage dans sa globalité (statique et dynamique). L’on suppose ici qu’il n’y a pas de transmission directe
entre commandes et sorties (D = 0).

La loi de commande est du type retour d’état c’est-a-dire qu’elle répond a la formulation (1.2).

L’on suppose que l'on cherche & découpler un procédé vérifiant m = p = n (un tel procédé ne se rencontre
généralement qu’a Uordre 2 ou 3). L’on suppose aussi que les sorties doivent correspondre a celles d'un modele
carré p X p désiré dont le vecteur d’état est le vecteur de sortie lui-méme. Plus précisément, cette sortie doit
satisfaire :

v =Qy —ye) (2.14)

oll Q € RP*? est une matrice diagonale. L’équation (2.14) n’est autre qu'une représentation d’état qui peut se
récrire :

0 gn 0 ... O "N gu 0 ... 0 Ye,
Y2 0 q2 ... 0 Y2 0 qo ... 0 Yes

A A e . (2.15)
Up 0 0 ... aw Yp 0 0 ... agw Ye,,

Il s’agit en réalité de p équations différentielles de premier ordre indépendantes dont chacune peut étre ainsi
traduite dans le domaine de Laplace :

sYi(s) = quYs — qu¥e,(s) Vie{l,..,p}
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Yi(s)  —qu

Ye,(s) s —qu
L’équation (2.16) montre bien quun choix pertinent de @ revient & fixer la dynamique souhaitée. Le pole de
chaque systeme de premier ordre est g;. Chacune de ces valeurs doit donc étre prise négative pour assurer au
moins la stabilité asymptotique du modele désiré. Chaque sous-systeme spécifié présente clairement un gain
statique unitaire.

Vie{1,..,p}. (2.16)

L’équation (1.1) associée a la loi de commande (1.2) conduit & :

& =Ax+ Bu= Az + B(Hy. + Kz) = (A+ BK)x + BHy.

= (i =C(A+ BK)z+ CBHy,
< y=(CA+ CBK)x+ CBHy.. (2.17)
Or, de 'équation (2.14), on déduit

j = QCx — Qy.. (2.18)

La comparaison entre la sortie réelle donnée par (2.17) et la sortie désirée donnée par (2.18) mene au systéme
suivant :

{(D$+CBK = QC & CBK = QC-CA (2.19)

CBH = -Q.

Soit la matrice W = (CB)~' € R™*? (sous réserve de non-singularité de (CB)). A partir de cette matrice W,
I’on construit les matrices de retour d’état et de précommande

(2.20)

K = W(QC — CA)
H=-WQ.

Il va de soi que de telles matrices vérifient le systeme (2.19).

Cette méthode de découplage est assez simple et peut se révéler tres utile. Il faut toutefois en révéler trois
limites fondamentales :

— elle n’est génériquement utilisable que lorsque m =p = n;
— elle ne s’étend pas au cas du retour de sortie;
— la présence d’une transmission directe D ne permet pas de suivre le raisonnement.

L’on pourrait penser a priori quune telle procédure peut s’appliquer de maniere plus générale, lorsque p # n
et que I’hypothese p = n n’est en fait jamais utilisée. 11 faut se garder d’une telle méprise. Lorsque p < n,
I'on ne spécifie au travers de @@ que p poles alors que la matrice d’état en boucle fermée, A + BK est de
dimension n. Par conséquent, il existe n — p poles non commandables et non observables qui sont placés de
maniere hasardeuses. Bien que de tels poles n’aient, de fagon strictement théorique, aucune influence sur le
comportement entrées/sorties, il n’en est rien en pratique si ces derniers sont instables. La moindre incertitude
de modele ou la moindre imprécision dans 'implantation de la loi de commande conduit a révéler ces dynamiques
cachées et le systeme bouclé devient instable.

En raison de ces limitations drastiques, la technique proposée peut étre considérée comme assez pauvre. L’on
peut alors se poser la question de l'intérét de 'approche temporelle en termes de découplage. Il existe en
réalité d’autres techniques temporelles parmi lesquelles le placement de structure propre et la commande non
interactive. Si la commande non interactive n’est pas présentée dans ces notes de cours, le prochain chapitre est
consacré au placement de structure propre.
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2.4 Notes

L’exemple du réacteur chimique est emprunté & [1]. Le principe du découplage statique par approche fréquentielle
est classique et découle naturellement des résultats obtenus sur les systemes monovariables. L’exemple du
paragraphe 2.2.1, le principe du paragraphe 2.2.2, tous deux relatifs au découplage par approche fréquentielle,
de méme que la technique de la partie 2.3 concernant le découplage par approche temporelle sont inspirées
de [2].

Une technique parfois rencontrée dans la littérature, dite “du gain relatif”, aurait pu figurer dans ce cours.
Faute de temps, elle a été occultée mais le lecteur peut consulter [3] ol elle fut initialement proposée. Le lecteur
pourra trouver des informations connexes dans le livre [4],
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Process Engineering, University of Newcastle upon Tyne, England
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[3] E. H. Bristol On a new measure of interaction in multivariable process control. TEEE Transactions on
Automatic Control, Vol 11, p. 133-134

[4] J. P. Corriou. Commande des procédés. Editions, Lavoisier, Collection TEC&DOC, 1996

16



Chapitre 3

Placement de structure propre

Dans ce chapitre, plusieurs techniques de placement de structure propre sont présentées et ce, pour les différentes
lois de commande mentionnées au chapitre 1. Elles ont pour objectif de conférer a un systeme bouclé des
performances transitoires aussi proches que possible de celles désirées, ce qui comprend entre autres certains
aspects de découplage.

Dans un premier temps, il est nécessaire de rappeler la définition de la structure propre d’une matrice mais
surtout de montrer I'influence de la structure propre d’'une matrice d’état sur le comportement transitoire du
systeme associé. Apres ces considérations, les techniques de placement de podles ou de structure propre sont
présentées dans le cas d’une commande par retour d’état, puis par retour de sortie.

Remarque 3.1 Les techniques de placement de poles reposant sur la notion de structure propre sont souvent
regroupées sous l’appellation de “Commande modale”.

3.1 Rappel sur la structure propre

Dans cette partie, il est d’abord question de structure propre d’une matrice avant d’étendre un peu ce concept
a celui de structure propre d’un systeme bouclé.

3.1.1 Structure propre d’une matrice
3.1.1.1 Définition

A € € est valeur propre de A € €™ " si et seulement si :

P(\) = det(\I,, — A) = 0. (3.1)

Une matrice de dimension n a nécessairement n valeurs propres \;, i = 1,...,n. Pour simplifier, I’on supposera
que celles-ci sont distinctes. Lorsque A est réelle, les valeurs propres constituent un ensemble auto-conjugué.
Autrement dit, si A\ est valeur propre de A, sa quantité conjuguée 'est aussi. Tous ces scalaires constituent un
ensemble de cardinal n appelé spectre de A et parfois noté A(A).

Il existe n vecteurs non nuls v; € €, i = 1, ..., n, appelés vecteurs propres a droite, tels que :

Av; = \v; Vie {1,...,TL}. (32)

Ces vecteurs propres sont tous définis a un facteur pres.
Si 'on définit V', matrice modale, par :

V = lvg, -, 0n) (3.3)

alors, il vient la relation :
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A =V1tAv (3.4)

ou A est une matrice diagonale définie par :

A = diag{A1, -, \n}. (3.5)

La détermination de A passe par celle de V. On parle de diagonalisation de matrice. Cette diagonalisation
n’est pas toujours possible lorsque les valeurs propres ne sont pas distinctes. Des formes canoniques de Jordan
peuvent néanmoins étre calculées mais ceci n’est pas explicité ici.

On peut aussi définir les vecteurs propres a gauche u; (également définis & un facteur multiplicatif pres) par
la relation
w,A=Nu, Vie{l,..,n} (3.6)

En définissant la matrice U par la concaténation

U= [uy,- - ,upl, (3.7)

il apparait, entre les matrices U et V', pour des choix de u; et v; convenablement mis & 1’échelle, la condition
d’orthogonalité :

UV =1,. (3.8)

L’ensemble constitué des valeurs propres et des vecteurs propres a gauche et a droite est appelé structure
propre.

3.1.1.2 Propriétés des valeurs propres

Il est & noter que les valeurs propres d’une matrice carrée A vérifient les propriétés suivantes :

A(A) = MAT);

Ai € )\(A) = j)\i € )\(—A),

Xi € MA) = A e \(4F);

Ni€XMA)=s+ N eXsI+A), VseC;

les éléments diagonaux d’une matrice triangulaire sont ses valeurs propres.
Les valeurs propres d’une matrice symétrique ou Hermitienne sont réelles.

3.1.1.3 Propriétés des vecteurs propres

Il est a noter que les vecteurs propres d’'une matrice carrée A vérifient les propriétés suivantes :
e ils doivent étre linéairement indépendants et constituent donc une base de € ;
e ils sont orthogonaux pour une matrice Hermitienne diagonalisable (i.e. < v;,v; >= 0, V{i;j # i}) et

constituent donc une base orthogonale (et méme orthonormale puisqu’ils peuvent étre normalisés). On
peut alors écrire

n

/

A= E )\ivivi-
=1

Ces propriétés sont aussi vraies pour les vecteurs propres a gauche.

3.1.2 Structure propre d’un systéme bouclé

Il s’agit la d’une petite extension de la définition de la structure propre d’une matrice a celle de structure propre
d’un systeme bouclé. Cette extension est relativement simple.
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3.1.2.1 Définition

Soit le modele (1.1). L’on suppose qu’il n’y a pas de transmission directe (D = 0). Le type de bouclage considéré
est le retour statique de sortie. En effet, le retour d’état en est un cas particulier pour C' = II,, et 'on a vu
au chapitre 1 que le retour dynamique de sortie se rameéne a un retour statique de sortie sur un systeme augmenté.

Ainsi, la matrice d’état en boucle fermée est

A, = A+ BFC. (3.9)

La structure propre du systeme bouclé n’est autre que la structure propre de la matrice A..
De ce fait, il vient, si I'on respecte la condition d’orthogonalité (3.8),
Aw; = (A+ BFC)v; = \v; YVie{l,...,n}

u,A=ul(A+ BFC) = M\u, Vie{l,..,n}

(3.10)
U'vV =1, ou Uz[ul un] et V:[vl vn}

A.=A+4+ BFC =VAU" ou A=diag{\1,...,\.}.

Remarque 3.2 En pratique, les matrices A, B, F et C sont toutes réelles ce qui conduit a considérer des
spectres auto-conjugués. Les vecteurs propres v; (respectivement u;) et v; (respectivement u;) sont conjugués
lorsque les valeurs propres \; et \; le sont.

L’on complete parfois, pour les besoins de la commande, cette définition de la structure propre d’un systeme
bouclé par 'introduction des directions d’entrée w; données par
w; = FCV; Vie{l,..n} (3.11)

et des directions de sortie [; données par

I, =u/BF Vie{l,..n}. (3.12)

La structure propre d’un systeme bouclé a énormément d’influence sur le comportement de ce dernier, en
particulier en termes de réponse transitoire et de couplage. Cette influence est maintenant détaillée.

3.1.2.2 Influence des valeurs propres

Pour étudier l'influence des valeurs propres de la matrice d’état, nous examinons la réponse d’un systeme en
régime libre lorsque ce dernier est soumis a une perturbation instantanée représentée par une condition initiale
xo = z(tg). Cette réponse constitue la solution d’un systeme d’équations différentielles de premier ordre et est
donnée par

z(t) = efetzy. (3.13)
Si 'on introduit la structure propre de A dans cette expression, I'on obtient

n

z(t) = Y vieM . (3.14)

i=1
Or, la décomposition de zy dans la base constituée par les vecteurs propres a droite de A peut s’exprimer par
la combinaison linéaire suivante,

Tro = Zajvj, (315)
j=1
d’ou 'on obtient
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n

x(t) = Zvie)‘itug(z a;v;). (3.16)

=1

Compte tenu de la condition (3.8) qui amene ujv; = 0, V{i,j # i} € {1,...,n}? et ulv; =1,Vi € {1,...,n}, on a

x(t) = Zaiekitvi. (3.17)
i=1

On appelle mode réel la quantité e*itv; lorsque \; est réel et mode complexe la quantité (etitv; + eri'v;) € R
lorsque \; = E\j € {C/R}. Cette expression est essentielle car I'on constate que tous les termes de la réponse
convergent vers zéro (donc le systéme est asymptotiquement stable) si et seulement si toutes les valeurs propres
de A, (parfois également appelées modes) sont a partie réelle strictement négative. Plus précisément, ’on voit
bien que le systeéme retrouve d’autant plus vite sa position d’équilibre (z — 0) que les parties réelles des valeurs
propres de A sont trés négatives (on parle de modes lents et de modes rapides). La rapidité de la réponse dépend
de toute évidence des modes les plus lents qui sont aussi qualifiés de modes dominants. Bien entendu, la valeur
initiale 2y conditionne aussi la forme de la réponse par le biais de {«a;,7 € {1,...,n}}.

De plus, on remarque que I'existence de valeurs propres complexes conjuguées induit un comportement oscillatoire
dans la réponse du systeme. Le caractere oscillatoire d’'un mode complexe est d’autant plus marqué que le
rapport (en valeur absolue) entre la partie imaginaire et la partie réelle des valeurs propres correspondantes
est élevé. Pour les systémes monovariables canoniques de deuxieme ordre (n = 2, m = p = 1, modele stable
et numérateur de la fonction de transfert constant), ces considérations sont prises en compte pour définir
un coefficient d’amortissement des oscillations ainsi qu'une pulsation particuliere dite “pulsation propre non
amortie”). Selon les valeurs de ces indicateurs, la nature de la réponse peut varier d’une absence d’oscillation
a une tres forte oscillation en passant par un léger dépassement. On se réfere souvent a ces indicateurs pour
caractériser la dynamique dominante d’un systéme d’ordre plus élevé (n > 2) et donc ses performances en
termes de temps de réponse, dépassement maximal, etc.

Ce qu'il convient de retenir est que la localisation des valeurs propres de A dans le plan complexe (en particulier
les modes dominants) est extrémement utile pour caractériser le comportement d’un systéme ou pour spécifier
les performances souhaitées d’un procédé a commander.

Quoi qu’il en soit, les valeurs propres de A revétent une importance capitale dans le comportement du systeme.
Les vecteurs propres associés ont également une influence comme il est rappelé dans le paragraphe suivant.

3.1.2.3 Influence des vecteurs propres en termes de couplage

Soit le modele

{ = Ax+ Bu+ Bd (3.18)

y=Cx

o d est un vecteur de perturbations. Si 'on applique sur ce modele la commande donnée par la loi (1.4), le
systeme en boucle fermée est décrit par

i = (A+ BFC)z + BHy. + Bd (3.19)
y = Cux. ’
L’on applique a I'espace d’état 'automorphisme
x = V¢, (3.20)
ou V est la matrice modale de A. = A+ BFC, ce qui conduit, dans la nouvelle base, a
§=A+UBHy,+UBd
{ = CVE. (3.21)

Dans cette base dite canonique diagonale, chaque composante ;) du vecteur d’état £ est directement le reflet
de l'influence de la valeur propre \;.
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A partir de ces relations, il est possible de caractériser certains couplages en termes de structure propre. En
effet, si 'on décompose la matrice identité d’ordre n ainsi :

]In:[el en], (3.22)

ou II,, résulte donc de la concaténation en ligne de n vecteurs colonnes formant une base orthonormale de
I’espace d’état, 'on peut déduire les conclusions suivantes :

e La relation (3.21) montre que la consigne Ye; Wexcitera pas la valeur propre A; si et seulement si

u;BHe; = 0. (3.23)

De ceci 'on déduit que les vecteurs propres a gauche répartissent I'influence des consignes sur les modes.

e Par la relation (3.20), I'on constate que la valeur propre \; n’agira pas sur I'état x[; si et seulement si

eiv; = 0. (3.24)

Autrement dit, les vecteurs propres & droite répartissent l'effet des valeurs propres sur les composantes
du vecteur d’état.

e Le méme raisonnement sur les sorties conduit a dire que la valeur propre A; n’agira pas sur la sortie y[;
si et seulement si

e;Cv; = 0. (3.25)

Autrement dit, les vecteurs C'v; répartissent l'effet des valeurs propres sur les sorties.
e La relation (3.21) montre que la perturbation dj;) n’excitera pas la valeur propre \; si et seulement si

u;Be; = 0. (3.26)

De ceci I’on déduit que les vecteurs propres a gauche peuvent répartir 'influence de certaines perturbations
sur les modes.

e De la loi de commande (1.4), 'on déduit que

u=Hy.+FCV{=Hyc+ [ w1 ... wyp |¢ (3.27)

d’ou I'on voit que la valeur propre A; n’agira pas par bouclage sur la commande u; si et seulement si

ehw; = 0. (3.28)

Ainsi, les directions d’entrée répartissent l’effet des valeurs propres sur les commandes.

Ces diverses constatations avaient amené Ibrahim Chouaib, dans sa these, a résumer ainsi 'influence des vecteurs
propres en termes de couplage :

1l apparait donc que Ueffet du monde extérieur sur la dynamique interne du systeme est décrit par la structure

propre a gauche alors que la répartition de cette dynamique sur les sorties est essentiellement décrite par la
structure propre a droite.
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3.1.2.4 Vecteurs propres et sensibilité locale

Ce paragraphe sort quelque peu du cadre du présent développement mais il serait dommage de parler des
vecteurs propres sans évoquer 'influence de ces derniers sur ce qui est communément appelé la sensibilité locale.

Les raisonnements précédents ont toujours considéré le modele linéaire comme parfait, toujours valide et
décrivant avec exactitude le comportement du systeme. Cette supposition est irréaliste. Il est mainteant supposé
que A, n’est pas une matrice connue avec précision mais que celle-ci est soumise & une légere incertitude additive,
une petite variation F de telle sorte que A. + E est la véritable matrice d’évolution du systéme bouclé. Ainsi,
les performances en régime transitoire de ce dernier sont entre autres caractérisées par les valeurs propres de
A. + E, cest-a-dire \; + A)\;, Vi € {1,...,n}. L’on s’intéresse aux variations A); des valeurs propres \; de A.
en présence de FE. Ce probléeme est connu sous le nom de “probleme de conditionnement des valeurs propres”
ou “probleme de sensibilité locale des valeurs propres”.

L’équation de la structure propre a droite devient :

(Ao + E)(vi + Av;) = (A + AN (v; + Avy) Vi € {1,...,n} (3.29)

En négligeant les variations de deuxiéme ordre (ce qui suppose que l'on reste dans une gamme de variations

assez faibles et qui explique expression “sensibilité locale”) et en prémultipliant chaque membre de 1’égalité par
ul, il vient :

AN, = u;Ev; Vi€ {l,..,n} (3.30)

= |AN| < |E||2.|uil|2]|vill2 = Vie{l,...,n} (3.31)

La variation de valeur propre est donc majorée par une expression dépendant bien str de la variation E mais
aussi de la structure propre de A.. La quantité ¢; = ||u;||2.||vi]l2, qui est un indicateur de variation de \;
proportionnellement & ||E||2, est appelée coefficient de sensibilité de A;. Il peut étre démontré que :

¢ >1 Vie{l,..n} (3.32)

D’un point de vue géométrique, le coefficient de sensibilité ¢; est 'inverse du cosinus de I'angle entre v; et u;.
Le cas idéal ou ¢; = 1, Vi € {1,...,n} correspond au cas ol A, est une matrice normale. Les vecteurs propres (&
droite ou & gauche) peuvent alors étre choisis de maniére & constituer une base orthonormale de C".
Cependant, ces critéres sont spécifiques a chaque mode et si I'on veut un critére unique pour quantifier
approximativement la sensibilité du spectre dans son intégralité, on peut utiliser la majoration suivante :

max ci < cond(V) = ||[V|]2]]V )2 (3.33)
ie{l,..,n}

Lorsque A, est normale, V est idéalement conditionnée et ’'on a cond(V) = 1.

Il existe une méthode de calcul de retour d’état plagant un spectre donné et minimisant la sensibilité locale en
jouant sur les vecteurs propres. Tres efficace malgré quelques limites, elle a été implantée dans la boite a outils
CONTROL TOOLBOX de MATLAB (fonction place).

Il faut également noter que dans le cadre de la commande des systémes multivariables par placement de poles,
les vecteurs propres fournissent des degrés de liberté pour n’importe quel probleme d’optimisation formulé.
3.2 Placement de structure propre par retour d’état

Soit le systeme (1.1). Il est rappelé que le probléme du placement de pdles par retour d’état consiste a déterminer
la matrice K dans l’expression (1.2) de sorte que le spectre de A, = A + BK coincide avec un ensemble de
valeurs spécifiées au préalable.

Remarque 3.3 Le probléeme du calcul de la précommande H est reporté a un paragraphe ultérieur.
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Un tel probleme a été largement abordé dans le cadre de I’étude des systemes monovariables. Pour ces derniers,
le vecteur de retour d’état K comporte n composantes et comme il s’agit de placer n poles, il n’existe aucun
degré de liberté supplémentaire. La solution est donc unique.

Dans le cas des systémes multivariables, la matrice K € R™*" comporte mn composantes ce qui suppose a
priori Vexistence de degrés de liberté. C’est en effet le cas mais il n’est pas forcément aisé de les exploiter. Lors
d’un placement de poles, I'on peut profiter de ces degrés de liberté pour

— optimiser un critére de performances (ou de robustesse) ;
— placer tout ou partie de la structure propre.

C’est évidemment le deuxieme défi qui fait I'objet de cette partie et des suivantes.

3.2.1 Condition de placement de podles
Une premiere condition pour qu’il soit possible de placer un spectre désiré pour A. (indépendamment des
vecteurs propres) est analogue a la condition donnée en monovariable :

La paire (A,B) doit étre commandable

Le lecteur est invité a se référer a la premiere partie du cours sur les systémes multivariables pour retrouver les
criteres de commandabilité.

3.2.2 Bilan des ddl

L’on dispose donc de mn degrés de liberté (ddl). n ddl doivent étre utilisés pour placer les podles. Il en reste
n(m — 1) pour tenter de placer les vecteurs propres. Il s’agit d’exploiter convenablement ces ddl et pour cela de
les identifier.

Par ailleurs, un vecteur propre comporte n composantes. Il peut étre défini a un facteur pres donc une composante
peut étre arbitrairement fixée. Ceci signifie qu'un vecteur propre, de fagon générale, est caractérisé par (n — 1)
composantes.

Compte tenu de la condition d’orthogonalité (3.8), Tout choix de V implique un choix implicite de U. 11 suffit
donc de spécifier V. Cependant le choix de tous les vecteurs propres a droite v; correspond a la spécification de
n(n — 1) valeurs alors que seuls n(m — 1) ddl sont disponibles. Les vecteurs propres ne peuvent donc pas étre
arbitrairement fixés. En effet, ceux-ci doivent appartenir a des sous-espaces caractéristiques.

3.2.3 Sous-espaces caractéristiques

Soit A € €, une valeur propre de A, et v € C", un vecteur propre associé a \. Les deux entités sont unies par
la relation

A.v = v
& (A+BK)v =\
< (A= Ml,)v+BKv=0
< (A= AMI,)v+Bw=0 (3.34)

ot w= KveC™ est la direction d’entrée associée & v (ici, la matrice C' est considérée comme égale a IL,,).
De I’équation (3.34), on comprend que v doit appartenir & ’ensemble

SO) ={z€C"|Tw e C™|(A—N,)z+ Bw =0} (3.35)

S()\) est appelé sous-espace caractéristique (ou AB-caractéristique) associé a . Lorsque la paire (A, B) est
commandable, S()) est de dimension m. En d’autres termes, un choix implicite ou explicite des m composantes
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de w conditionne le choix de v. Il convient donc d’exploiter ces ddl, pour toute valeur propre A , en se souvenant
que v étant défini & un facteur pres, w Uest aussi. Ainsi, seuls (m — 1) ddl peuvent étre exploités pour choisir v
ce qui correspond, pour n vecteurs propres, aux n(m — 1) ddl offerts par K.

En pratique, il est assez facile d’obtenir un vecteur propre et sa direction d’entrée associée. A chaque valeur
complexe A, 'on peut associer la matrice

Th=[A-XI, B]eqmtm. (3.36)

On calcule ensuite une matrice Ry ainsi décomposée
Ry=| M Ny € C™™ ot My eqmm 3.37
= M, avec NS e A€ (3.37)

dont les colonnes constituent une base du noyau de T).

Il est clair que tout choix d’un vecteur z € €™ non nul implique que le vecteur 7 défini par :

W_[Z]_{]]\\;i\;] (3.38)

appartient a Im(R)) = Ker(T)) et quainsi 'égalité (3.34) est satisfaite ce qui signifie que v € S()).

Le calcul de la base d’un noyau ne pose pas de probleme majeur. Une méthode est cependant tres appropriée
au calcul de Ry. La matrice T est décomposable en valeurs singulieres :

Th=Uu[x 0]V (3.39)

ol X est une matrice diagonale contenant les valeurs singulieres de T et ot U et V sont des matrices orthonormales
i.e. vérifiant U'U =T, et V'V =1 4. De (3.39), Pon déduit que

[A—)\Hn B ]V:L{[ X 0 ]
S [A-X, B[V |V ]=][US 0]
d’ot il est facile de voir que
[ A=AI, B |V>=0. (3.40)
L’équation (3.40) fait apparaitre qu'un choix possible de R) est

Ry = Vs. (3.41)

Il suffit ensuite de décomposer V5 en Ny et M.
Une autre technique plus directe consiste a fixer arbitrairement My = II,,, et il vient alors

Ny=(\I,—-A)"'B (3.42)

Toutefois, ce choix arbitraire de M, implique que I'inversion soit possible ce qui n’est le cas que si A n’est pas
valeur propre de A. Une telle technique de calcul de R) nécessite donc le choix d’un spectre désiré pour le
systeme bouclé totalement distinct du spectre en boucle ouverte.

Le choix d’un vecteur propre v se fait donc au travers du choix d'un vecteur de ddl z. Comment choisir z
pour obtenir le vecteur v désiré a des fins de découplage ? Le paragraphe suivant répond a la question.
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3.2.4 Choix des vecteurs propres admissibles

Pour obtenir n vecteurs propres v; associés & n valeurs propres \;, il faut donc choisir (ou calculer) n vecteurs
de ddl z;, i = 1,...,n. Comme il a déja été mentionné plus haut, ces ddl peuvent étre utilisés pour optimiser
toutes sortes de criteres de performances mais puisqu’il est question dans ce chapitre de placement de structure
propre, 'on peut s’intéresser au cas ou ’on espere obtenir des vecteurs propres admissibles bien spécifiques, a
des fins de découplage par exemple.

Soit donc un vecteur admissible v associé a A. Par admissible, I'on entend que v € S(\). Soit aussi le vecteur
désiré vy qui correspond quant & lui au vecteur propre assurant le couplage souhaité de A et des différentes
composantes du vecteur d’état x. Le choix de v doit étre tel que v est aussi proche que possible de vq. Une
solution consiste a assurer cette proximité au sens des moindres carrés c’est-a-dire a résoudre

min ||[vg — vl|2. (3.43)

Le vecteur propre v correspond alors a la projection orthogonale de v, sur le sous-espace admissible. De facon
générale, la détermination dépend de la méthode de placement utilisée. En ce qui concerne I’approche directe
présentée dans ce chapitre, c’est le choix de z qui fixe celui de v et le choix optimal est donné par :

z = (N{Ny) " *N{vg. (3.44)

Remarque 3.4 La spécification de vq peut se faire en fonction de ug. Autrement dit, l’on peut chercher a
atteindre un vecteur propre a gauche plutot qu’un vecteur propre a droite. Mais on ne peut chercher a atteindre
les deux de maniére indépendante puisque la structure propre est soumise a la contrainte d’orthogonalité (3.8).

3.2.5 Calcul de K

Une fois les valeurs propres \; choisies et les vecteurs propres admissibles les plus appropriés déterminés, il faut
calculer la matrice de retour d’état K. Nous résumons, dans le théoreme suivant, deux résultats de Moore.

Théoréme 3.1 Soient la paire commandable (A, B) ot A € R™"™ et B € R™™ ainsi que {\;,i=1,....n} un
ensemble auto-conjugué de n complexes. Il existe une matrice K € R™*" telle que

(A + BK)’Ul =\Nv; Vié€e {1, ,n} (345)

st et seulment si

(i) les vecteurs propres v; sont linéairement indépendants ;
(i1) vi = 0; quand \; = \j ;
(lll) v; € S(/\l)
Si K existe et si B est de rang plein, alors K est unique et est donnée par
K=wv! (3.46)
ou V est la matrice modale issue des vecteurs v; et ou W est la concaténation des n directions d’entrées :

W=[]w ..w]. (3.47)

Compte des développements ci-avant, la justification est assez simple. La condition (iii) correspond a ’admissibilité
des vecteurs propres. Ainsi, I'on obtient :

Av; + Bw; = \jv; Vi € {1, ,n} (348)

Si 'on considere que les vecteurs w; sont les directions d’entrée alors K est tel que
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Il vient la relation (3.45). Puisque K doit satisfaire (3.49), alors il est nécessairement déterminé par (3.46). La
condition (i) assure l'inversion de V' et la condition (ii) assure que la solution K apportée au probleme est bien
réelle et non complexe.

Voici une procédure pour réaliser un placement de structure propre par retour d’état :

Algorithme :

Choix du spectre auto-conjugué désiré {\;}
Choix des vecteurs propres désirés vg, en respectant I’auto-conjugaison.

Détermination des matrices Ry,

Ll

Calcul des vecteurs z; par la relation

zi = (N{ Nx,) 'N{va, Vi€ {l,..n}. (3.50)

(on note que vj; = V; & zj = Z;)

5. Calcul des vecteurs propres v; et des directions d’entrée par les relations

vi = Ny, zi
Vie{l,...n} (3.51)
w; = My, z;
6. Vérification de 'indépendance linéaire des v; (sinon retour a I’étape 2)
7. Calcul de V et W.
8. Calcul de K par la formule (3.46)

Remarque 3.5 Numériquement, le calcul de K, qui fait intervenir deux matrices complexes dont l'une doit étre
inversée, peut se révéler quelque peu imprécis et conduire a une faible partie imaginaire. Il existe une technique
pour transformer W et V' en deuzr matrices réelles qui sur le plan théorique, conduisent a la méme valeur de
K. Par souci de concision, ce point n’est pas détaillé.

Cette approche est qualifiée de directe. Il existe d’autres approches parmi lesquelles I'une est dite paramétrique.
L’on peut montrer que 'approche paramétrique correspond en fait au choix restrictif My, = I, Vi déja évoqué
plus haut.

3.3 Placement de structure propre par retour de sortie

Soit toujours le modele (1.1). L’on suppose qu’il n’y a pas de transmission directe (D = 0). Il s’agit maintenant
de déterminer une matrice F' de retour statique de sortie telle que :

1. la matrice d’état du systeme bouclé A, = A + BFC admet un spectre spécifié au préalable

2. les vecteurs propres répondent a des exigences de découplage si possible.

Les spécifications sont les mémes que pour le retour d’état mais le probléme est bien plus ardu comme le montre
le bilan des ddl.

3.3.1 Bilan des ddl

La matrice F € R™*? comporte mp composantes. Or, il faut placer n poles. Il est clair que si mp < n, le défi
est impossible a relever.

Méme dans le cas out mp > n, il faut n ddl pour placer les pdles et il reste a priori (n — mp) ddl pour tenter
de placer les vecteurs propres. En réalité, le probleme s’avere un peu plus compliqué qu’il n’y parait comme le
précise la sous-partie suivante.
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3.3.2 Condition de placement de podles

Une premiere condition nécessaire pour placer n poles par retour statique de sortie est la suivante :

La paire (A, B) est commandable
La paire (A, C) est observable

Sous cette condition nécessaire, il convient de déterminer des conditions sur les dimensions du systeme
pour pouvoir placer les poles.

En 1975, Kimura démontre qu’'une condition génériquement suffisante de placement total est

m+p>n (3.52)

Par générique, I'on entend que pour presque tout choix arbitraire du spectre, le placement est possible. Dans le
cas contraire une altération minime du spectre désiré autorise le placement. Seuls quelques tres rares modeles
pathologiques se révelent infirmer la condition (3.52) et ils sont souvent construits & cet effet.

Plus récemment, d’autres auteurs ont montré que la condition (3.52) pouvait étre améliorée et qu’une autre
condition génériquement suffisante était

mp>n (3.53)

ce qui semble étre parfaitement compatible avec le bilan des ddl. Toutefois, cette condition est établie dans le
cas ol toutes les matrices (y compris F') sont supposées complexes. Dans le cas réel, la méme condition devient

mp > n. (3.54)

Cependant, si cette derniere condition est la plus aboutie, il n’en faut pas moins garder présent a l’esprit que
méme si une condition suffisante est vérifiée, il faut disposer d’une technique de placement de poles. Beaucoup de
techniques de placement de poles par retour statique de sortie existent mais elles ne sont pas toutes aussi faciles
a mettre en oeuvre. Selon le rédacteur de ces notes (et en toute subjectivité), les techniques les plus pertinentes
sont souvent telles qu'une condition génériquement nécessaire pour les appliquer n’est autre que celle proposée
par Kimura, i.e. (3.52). Relativement & ces techniques, la condition (3.52) devient donc génériquement nécessaire
et suffisante. C’est pourquoi elle est communément admise comme “la condition de placement”. Selon que cette
condition est vérifiée ou non, 'on envisage le placement total par retour statique de sortie.

En résumé, deux cas peuvent se présenter :

— la condition (3.52) n’est pas vérifiée et I'on peut se contenter d’'un placement partiel de poles (voir
paragraphe 3.3.3) ou encore envisager un retour dynamique (voir partie 3.4);

— la condition (3.52) est vérifiée et 'on peut procéder & un placement complet par retour statique de
sortie.

3.3.3 Placement partiel de péles

Pour un tel placement I’on peut procéder par une extension immédiate de la technique de placement de poles par
retour d’état selon 'approche directe. En effet, il est toujours possible de placer p poles, c’est-a-dire autant que
de sorties. Pour ce faire, il suffit d’appliquer I'algorithme du placement par retour d’état mais en se contentant
de spécifier p poles et p vecteurs propres désirés vy, puis de déterminer seulement p vecteurs z;, p vecteurs
propres admissibles v; et p directions d’entrée w;. Ensuite, compte tenu que les directions d’entrée sont définies
dans ce cas par

wi = FCu, (3.55)
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la matrice de retour statique de sortie est donnée par

F=[w ... w|[Cv ... Cvp]fl. (3.56)

Ce type de placement ne doit étre envisagé que pour des systémes dont les dimensions ne vérifient pas (3.52).
En effet, il est impératif de vérifier a posteriori que les poles non placés sont convenablement localisés. Il n’existe
aucune facon de s’en assurer au préalable, ni méme d’assurer la stabilité en boucle fermée.

3.3.4 Placement total

Ne sont ici concernés que les modeles pour lesquels la condition (3.52) est vérifiée.

Il existe de nombreuses approches pour résoudre ce probleme parmi lesquelles I’on peut citer ’approche polynomiale,
I’approche paramétrique, 'approche géométrique, ..., et celle qui est privilégiée dans ces notes de cours, reposant
sur la résolution de deux équations de Sylvester couplées.

Cette technique repose donc sur I'utilisation de deux équations de Sylvester couplées entre elles par une condition
supplémentaire. De maniére simplifiée, placer un spectre auto-conjugué {)\;, i € {1,...,n}} revient a résoudre
en U et V les deux équations de Sylvester suivantes :

AV — VA = —BW (3.57)
UA—- AU = -L'C (3.58)

couplées entre elles par la condition :
Ker(U') = Im(V) (3.59)

pour un choix de W et de L. Ces équations reprennent bien str la notation utilisées dans la définition de la
structure propre. D’une part V représente la matrice des vecteurs propres a droite de A. et I"équation (3.57)
correspond a l’admissibilité de ces vecteurs propres a droite. D’autre part, U représente la matrice des vecteurs
propres a gauche de A, et I’équation (3.58) correspond & I’admissibilité de ces vecteurs propres & gauche. W et
L représentent les matrices de directions d’entrée et de sortie associées. La relation (3.59) n’est qu’une autre
formulation de la condition d’othogonalité (3.8).

Sur la base de ces deux équations, un algorithme de placement de poles a été proposé. Une version quelque peu
simplifiée en est ici donnée. On note A, € C?*? la matrice diagonale contenant les p premieres valeurs propres

de Acet Ay € C (n=p)x("=P) 13 matrice diagonale contenant les n — p valeurs propres de A, restantes. Ceci
suppose que les ensembles {)\;, i € {1,...,p}} et {\;, i € {p+1,...,n}} sont auto-conjugués.

Algorithme commenté :

1. Choisir un ensemble auto-conjugué de n — p valeurs propres désirées {\;,i € {p+1,...,n}} et résoudre :

UL_,A— A, U,_, = —L\_C (3.60)
en U,_, pour un choix de L,_,. Il s’agit en fait de I’équation (3.58) réduite au spectre {\;, i €
{p+1,..,n}}, & la matrice de vecteurs propres a gauche U, —, = [tupi1, ..., Un] € ¢ P) ot A la
matrice de directions de sortie L,,_p, = [lp41, ..., ln] € gr*n=p),

2. Choisir un ensemble auto-conjugué des p premieres valeurs propres désirées {\;,i € {1,...,p}} :

— Vi e {l,...,p}, calculer :

Ny, = | Azl B (3.61)

!
‘ Unfp (anpym

ainsi que
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Ny,

M,
(ot Ny, € €™*" et My, € C€™*""), une matrice dont les colonnes constituent une base du noyau a
droite de Ny, .

— Trouver p vecteurs colonnes z; de dimension r;, Vi € {1, ..., p} tels que :

Vp = [Cuy,...,Cvp) = [CNy, 21, ... ,CNy, 2] (3.62)

soit de rang plein.
— Calculer :

Wy = [wi, ..., wp] = [My, 21, ..., My, 2] (3.63)

Les vecteurs v; et w;, Vi € {1, ..., p}, correspondent respectivement aux vecteurs propres & droite et
aux directions d’entrées admissibles associées aux p premieres valeurs propres de A, désirées. Ainsi
Vp et W), vérifient I’équation

AV, — V,A, = —BW, (3.64)

qui correspond & ’équation (3.57) ramenée aux p premieéres valeurs propres.
Ce pas de 'algorithme permet également de s’assurer de la satisfaction de la condition d’orthogonalité
puisque clairement Uy, )V}, = 05, .
3. Calculer la matrice de retour de sortie :

F =W,(V,) " (3.65)

Il suffit de quelques lignes de code informatique pour implanter un tel algorithme. Bien entendu, la condition
de Kimura (3.52) apparait inplicitement au niveau du calcul de la base du noyau a droite de toute matrice Ny,
noyau dont la dimension ne doit pas étre nulle, Vi € {1, ..., p}.

En ce qui concerne les ddl, I'algorithme ci-dessus n’est pas tres explicite. Les parametres libres sont a priori
Lyp_p et les vecteurs z;. Mais on ne peut bénéficier, une fois le spectre choisi, de plus de flexibilité que les
(mp — n) ddl supplémentaires apportés par la matrice de retour de sortie K. Or, dans cette méthode, les ddl
sont utilisés au fur et & mesure. Ainsi, il faut (n — p)(p — 1) ddl pour placer les (n — p) directions propres a
gauche. Soit (n —p)(p —1) > mp —n, en quel cas il faut répartir les (mp —n) ddl sur les composantes de L,,_,,
les autres composantes de L,,—,, et les z; n’étant plus réellement des parametres libres (r; = 1, Vi € {1, ...,p});
soit (n —p)(p — 1) < mp — n, en quel cas on utilise (n — p)(p — 1) ddl pour jouer sur les directions propres a
gauche et les ddl restant doivent étre répartis sur les composantes des z; en fonction des valeurs des dimensions
r;, de maniere a bénéficier au maximum de la flexibilité liée aux directions propres a droite.

Remarque 3.6 La technique ci-dessus privilégie le placement des vecteurs propres a gauche. Cependant, si
c’est la structure propre a droite qui est significative des performances espérées, l’on peut raisonner par dualité
et chercher a déterminer F' a partir du triplet de matrices (A',C’, B').

3.3.5 Placement par retour de sortie et transmission directe

Dans toute cette partie, il a toujours été supposé que D était nulle. Lorsque D # 0, I’équation (1.8) montre que
la matrice d’état en boucle fermée est

A.= A+ BFC, (3.66)
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F=@1,,—FD)'F. (3.67)
De I’équation (3.67), Pon déduit que

F=F(,+DF)~% (3.68)

Pour résoudre le probéme de la transmission directe, il suffit donc d’appliquer 'algorithme de placement en
remplacant F' par F'. Ensuite, la véritable matrice de retour de sortie F' est obtenue par la relation (3.68) sous
réserve d’inversibilité de (I, — DF').

3.4 Placement de structure propre par retour dynamique de sortie

Lorsque la condition (3.52) n’est pas vérifiée, ce n’est pas une fatalité que de se contenter d’un placement partiel
de poles. L’on peut augmenter le nombre de ddl disponibles en procédant a un retour dynamique de sortie tel que
celui décrit en (1.11). L’on rappelle qu’une telle loi de commande peut étre déduite d’un retour statique tel que
celui donné en (1.16) appliqué au systeme (1.14) avec D = 0. 11 suffit alors de choisir I'ordre du compensateur
dynamique [ tel que la condition de Kimura soit satisfaite pour le modele augmenté c’est-a-dire telle que
m+p+2l>n+lsl>n—m—p. (3.69)

Ceci revient & chosir au minimum

l=n—m-—p+1. (3.70)

En présence d’une transmission directe, le raisonnement du paragraphe 3.3.5 reste valide.

3.5 Placement de structure propre et précommande

Dans tout ce chapitre, la question du calcul d’'une matrice de précommande H a toujours été éludée. Cette
matrice est bien souvent calculée de maniere & assurer un découplage entrées/sorties. Ce probleme a été abordé
au paragraphe 2.2.1. Si 'on se réfere a ce paragraphe, a la partie (1.2) ainsi qu’a 'équation (1.8), 'on déduit
que le découplage statique peut étre assuré, en présence d’une transmission directe, par une précommande

H=1,, —FDH (3.71)

ou la matrice H doit vérifier

(=(C 4+ DFC)(A+ BFC)'B+D)H =1,,. (3.72)

Si le systeme est carré (m = p), il suffit de calculer

H=(—(C+DFC)(A+ BFC)"'B+ D). (3.73)

Si m > p, il est génériquement possible de calculer une pseudo-inverse de (—(C' + DFC)(A + BFC)™'B + D)
telle que 1égalité (3.72) soit vérifiée. R
Si, en revanche, p > n, il est impossible de trouver H.

Si H peut étre calculée, il suffit de déduire la précommande réellement applicable H de 'équation (3.71).

Dans tous les cas, le découplage statique peut étre assuré par 'adjonction d’intégrateurs a chaque entrée du
systeme. Ceci a I'avantage non seulement d’assurer un découplage statique mais aussi de pouvoir rejeter des
perturbations en échelon, rampe, etc. Toutefois, ces intégrateurs augmentent 'ordre du systeme ce qui peut
rendre difficile la vérification de la condition de Kimura et donc peut obliger a complexifier la loi de commande
(retour dynamique plutdt que statique).
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3.6 Petite illustration

Tout ceci mérite sans doute une petite illustration. Cette derniere concerne la technique de placement complet
de poles par utilisation des deux équations de Sylvester couplées (cf. §3.3.4).
Soit le systeme décrit par (1.1) ou

—_
S
ot
—
=

A=|0 2 6|; B=|1 0];
10 3 0 0
100 10

C‘[()lo}’ D‘{o 1]'

La condition de Kimura (3.52) est vérifiée. L’on choisit de résoudre le probleme du placement de pdles par retour
statique de sortie selon la technique présentée dans ce chapitre. Le spectre placé est {A1; Ao; A3} = {—1; —2; —3}.
La résolution est effectuée numériquement a ’aide du logiciel MATLAB.

On saisit sous MATLAB le modele du systeme, les dimensions impliquées et le spectre désiré :

>> A=[1 4 5;0 2 6;1 0 3];
>> B=[1 1;1 0;0 0];
>> C=[1 0 0;0 1 0];

>> D=eye(2);
>> n=3;m=2;p=2;
>> lambda=[-1 -2 -3];
L’on choisit ensuite A, _, qui se réduit ici & A3 et pour le choix arbitrairel;y = [1 1]’ = L,,—,, on résoud I’équation
de Sylvester associée & la structure propre a gauche (3.58) afin de déterminer le seul et unique vecteur propre
a gauche placé uz = Uy, _p.
>> Lam_nmoinsp=diag(lambda(p+1:n))
Lam_nmoinsp =
-3

>> L_nmoinsp=[1;1];
>> U_nmoinsp=sylv(A’,-Lam_nmoinsp’,-C’*L_nmoinsp)

U_nmoinsp =

-0.3025
0.0420
0.2101

L’on calcule alors A7 et son noyau & droite :
>> NN1=[A-lambda(1)*eye(3) B;U_nmoinsp’ zeros(n-p,m)]

NN1

2.0000 4.0000 5.0000 1.0000 1.0000

0 3.0000 6.0000 1.0000 0
1.0000 0 4.0000 0 0
-0.3025 0.0420 0.2101 0 0

>> R1=null (NN1)
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R1

-0.0364
-0.3074
0.0091
0.8675
0.3892

L’on note qu’ici, ce noyau est de dimension 1 puisque sa base se limite a un seul vecteur. Il n’y a donc pas
de ddl disponible sur le choix de v et w;y et seul celui présent sur I3 est utilisable (ceci provient du fait que
mp =4=n+1). v; et wy sont donc ainsi calculables :

>> v1=R1(1:3);wl1=R1(4:5);
L’on procede de méme pour Ao :

>> NN2=[A-lambda(2)*eye(3) B;U_nmoinsp’ zeros(n-p,m)]

3.0000 4.0000 5.0000 1.0000 1.0000

0 4.0000 6.0000 1.0000 0
1.0000 0 5.0000 0 0
-0.3025 0.0420 0.2101 0 0

>> R2=null (NN2)

-0.0305
-0.2499
0.0061
0.9629
0.0975

>> v2=R2(1:3);w2=R2(4:5);
Il reste alors & calculer W, V,, et en déduire I grace aux relations (3.62), (3.63) et (3.65).

>> Wp=[wl w2];Vp=Cx[vl v2];
>> F_hat=Wp*inv (Vp)

F_hat =

-285.8000 31.0000
242.8000 -30.0000

L’on peut dors et déja vérifier que le spectre assigné est bien le bon :
>> eig(A+B*F_hat*C)
ans =

-3.0000
-2.0000
-1.0000

Enfin, il faut terminer d’établir la loi de commande par le calcul de F et H. F se déduit de (3.68) :
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>> F=F_hat*inv(eye(p)-D*F_hat)
F =

-0.9773 0.0227
0.1780 -0.7897

La matrice de précommande intermédiaire H est donnée par (3.72) puis H est obtenue par (3.71) :
>> H_hat=inv (- (C+D*F_hat*C) *inv (A+B*F_hat*C) *B+D)
H_hat =

58.55629 -84.1059
-49.6706  71.3412

>> H=(eye(p)-F*D)*H_hat
H =

-0.2161 0.3106
-0.0962 0.1406

L’on peut véridier par reconstruction du systeme bouclé que le gain statique est bien égal a 'identité :

>> Ac=(A+Bx*inv(eye (m)-FxD)*F*C) ;
>> Bc=B*inv(eye (m)-F*D)*H;

>> Cc=(C+D*inv(eye (m)-F*D)*Fx*C) ;
>> Dc=D#*inv(eye (m)-F*D)*H;

>> -Cc*inv(Ac)*Bc+Dc

ans =

[

.0000 -0.0000
.0000 1.0000

o

3.7 Notes

Ce chapitre s’inspire partiellement de [1] et de [2]. Les bases d’algebre linéaire peuvent étre rappelées par
n’importe quel cours de mathématiques de niveau Bac+2. Pour en savoir plus sur le nombre de conditionnement
d’une matrice, 'ouvrage [3] est conseillé. La technique de placement par retour d’état qui utilise la conditionnement
de la matrice modale (fonction place de MATLAB) est détaillée dans [4]. La condition de placement de pdles
par retour statique d’état donnée en §3.2.1 est démontrée dans [5]. Le bilan des degrés de liberté lors d’un
placement de poles par retour d’état est bien détaillé dans [6]. La notion de sous-espaces caractéristiques est
explicitée dans [7]. L’approche directe est due a [6]; le cas particulier constituant 'approche paramétrique est
di a [8]. L’explication sur la spécification des vecteurs propres désirés est empruntée & [1]. Le principe de la
projection orthogonale sur l'espace admissible est pris dans [9]. Pour ce qui est du calcul de la matrice de retour
d’état, exploitation de [6] est immédiate méme si ce cours utilise quelques éclaircissements de [1]. La remarque
3.5 releve des réflexions de [6]. La généralisation des techniques classiques monovariables basées sur les formes
compagnes au cas multivariable, qui n’est pas présentée dans ce chapitre, est envisagée dans [10].

Pour ce qui est du retour de sortie, la condition (3.52) est proposée dans [11] alors que la condition (3.54) peut
étre trouvée dans [12] et les références qui y sont citées. L’ idée du placement partiel découle logiquement de [6]
mais est présentée dans [9]. La technique de placement complet de poles par retour statique de sortie est celle de
[13]. Le passage au retour dynamique s’inspire de [14] et les derniers développements de ce chapitre concernant
le probleme de la transmission font référence au premier chapitre.
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Le lecteur curieux pourra aussi s’intéresser a la ’approche géométrique pour le placement complet de poles par

retour statique de sortie [7], ou encore 'approche polynomiale [15] et I’approche paramétrique [16]. Plus encore,

il est possible en réalité, pour un placement complet de poles par retour statique de sortie, de se contenter de

satisfaire la condition non stricte de Kimura (c’est a dire m + p > n). Pour s’en convaincre, voir I'article [17].

Certaines extensions de [17] autorisent méme une violation de la condition non stricte de Kimura [18].

Par ailleurs, le découplage dynamique peut également s’obtenir grace aux techniques de commande non interactive
[1].

Enfin, pour un tour d’horizon bien mené des problemes inhérents au retour statique de sortie, la lecture de

Particle [19] est conseillée.
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Chapitre 4

Réduction de modele

Ce chapitre aborde un point qui constitue en lui-méme une discipline a part entiere de 'automatique : la
réduction de modele. Ce cours se restreint bien str aux modeles linéaires. Il s’agit de partir d’'un modele
linéaire considéré comme trop compliqué et d’en déduire un modele simplifié qui puisse néanmoins décrire
convenablement le comportement du systeme étudié.

41 A propos des modeles linéaires réduits

4.1.1 Le but de la réduction

Ces notes de cours ne concernent que les modeles linéaires. Ces derniers sont généralement des descriptions
approximatives du comportement réel d'un systeme, obtenus par exemple, apres linéarisation d’équations
physiques non linéaires. Ils peuvent aussi étre obtenus par identification et la encore, 'on espere qu’ils sont
fideles au comportement du procédé. L’avantage des modeles linéaires est qu’ils facilitent la détermination
d’une loi de commande. Cependant, méme un modele linéaire peut rendre la synthese d’un correcteur délicate
s’il est d’ordre élevé, et ce pour des raisons souvent plus numériques que théoriques. C’est pourquoi il importe
d’obtenir un modele qui soit non seulement linéaire mais aussi d’ordre peu élevé. Lorsque le modele linéaire
obtenu est d’ordre trop élevé, 'on peut recourir a ce que 'on appelle une réduction de modele. 1l s’agit plus
exactement d’une réduction de l'ordre du modele. Bien entendu, cette réduction correspond a une nouvelle
approximation du comportement du systeme et doit donc s’effectuer avec précaution.

Des méthodes de réduction existent tant dans le domaine fréquentiel que dans le domaine temporel. Toutefois,
seules des méthodes temporelles, plus populaires dans le cadre multivariable, seront abordées ici. Ainsi, mathématiquement,
I’on peut définir le probleme de la réduction de modeéle comme suit :

Soit le modele initial

{x'—Ax—i-Bu (41)

y=Cx+ Du

d’ordre n comportant m entrées et p sorties. Déterminer un modele réduit consiste a obtenir la représentation
d’état

{ T, = Ayx, + Byu (4.2)

Yr = Crxr + Dru

d’ordre n,., comportant m entrées (les mémes que celles du modele initial) et p sorties (des approximations des
sorties du modele initial), telles que le comportement du modele (4.2) est proche de celui du modele (4.1).

Remarque 4.1 Par souci de simplification, l’on supposera dans ce qui suil que la transmission directe du
modéle initial est nulle (D = 0). Cette transmission est un transfert direct entre u et y et peut de toute fagon
étre ajoutée apres réduction.
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4.1.2 La qualité d’un modele réduit

Il existe plusieurs manieres de juger de la qualité d’'une réduction. En réalité, tout dépend de ce que I'on souhaite
faire & partir du modele réduit. Par exemple, lorsqu’un placement de pdles est réalisé sur un modele réduit (qui
peut étre vu comme un placement partiel sur le modele initial), il peut étre souhaité que le modele réduit
conserve les modes du modele initial.

Toutefois, ce qui est priviliégié, la plupart du temps, est le comportement externe du systeme c’est-a-dire
le comportement entrées/sorties. Un bon moyen d’alors juger de efficacité d’une technique est de comparer la
sortie ¥, a la sortie y, en termes de norme par exemple.

Dans ces notes de cours, faute de plus amples connaissances, il ne sera pas donné de critere rigoureux pour
assurer de la qualité d’une réduction. Seuls quelques jugements et remarques subjectifs seront portés.

4.1.3 Les différentes méthodes de réduction

Il est illusoire, dans le cadre de ces notes de cours, de vouloir aborder toutes les techniques de réduction existantes.
Il est méme déraisonnable d’espérer présenter toutes les méthodes les plus utilisées. Pour cette raison, un choix
somme toute assez drastique a été opéré, dont 'auteur de ces notes espeére qu’il fera appréhender un peu aux
étudiants ce que peut-étre la réduction de modeles, et ce sous différents angles.

Quatre méthodes ont été sélectionnées, a la fois pour leurs différences de philosophie et pour leur simplicité :

— la réduction par technique modale;

— la réduction par technique d’agrégation;

— la réduction par décomposition de Schur;

— la réduction par transformation équilibrante.

4.2 Réduction par technique modale

Il s’agit sans doute 1& de la plus accessible des méthodes qui consiste & déduire une réalisation (4,, B, C,, D,.)
a partir de (A, B, C') en procédant & une diagonalisation du modele (4.1).

Si A est diagonalisable ou quasi-diagonalisable (“Jordanisable”), 'on peut envisager le changement de base
x = Vztel que A = V1AV est une matrice diagonale semblable & A. L’on peut alors décomposer V et z de
sorte que

x:Vz:[“g “ZHZ} (4.3)

ouli € e,

Le but est d’obtenir un modele réduit de vecteur d’état x,. tel que z, corresponde a la dynamique dominante.
L’on a:

A 0 z B
s —1 _ 1 1 31
2 = Az+V—Bu = [ﬂ) A2][z2}+[32}u
(4.4)
~ ~ z
y = CVz = [Cl Cg}{zi]

A ce stade, I'on peut considérer que z; correspond a la dynamique dominante du systéme que ’on souhaite
conserver dans le modele réduit et que zo correspond a la dynamique plus rapide que 1’on souhaite occulter. Il
est possible de procéder de deux manieres qui ne sont pas équivalentes. L’une peut étre considérée comme assez
grossiere et la seconde comme plus raisonnable.
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4.2.1 Troncature de ’état

Cette approximation revient tout simplement a ignorer totalement la dynamique rapide de I’état c’est-a-dire a
poser zo = 0. Il vient

T = Vlzl et To = ‘/321, (45)
d’ott 'on déduit
2 o= Mz + Elu
. 4.6
{ yr = Chz1. (46)
En revenant dans la base initiale (dans laquelle z, = x1), 'on obtient
z, = A,x, + Byu
{ Yr = Crxru (47)
avec
A, =ViMVY B, =WViBy; C,=C vk (4.8)

Cette approximation, quoiqu’usuelle et tres facile a appliquer, présente quelques inconvénients :

e clle peut engendrer d’importantes modifications de la réponse du systeme dans les premiers instants
puisque la dynamique rapide est totalement ignorée;

e clle trahit le comportement entrées/sorties du modele (4.1) en régime permanent car elle ne permet pas
de retrouver le gain statique :

lim £ = —CA™'B; (4.9)

t—o0 U t—oo U

e 1/ doit étre inversible.

Pour les deux premieres raisons, 'approximation utilisée dans le paragraphe suivant est largement préférable.

4.2.2 Négligence de la dynamique des modes rapides

Cette fois-ci, ce n’est pas zo qui est totalement ignoré mais simplement sa dérivée qui est posée nulle (22 = 0)
dans le but de conserver ’apport statique des modes rapides. On a :

29 = —A;légu,
puis
z, =21 = Viz1 4+ Vaza = Vizg — VoA ' Bou
= 21 = Vl_l(:vl + V2A2_1f32u).

L’expression de 21 dans (4.4) devient

2= MV ey + A VT Ve Ay Bou + By (4.10)
Cette derniére équation conduit & (4.2) avec
A’I" — B VlAl‘/l_la ~
B, = Vi(Bi+ MV 'VaA ' By), (4.11)
c, = avit, '
D, = (CiVi'VaAy' — CoAy ) Bs.

Cette méthode présente les inconvénients suivants :
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— elle fait apparaitre une transmittance directe D,. (inconvénient mineur);

— la réduction d’un modele initial sous forme compagne (donc assez creuse) et comportant des valeurs
propres complexes peut aboutir a une matrice de commande B, nulle;

— V1 doit étre de rang plein.

Mais, outre ces limites pas trop contraignantes, elle présente aussi les avantages suivants :

— elle permet de supprimer a coups sur les modes rapides et de conserver, dans le modele réduit, des modes
dominants proches des originaux (a ce titre, elle peut sembler utile pour précéder un placement de poles) ;

— elle est assez efficace sur le plan du comportement entrées/sorties (en comparaison de la précédente) et
conserve le gain statique.

Il est assez facile de vérifier que le gain statique original est conservé. En effet, en régime permanent,
Yroo = C’lVlilIl.
Or, le régime statique implique que #; = 0 d.e. que 11 = — A, ! B,u. Ainsi,
z1 = —ViIAT VT VI Bru 4+ ViAT VT VA VT Ve AL Bou
xr] = —VlAflélu + %A;léu
= Yroo = C’lVlilIl + C’l‘/lil‘/QAgléQU — égAglézu
Yr. = —C1AT ' Bru — C1 V7 WaAy ' Bou + CL Vi VoA ' Bou — CoAs ' Bou
Yreo = —élAflélu — égA;l.BQU
Yr.. = —CA™'Bu =y

4.3 Réduction par technique d’agrégation
L’idée de cette technique est assez différente de celle exploitée précédemment. En effet, plutot que de procéder

a un changement de base bijectif de IR"™ sur R", idée est d’utiliser une application linéaire de IR" dans IR™"
telle que le vecteur d’état dans le nouvel espace est

x, = Mux. (4.12)
Cette application conduit a
i, = M Az + M Bu (4.13)
qui définit un nouveau systeme dynamique
2= Az, + Bru. (4.14)

Les matrices A, et B, peuvent étre choisies des lors qu’il existe une matrice M vérifiant
p q

{ A]gy - %g (4.15)
S’il existe une matrice M+ vérifiant MM ™ =1, , alors il vient
A, = MAMT
{ B = MB (4.16)
En pratique, on peut utiliser la pseudo-inverse de Moore-Penrose :
M*T =M MM (4.17)

Le probleme de réduction de modele par agrégation peut donc étre décomposé en deux sous problemes :
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— calcul de M en fonction du choix de la dynamique souhaitée pour le modele réduit (i.e. A, et B,);

— calcul de la matrice d’observation C, permettant de définir la sortie y, en fonction de z,.

4.3.1 Calcul de la matrice d’agrégation

Ce qui suit est donné sans justification. Le lecteur est invité a se référer a la littérature sur le sujet.

4.3.1.1 Utilisation de la matrice de commandabilité

Soit la matrice de commandabilité de Kalman

Q.=[B AB ... A"'B] (4.18)

correspondant au systeme initial. Le produit Q. = M Q. représente la matrice de commandabilité du modele
réduit. En effet,

Q. = MQ. = [ MB MAB ... MA"'B ] (4.19)
S Qe = [ B, A.B, ... A"'B, ] . (4.20)
En supposant que le modele initial est commandable, c’est-a-dire que Q. est de rang plein, on a

M=Q.Qt (4.21)

ot Q7 est la pseudo-inverse de Moore-Penrose de Q..

La méthode consiste a choisir la forme de A, et de B,. A, est choisie en fonction des modes que l'on veut
conserver du modele initial. Il n’y a pas de méthode pour guider le choix de B, (on peut par exemple prendre
A, et B, de forme compagne horizontale). On calcule Q. et Q.. par les formules (4.18) et (4.20). Il reste a
déduire M par (4.21).

Cette réduction donne trop de liberté a l'utilisateur et induit parfois des résultats assez mauvais d’ou une
alternative fournie par la technique suivante.

Remarque 4.2 Dans le cas d’un modéle monovariable (m =p = 1), on obtient M = Q...

4.3.1.2 Utilisation de la décomposition spectrale

Soient {w;,i = 1,...,n,}, Pensemble des vecteurs propres & droite de A’ associés aux n, valeurs propres
dominantes. Soit aussi 7" € IR""*"", une matrice de rang plein. Afin d’obtenir une matrice d’évolution qui
soit la matrice diagonale des modes dominants, I’on peut calculer la matrice d’agrégation par :

M=T[w ... w, |. (4.22)

Dans le cas particulier non rare ou A est diagonalisable avec des valeurs propres distinctes et ou V' est la matrice
modale de A, 'on a

M=T[1L, 0,40 |V (4.23)
En pratique, on peut prendre T'=1I,, .

Cette méthode de calcul de M laisse un peu moins de liberté dans le choix de la forme obtenue et induit
de meilleurs résultats.
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4.3.2 Calcul de la matrice d’observation

Trouver une matrice d’agrégation qui donne au modele réduit une certaine dynamique ne suffit pas a réduire
proprement le systeme initial. Il faut aussi déterminer une matrice d’observation qui va contribuer a retrouver
le comportement entrées/sorties en particulier en régime permanent.

S’il existe une premiére méthode simpliste qui consiste & déduire que C = C,.M et ainsi calculer C, =
CM™ il faut la proscrire. Elle ne revient qu’a projeter le modele initial maladroitment dans un sous-espace
d’état. Associée a la technique utilisant la matrice de commandabilité et & un mauvais choix de A,., 'on peut
raisonnablement, penser que le modele réduit obtenu n’a pas grand chose a voir avec le modele initial.

En revanche, il est intéressant de déterminer C). en cherchant & conserver le gain statique. Si le modele (4.1) ne
comporte pas d’intégrateur, A est inversible et I'identité des gains statiques conduit &

C,A'B,=CA™'B (4.24)

= C,=(CA™'B)(A'B,)T. (4.25)

Dans le cas ot A a une valeur propre nulle, la formule (4.25) ne peut étre appliquée. Soit alors la matrice
adjointe de A donnée par
adj(A) = A" P+ AV 2+ a0, (4.26)

ou les coeffciients a; sont ceux du polynome caractéristique

det(sll,, — A) = 8" +a18" * + ...+ an_15+ ao. (4.27)

Il peut étre montré que C,. est alors donnée par

1
-
Hi:nrJrl
La formule (4.25) n’est pas valable pour les systémes continus comportant une intégration mais peut étre utilisée

avec toutes les méthodes de réduction. Au contraire, la formule (4.28) est valable pour tout systéme continu
mais uniquement lors d’une réduction par technique d’agrégation.

4.3.3 Propriétés du modele agrégé

Une premiere propriété intéressante de la réduction par agrégation est qu’elle conserve la commandabilité. En
effet, si le modele (4.1) est commandable alors Q. est de rang plein. Si la matrice M est de rang plein n, (ce
qui est souhaitable pour réduire proprement le modele), alors Q.. est aussi de rang n, et le modele réduit est
commandable. Cette propriété est tres importante si une loi de commande doit étre déterminée a partir du
modele réduit (ce qui est généralement le but).

Par ailleurs, I'agrégation conserve les modes dominants. Soient v;, les vecteurs propres a droite de A. Si Mwv; # 0,
il vient

Ainsi, v; et Mwv; sont respectivement vecteurs propres de A et A, pour la méme valeur propre \;.

4.4 Réduction par décomposition de Schur

Le but de cette méthode est d’apporter une procédure numériquement robuste. La matrice d’état A peut subir
une décomposition de Schur de la maniére suivante :

S =U'AU (4.30)
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ot U est une matrice unitaire (UU’ = 1) et S est triangulaire et ainsi constituée :

St Sie
s=[% ], o

Sp € R ™ et Sp € R)X(m=nr) gont des matrices triangulaires supérieures contenant respectivement les
modes lents et les modes rapides. On réalise le changement de variable w = U’x, ce qui donne

w = Sw + U'Bu
{ S~ CUw (4.32)
En faisant la partition w = [z, ws] et CU = [C; Cs] ou &, € R"", 'on obtient
Ty = Siz + S12ws + Biu
Wy = Sows + Bou (4.33)
Yy = Clz CQ’LUQ

A partir de la, plusieurs approches peuvent étre suivies, qui s’inspirent des techniques présentées précédemment.

4.4.1 Agrégation

Une premiere approche consiste a suivre, & partir du modele (4.33), la technique d’agrégation. En réalité, ceci
revient a prendre wy = 0 et il vient

AT = Sl et BT = Bl. (434)

La matrice d’agrégation correspondante est

M=[1T, O0unn |U (4.35)
sous réserve que les valeurs propres de A soient distinctes. On calcule alors la matrice d’observation C,. par
(4.25) si A n’a pas de valeur propre nulle.

4.4.2 Négligence de la dynamique rapide

Plutét que de tronquer le vecteur w, on pose simplement ws = 0. Cette fagon de procéder pour finaliser la
réduction est dite méthode “des perturbations singulieres” en référence a une autre technique de réduction
applicable aux systemes qualifiés de “singulierement perturbés”. Comme on ’a vu au paragraphe 4.2.2, ceci
revient a négiliger la dynamique des modes rapides. L’avantage est que S5 ! existe toujours puisque 0 n’est pas
un mode rapide. L’on a

Wy = —S;lBQ’UJ

= i, = Siz, + (3151252_132)’(1,
= A, =5, et B,=DB;— S125;"'Bo. (4.36)

Pour la matrice d’observation, 'on peut soit utiliser la formule (4.25) (dans le cas out A n’a pas de valeur propre
nulle) mais ceci déteriore le gain statique, soit choisir

C, = Cy, (4.37)

ce qui entraine une transmittance directe

D, = —C255 " Bs. (4.38)
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4.4.3 Remarques sur la méthode

Cette méthode semble intéressante d’une part parce qu’elle peut s’associer avec la méthode de réduction par
agrégation permettant ainsi de conserver les modes lents du modele (4.1), d’autre part parce que le fait de négliger
la dynamique des modes rapides (wy = 0 avec 'inversibilité de S garantie) est réputé judicieux. En outre,
la robustesse numérique de la décomposition de Schur autorise une implantation systématique relativement
efficace. Cependant, le progres théorique par rapport aux réductions précédentes reste a mettre véritablement
en évidence. Par ailleurs, il faut disposer d’une procédure de décomposition de Schur qui ordonne convenablement
les éléments diagonaux de S (qui sont aussi les valeurs propres de A) dans le sens de la rapidité. Ce n’est pas
toujours le cas.

4.5 Réduction par transformation équilibrante

Il s’agit sans doute de la reine des méthodes. La plus populaire. Le principe est de supprimer certains états ou,
au moins, de négliger leur dynamique, de maniére a rester le plus fidéle possible au comportement entrées/sorties
du modele initial.

Pour cela, il faut d’abord envisager, sur le systéme (4.1), une transformation dite équilibrante. Ceci suppose
deux hypotheses sur le modele (4.1) :

— la matrice A est stable au sens d’Hurwitz ;
— la réalisation est minimale c’est-a-dire que les paires (A, B) et (4, C) sont respectivement commandable
et observable.

Cette transformation consiste en fait en un changement de base. Dans la nouvelle base, chaque état n’est pas
plus commandable qu’observable et réciproquement. En d’autres termes, chaque composante du vecteur d’état
est sujete a une certaine commandabilité-observabilité. Il convient alors d’agir sur les états qui sont les moins
commandables-observables car ce sont eux qui ont le moins d’influence sur le comportement entrées/sorties du
systeme. Le cas extréme correspond a une réalisation non minimale ol des états qui ne sont pas commandables
ou pas observables n’ont aucune influence sur la forme de la réponse.

Toutefois, la commandabilité et 1'observabilité d’un état sont généralement valuées par des booléens. C’est
pourquoi il convient de rappeler ici la notion de grammiens de commandabilité et d’observabilité. C’est grace a
cette notion qu’il est possible de déterminer le changement de base équilibrant.

4.5.1 Les grammiens

Dans cette sous-partie, I'on rappelle la définition des grammiens pour les systemes linéaires continus. Une
interprétation de ces grammiens est évoquée ainsi qu’une propriété.

Il est a noter que la notion de grammiens a déja été abordée dans le premier volet du cours sur les systemes
multivariables.

4.5.1.1 Définition des grammiens

On définit le grammien de commandabilité par
o0 ’
W, = / eA"BB'e? T dr. (4.39)
0
L’on peut démontrer qu’il vérifie ’équation de Lyapunov

AW, + W.A' = —BB'. (4.40)

De méme, 'on définit le grammien d’observabilité par

W, = / A0 CeM dr. (4.41)
0
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Il vérifie I’équation de Lyapunov
AW, +W,A=-C'C. (4.42)

4.5.1.2 Interprétation des grammiens

Il est assez difficile d’interpréter directement un grammien pour des systemes continus. Cependant, par analogie
avec le cas des systemes discrets, 'on peut établir une interprétation énergétique. Le détail de cette analogie
n’est pas présenté ici mais en voici les conclusions.

L’on peut définir le grammien transitoire de commandabilité par

t

W.(t) = | A" BB e dr 4.43

() )
0

Ce grammien transitoire traduit le fait qu’un systéme de réalisation partielle (A, B) peut étre commandé ou non
sur un horizon de temps [0;¢]. Si ce grammien présente une déficience de rang, il se peut qu’aucune commande
d’énergie finie ne puisse amener I'état & du systéme a une valeur arbitrairement choisie * en un temps t. Au
contraire, si W,(t) est défini positif, il existe toujours une telle commande.

Dans ce cas favorable, il existe un changement de base, par une matrice de passage unitaire, tel que, dans
la nouvelle base, le grammien devient diagonal. Chaque élément diagonal correspond a l'inverse de 1’énergie
minimale de commande qu’il faut pour amener I’état a la valeur [0,..., 0, 1,0 ..., 0]'. Autrement dit, c’est un
indice de commandabilité de la i®™¢ composante du vecteur d’état.

Un tel raisonnement s’étend lorsque t tend vers l'infini et 1'on raisonne alors sur le grammien lui-méme W..
Dans cette base qui diagonalise le grammien, chaque élément diagonal est un indice de commandabilité de I’état
correspondant.

Par dualité, 'on peut raisonner de méme sur le grammien d’observabilité.

4.5.1.3 Propriété des grammiens

Les valeurs propres du produit W.W,, sont invariantes par changement de base.

En effet, 11 est facile de voir sur la définition des grammiens que si un changement de base z = T~ 'z est
appliqué alors les grammiens de commandabilité et d’observabilité W, et W, deviennent

We=T"'W,(T")™' et W,=TW,T. (4.44)
De ce fait, il vient

W.W, = T 'W,W,T. (4.45)

Les deux produits sont donc semblables et présentent les mémes valeurs propres.

4.5.2 La transformation équilibrante

Dans un premier paragraphe, 'on définit ce qu’est une réalisation équilibrée. Dans un second, il est expliqué
comment obtenir une telle forme.

4.5.2.1 Réalisation équilibrée

Une réalisation (A4, B, C') minimale stable est dite équilibrée si et seulement si :

W, =W, = o = diag{o; ..., }. (4.46)

Chaque élément diagonal o; est, comme on l’a vu, positif et correspond a un indice de commandabilité-
observabilité de 'état z;.
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4.5.2.2 Transformation équilibrante

Théoréme 4.1 Soit la rélisation minimale stable R = (A, B,C). Il existe une matrice non singuliere T' telle
que la réalisation R = (T YAT, T 'B,CT) = (A, B,C) est équilibrée.

Ce théoreme équivaut a affirmer l'existence systématique d’'une matrice diagonale définie positive X telle que
W,=W,=X et

AS 4+ 94 = —BB ot AL +RA = —C'C. (4.47)
Pour démontrer ce théoreme, il suffit de montrer 'existence de T'. W, peut subir une décomposition de Choleski :

W.=R'R. (4.48)

Le produit RW, R’ est alors décomposable en valeurs singulieres par I'intervention d’une matrice unitaire U :

RW,R' = UX*U’, (4.49)
on U'U =1 et ¥ =diag{oy, ..., on} avec o1 < ... < 0y,.
L’on choisit
T=RUS 2. (4.50)

Ainsi, 'on a

W, =T'W,T =% 2U'RW,RUS 2

= W, =30 USU'US 2 = 5. (4.51)
De méme, en adoptant la notation 7~ pour (I'~1) = (T")~1,

W,=T"'W.(T")"' =$:U'R~W,R'US>?

= W.,=%:U'R" RRR'S? =%. (4.52)

L’on peut également vérifier en prémultipliant (4.40) par T~ et en la postmultipliant T, que
TATT YW, T~ + (T ATT YW, T~) =T 'BB'T~
= A+ 2A' = —BB. (4.53)

L’on vérifie de méme que

~ AS+xA=—C'B. (4.54)

Puisque T peut toujours étre déterminée, alors il existe toujours une transformation équilibrante produisant
une réalisation pour laquelle chaque état est commandable et observable avec la méme magnitude.

4.5.3 Réduction du modele

Une fois cette réalisation équilibrée calculée, I'on utilise les éléments diagonaux de o pour déterminer quels
états éliminer. En effet, ’on a vu, pour une réalisation équilibrée, que o; donne un degré de commandabilité et
d’observabilité de I’état z;. Chaque état n’est pas plus commandable qu’observable et réciproquement. o; donne
un critere équilibré de commandabilité et d’observabilité de x;. Les états les moins commandables et observables
sont de moindre influence sur le comportement entrées/sorties. L’on est alors confronté & une alternative :

e soit 'on tronque purement et simplement ces états mais ceci est peu conseillé car le gain statique n’est
pas conservé par la réduction ;
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e soit I’on néglige simplement la dynamique de ces états faiblement commandable et observables a 'instar
de la méthode dite “des perturbations singulieres”, ce qui, dans ce cas, revient a procéder comme suit.
Le modeéle initial, dans la base équilibrée, s’exprime :

i = Anpz + Apze + Bu
To = Agl.’tl + Aggl‘g + Bzu (4.55)
y = C’lxl + C'ng + Du.

Ici, Pon peut raisonner avec une transmission directe D # 0. L’on suppose que @5 = 0 ce qui conduit a :

z, = Az, “+DByu
(4.56)
Yr = Crxr + D, u.
ou x, = x1 et
A, = A - /:1121‘:15211‘:121
B, = B;—A412A5, Bs
= = = 4.57
C, = Ci-CodyAn (4.57)
D, = D—CyAy Bs.

Cette seconde possibilité est largement a privilégier car elle conserve le gain statique initial. Il est possible
d’utiliser des fonctions MATLAB pour utiliser cette technique de réduction :

— minreal : calcule une réalisation minimale du systeme;
— balreal : calcule une réalisation équilibrée de la forme minimale ;
— modred : complete la réduction par la “méthode des perturbations singulieres”.

4.6 Comparaison succincte des méthodes

La premiere remarque qu’il convient de formuler concerne la phase finale de ces différentes techniques de
réduction. Il est essentiel pour obtenir un modele réduit qui soit une bonne approximation du modele initial
de chercher & conserver le gain statique. Ainsi, par exemple, lorsqu’apres transformation, I’on a le choix entre
annuler une partie du vecteur d’état ou annuler sa dérivée, il vaut mieux choisir d’annuler sa dérivée (méthode
dite “des perturbations singulieres”).

S’il faut faire une critique des techniques présentées, 'on peut regarder avec intérét la réduction par voie
modale qui a le mérite d’éliminer la dynamique des poles rapides. L’on peut donc interpréter cette réduction en
termes de spectre ce qui peut présenter un avantage selon la loi de commande utilisée apres. Elle est par ailleurs
assez efficace en termes de comportement entrées/sorties.

De méme, s’il est peut-étre préférable de proscrire la technique par agrégation via la matrice de commandabilité
pour la faible fiabilité de ces résultats, la décomposition spectrale propose de meilleures résultats sans que
I'intérét en soit pour autant tres clair.

Si la réduction par décomposition de Schur a la réputation d’étre numériquement robuste, elle permet aussi,
éventuellement, de conserver les modes lents.

La plus populaire, a juste titre, reste la réduction par transformation équilibrante. C’est elle qui assure la
meilleure approximation entrées/sorties. Elle permet aussi, en cas de troncature de I’état (méme si ce point
n’est pas abordé ici) de déterminer une borne sur la norme de la différences entre y et y,. C’est une fagon de
quantifier la qualité de la réduction. Méme si elle est restreinte aux systemes stables, il existe quelques travaux
qui étendent cette technique au cas des systemes instables.
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Il existe maintes autres méthodes de réduction dans la littérature scientifique qui ne sont pas présentées ici
faute de temps et de connaissances. L’on peut toutefois citer 'approche qui consiste a réduire la norme H, du
transfert entre u et (y—y,) (cf. troisieme volet du cours sur les systémes multivariables et cours sur la commande
robuste pour appréhender la notion de norme H,). Ce chapitre n’est qu'une sensibilisation au probleme. Si une
seule méthode devait étre conservée, ce serait celle utilisant la transformation équilibrante.

4.7 Notes

L’on peut consulter 'ouvrage [1] qui est une bonne premiere approche et un bon tour d’horizon pour comprendre
les techniques simples de réduction de modeles, telles qu’elles sont présentées dans ce chapitre.

La réduction par diagonalisation trouve son origine dans les travaux de Davison [2]. Voir [3] pour une critique
tres complete des diverses extensions de ce travail.

Puisque la technique de réduction par transformation équilibrante est préférée dans ce chapitre, il convient
de savoir que les bases en sont formulées dans [4]. Le lecteur appréciera peut-étre 1'excellente interprétation
des grammiens présentée dans [5]. L’extension de la technique de réudction par transformation équilibrante est
réalisée dans [6].
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