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SENSIBILISATION A DES CONCEPTS DE LA UTOMATIQUE

1 Introduction a I’Automatique

Cette partie resitue un peu le cadre de ce cours, proposeflegidns pEliminairesa I'étude et met eévidence les points
qui seront abor@s par la suite.

1.1 Definition
La définition de I’Automatique que propose le “Petit Robert” est assez explicite sur ce quetieellAutomatique reme
si sa simple lecture ne suffit pas pour analyser les grandes tendances de cette vaste discipline. La voici :

Automatique : ensemble desdisciplines scientifique$ et des techniques utiégs pour laconception et 'emploi des
dispositifs? qui fonctionnensans l'intervention d’un opérateur humain®.

On peut revenir sur les trois expressions sow&gde cettedfinition.

1. disciplines scientifiquesceci sug@re que I'’Automatique requiert quelques acésitleoriques afin dedaliser :
— une moelisation matématique d'un dispositif.
— une analyse de ses progés sur la base du mete .
— la conception d’'une loi de commande toujours sur la base delaod

2. conception et emploi de dispositifseci rekve en fait de la mise en oeuvre pouvant faire intervenir des disciplines
telles que IElectronique, l'informatique...

3. sans l'intervention d'un oprateur humain cette derrére expression fait appaue la notion de sysimes automa-
tisés qui permettent :
— d’'améliorer les performances d’un dispositif, son confort (exemples : climatisation, directioréagsist
— d’amgliorer la €curi€ (exemples : pilote automatique, freinage ABS).

Ne sont @réralement abok&bs dans un cours d’Automatique que les aspects 1 et 3. Le point 2résalgment sgcifique
au dispositifetudg et ne @cessite souvent pas I'expertigelle d'un automaticien.

1.2 Notion de systme

En Automatique, la notion de syshe est incontournable. L&fihition qu’en donne I'automaticien se rapproche de celle
classiqgue empruéta la physique. @réralement, le syemeest un dispositif qui fonctionne en interaction avec son
environnement @rérant un ensemble de @honenes. Certaines grandeurs physiques de I'environnement agissent sur le
syseme. Elles sont appets entes D’autreséemanent du syétme et agissent sur I'extieur. Elles sont appeds sorties

Les signaux assoes aux enfres sont greralement nds par la lettre: et les signaux assd@s aux sorties par la lettie

Les entees d’'un systme peuvend priori &tre modifees. Il peuggalement exister des edétis quiechappent au coritie

et qui ne peuvergtre modifees. Elles sont appgEs perturbationst sont notesd. La figurel symbolise ce formalisme.

dl dr
UL | L Y1
UZ N -2
: Systeme :
iy, g -,
Fig. 1 Systme comprenant entiéesp sorties et pertubations




Dans la pratique, un syshe peut correspondeeun dispositif iecanique glectronique, chimique... et il est facile de
le differencier de I'exérieur de M@me que de choisir quelles sont les éafr (exemples : une force ou un couple en
mécanique, une tension ou un couranédgttronique, la concentration d’'un produit initial en chimie) ou les sorties (une
vitesse ou un couple enéunanigue, une tension ou un courantédectronique, une concentration d'un produit final en
chimie). Comme exemples de perturbations, on peut citer une féealix frottements avec I'air, des tensions parasites,
des concentrations de produitsghigeés ou d'impureds...

Il existe des sysimes qui ne sont pas physiques tels que de&mgsteconomiques et financiers et pour lesquels ce
formalisme peut pafte moinsévident. De tels sygtmes, @me s'ils peuvent exister dans I'industrie automobile, ne se
rencontrent pas sur urehicule.

1.3 Notion de boucle

Une notion fondamentale en Automatique est la notion de boucle gudesoniciens (qui sont les premigxsavoir
formalise cette notion) appellent contréaction. Le principe en est d’acgpr une information psente sur les sorties et
de I'utiliser judicieusement pour modifier les exes. Le but de cett@tro-action est d’obtenir un comportement souhait
du syskme, c’esta-dire, des signaux de sortie satisfaisants. L'utilisation de la boésléte du fait que les automaticiens
ont constat que la modification convenable des sorties par une action sur |éggrgans tenir compte des sort&tajt
insuffisante.

Pour mieux se rendre compte de lér&t de la boucle, on peut prendre I'exemple d’une automobile (voir figipii
lors d'un trajet, fait appaftre des bouclages manuels (c’est le conducteur qui assuretresactions lui-réme) ou
automatiques (il est assispar des dispositifs d&suri€ ou de confort).

Perturbations (vent, profil de la route)

Entrées (action sur Systéeme a S_ortles (trajectplre,
le volant, les pédales) commander n_|veau de la caisse,
(voiture) vitesse)
Actionneurs - Q- Mesures

(suspension, (capteurs, yeux)

mains, pieds)

Commande

—  (Calculateur, [~
cerveau)

| \ \
Spécifications sur le comportement

(tenue de route, oscillations de la caisse, vitesse désirée,
confort, sécurité...)

Fig. 2 Boucles possibles correspondant au fonctionnement d’une voiture

Lorsqu’un automobiliste est au volant, la voiture, en interaction avec son environnement (dont le conducteur), peut
constituer un sysime avec de nombreuses boucles. Ainsi, lorsqugiaut de la route ou un coup de vent ehtea

un ceplacement ponctuel ktal du \ehicule (le systme Eagita une perturbation), alors I'oeil de I'automobiliste (entre
autres) lui permet de prendre conscience gplaicemenet latal et il pourra agir en codgluence sur le volant pouétablir

la trajectoire. Il s’agitd d’une boucle manuelle. De&me, si un trou grére une oscillation violente sur 'altitude de la
caisse, une suspension active p@duire cet inconfort en agissant sur 'amortisseur. Ceci est une boucle automatique.
Cette derrére suit la plupart du temps un medd matte@matique plus ou moins compligujui est appélloi de commande.

L'on dit aussi que le systme fonctionne en boucle fege.

A la vue de cet exemple, on peut comprendre I'importance de la boucle. Elle peut permettre d’assurer deés activit
essentielles en Automatique :



— l'asservissementgui consistea faire en sorte que les sorties se comportent commeédiemnces dorées (tout du
moins autant que faire ce peut).
— larégulation qui consistex tenter de&duire I'effet des perturbations sur les sorties.

Dans les deux cas, certaines performances sont souvent requises telles que :
— la stabilité

— le temps de Eponse

— I'absence d’oscillations des sorties

— la précision

Ces propietes seront mieux expli@es au cours des divers chapitres.

1.4 Quelques exemples concernant la boucle
1.4.1 Douches collectives

Une douche collective est seimati€e par la figure.

Réservoir d’eau

a température )\ )\ )\
fixée a priori /

Température de I'eau fixe

Fig. 3Exemple de sysme en boucle ouverte

L'entrée du systme est la temfirature de I'eau du reservoir. L'eatesbule dans le sy&ine et sort des pommasune
temperature (c’est la sortie) qui n’est pas modifiable. Aucune information sur cett@tatope de sortie n’est utiée au
niveau du eservoir. Il s'agit doncd d’'un syséme en boucle ouvertgesta-dire sans boucle.

1.4.2 Douche personnelle

Le fonctionnement d’'une douche manuelle est lui@spné sur la figuret .

Réservoir

d’eau chaude

Y

@
Arrivée O X

d’eau froide

Action manuelle sur le mitigeur

Fig. 4 Exemple de sysme en bouclage manuel

La personne prenant sa douche peut cette fois-ci jouer sur le mitigeur péliomla temgrature de I'eau. En fonction

de sa sensation, elle actionne les robinets jusqu’au confort seu@aitte boucle est donc manuelle et non automatique.
La réeponse en ten@wature d'un tel sysime, c’est@a-dire I'evolution de la temprature de sortie au cours du temps, est
géréralement de la forme doga par la figuré.



Température souhaitée

Température ambiante

> temps
= oscillations

retard <~—

pur

Fig. 5Evolution de la temgrature de I'eau au cours du temps

La temperature névolue pas dans un premier temps car les tuyaux sont emplis &@teaygrature ambiante. On parle de

retard purdu syseme.
Puis, en raison des manoeuvres successives de la personne sur les robinets, I'eau devient alternativement chaude et froide

jusqua ce que la personne trouve un compromis satisfaisant. l&edies oscillationsst d’autant plus longue que la
personneé&agit vivement et est maladroite.

Remarque 1 : en Ecosse, la strégie pouréliminer le retard pur et les oscillations consisiefixer la temgrature
souhaitea la valeur de la tem@rature ambiante, ce qui a aussi I'avantage de satisfaire desreséconomiques.

1.4.3 Mitigeur thermostatique

Pour plus de confort, le particulier peut aujourd’hui installer, au niveau de sa douche, un mitigeur thermostatique qui
réalise un asservissement en té@mgiure. Ce dispositif correspordune boucle automatique qui perndgeta fois de
diminuer le temps degglage (erevitant les oscillations) et de faire desonomies d’eau (voir figur@.

to
A
Mitigeur thermostatique consigne
Eau froide
—_— tO
Eau chaude - £ o
[——— ambiante
? A -
t

Consigne

Fig. 6 Exemple de sysme avec boucle automatique

1.4.4 Retroviseur a réglage de positiorelectronique

Supposons que deux personnes utilisentéenm \ehicule et que I'ordinateur de bord de ce dernier progoseacun de
mémoriser une position pour I&étroviseur. Cette position est car@ttee par deux angles et chacun de ces deux angles
doit étrea la bonne valeur lorsque le conducteur demande sa positederge. La rotation duétroviseur est assee
gracea deux petits moteus courant continu (un pour chaque angle). Le principeedéage d’'un angle en fonction de la
postion souhadte est dona par la figurer.



I I . )
L . . ngle réel en radian
angle souhaité + tension | Bloc de U | Amplificateur Rétroviseur | angle réel en radians
(exprimé par une tension) commande ” * > ; >
P P _ : Moteur | Yy
Ye | systéme |
Lom e T L
tension
capteur -

Fig. 7 boucle automatique déglage d’'un angle deetroviseur

On note qu'il convient de ramener la sortie sur I'étiet de modifier I'excitation du moteur en fonction dechrt entre
I'angle souhait et celui obtenu. Pour calculer datart, il faut spcifier la valeur souhdie par une tension et convertir
I'angle effectif en tension, ce qui est l6le du capteur. Lorsque I'angle effectif est celui escampécart s’annule et le
moteur assurant la rotation n’est plus comnf@an@n verra plus tard que peuvent se cacher des blocs assez complexes
derriere ce schma de principe.

Il faut noter que dans le cas d'un syste bou@, on distingue les eréies du sygtme en boucle ferée qui sont ap-
pelees consignest geréralement n@esy.(t) (ici, la tension correspondaatl’angle souhaé) des entes du sygime
en boucle ouverte (c’est-dire le pro€de compoé ici de I'amplificateur, du moteur et détroviseur) qui sont appets
commandest restent ndesu(t) (ici, la tension d’induit du moteur).

On retrouve ce style de prabhe dans le cas de I'asservissement de I'inclinaison d’'une antenne parabolique.

1.5 Cadre de travail

On vient de voir que Btude des sy8tmes conduisaid s'interessera des signaux &ktrivant I'evolution de grandeurs
physiques (les ertes et les sorties notamment). On distingue plusieurs automatiques selon la nature des signaux et des
mockles utili€s.

o Ainsi les signaux continus peuvent prendre toutes les valeurs dans un intervaleealorsmque d’autres signaux sont
susceptibles de prendre uniquement certaines valeurs diermdrées. Sur la base de cette éitnce, on distingue I'Au-
tomatique des syBinesa évenements (o@tats) continugle I'’Automatique des systnesaévenements (oétats) discrets.
Seul le cas desvenements continus sera envisatans ce cours.

o Une autre distinction tout aussi fondamentale se fait sur le temps. En effet, les signaux [idrevebfinis a tout
instant du temps ou simplement conraudes instants dois (on parle de signaux discrets, discégtjuéchantillores
comme sur la figur8.

u

Au y 1o
u |
0 _,:\— _ | Systtme a y, !

el 1 commander . . t

Y .
Convertisseur Convertisseur
N. A. A. N.
A
Calculateur

— (Algorithme a [<——— |

déterminer)

sequence UO,Ul,LIZ,... sequence yo ,yl,yz,...

Fig. 8 Commande diséte




Les signaux de sortie soethantillores, c’esta-dire mesugs et donc connus uniqguemartertains instants, et léguence
deséchantillons est obtenue sous forme i@ique en sortie d’un convertisseur analogique arique (CAN). Elle est
transmisea un calculateur qui erédiuit une équence de signaux de commande. Celle-ci est trangopar un conver-
tisseur nurdrique analogique (CNA) qui restitue un sigaalemps continu sur I'eréte du systme. Pour le calculateur,
I'ensemble constite du systme et des convertisseurs est vu comme uresysh temps discret (ou “syéne discret”).
Dans ce cours, ne sera coresiek que I'’Automatique des sgshesa temps contingou simplement des “sy&nes conti-
nus”) par oppositior I’Automatique des systmesa temps discret.

o Il existe d’autres distinctions qui reposent sur le mlednati@matique utili® pour dcrire le comportement du sgshe.

Ce moatle est obtenu soit par identification (on fait correspondre uréfecal/ec une structure doemau comportement
entées/sorties du sy&@me) ou, et ce sera le cas ici, par une utilisation judicieusezgeations correspondant aux lois
de la physiqueé&gissant le comportement du Sste. L'on parle alors de métisation du systme. La plupart de ces
equations sont diffrentielles et non ligaires. Cependant, il est souvent recomngate travailler dans une gamme de
valeurs autour d’un point de fonctionnement de telle sorte quedaations sont raisonnablement remplagables par des
équations diferentielles dites lidairesa coefficients constants. Cette approximation permet donc de passer d’efemod
non linéairea un moele linéaire Bien que moins fidlea la ealite, ce dernier facilite Btude et la commande du syste,
notamment giicea un principe fondamental, celui de superposifion de €paration), @sungé sur la figureo.

WY Systeme

] ] —y=a y+ayy
linéaire e 20z

a _u
2

Fig. 9 Principe de superposition

Si I'entréeu; entrdne la sortiey; et si I'entieeu, entrane la sortiey, alors deux enfresa;u; et asus agissant simul-
tarément entriment une sortiey = «1y1 + asys (voir justification en annex®). Ce cours est restreidt I'étude des
syseémes lirgaires.

o Enfin, une derrére distinction est essentielle pour ce cours. Lesayss sont soient monovariables (une seuleeentr
une seule sortie) soit multivariables (plusieursees; plusieurs sorties). Seuls les éysts monovariableseronttudés.

En resung, ce cours concerne les Sstedinéairesmonovariablegontinus

1.6 Necessite d’'une régulation étudiee

Le but de ce paragraphe est de montrer qu’@ggitation simple, un bouclage simple, ne sont pas toujours suffisants pour
commander un sy8ine. On suppose que I'on souhaiéguler, ou plubt asservir, la vitesse d’'un ventilateur deétin
refroidir un systmeélectroniquea I'intérieur du ¥hicule. Le proéce est constité tout simplement d’'un petit moteur
excite par une tension et entrdnant la rotation du ventilateur comme le montre la figle

v

==

/\ Moteur

Fig. 10ventilateur

On souhaite que, la vitesse angulaire du ventilateur, segalea une consigne dogev.. Pour ce faire, on adopte une
commande correspondant au &ofa de la figurd 1.



Amplificateur différentiel

\) \V B
_>C Conversion € € Amplificateur
de puissance u o v
> Procédé -
(gain h)
v, Capteur

(Génératrice [
tachymétrique)

Fig. 11Tentative de&gulation de la vitesse du ventilateur

La question est la suivante : peut-on obtenie v.., c'esta-dire, au niveau des tensions, = v, ? Si I'on suppose que
c’est effectivement le cas, alois la sortie de 'amplificateur dfrentiel, la tension est= v, — v = v. — v = 0. De
ce fait,a la sortie de I'amplificateur de puissance, aucun signal n&stré (u = he = 0) et le ventilateur ne tourne pas.
Cetteégalit n'est donc otenue gail’arrét et I'on comprend qu'’il estétessaire d’envisager une boucle plus sophiégqu
C’est tout le but de I’Automatique.

1.7 Meéthodologie
En Automatique, la rethodologie utili€e peut se diviser en plusiew@apes qui sont les suivantes :

1. Cahier des charged’automaticien doit prendre connaissance du peote et des diverseséygifications. Il doita

cette occasion, clairemenéfinir le syseme (avec ses eges et ses sorties) et les performances attendues pour ce

dernier.

2. Modelisation: I'automaticien doit écrire le comportement du pred (c’esta-dire le systme en boucle ouverte)
grace aux lois de la physique et obtenir un ensemiéquhitions algbriques et difrentielles. Ensuite, il doit refor-
muler celles-ci de maarea obtenir un moéle classique en Automatique (ufomction de transfenpar exemple).

3. Analyse: il convient dans cette phase d’utiliser des techniques de I’Automatique pour juger des performances du

syseme 6tabilite, temps de &ponseoscillations précision..) a partir du moéle.

4. Synthese: la dernere phase consisteconcevoir une loi de commande c'é@stlire une boucle “intelligente” qui
confere au sysime ainsi boué les performances soutiss si cela est possible.

2 Modelisation... de l'equation différentielle a la fonction de transfert

Cette partie s'articule autour d’'un exemple qui permettra de comprendesrlardhex suivre pour parveng obtenir un
mockle du systme usuel en Automatiqua,savoir lafonction de transfert

2.1 Présentation du systme

Il s’agit d’un moteurélectriquea courant continu qui est dii‘commande d’induit”. Le s@&ma d’'un tel proece est dona
par la figurel2.

10
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Fig. 12Moteura courant continé commande d’induit

Les lois de la physigueegissant le comportement de ce fdeéléctroneécanique conduisent a@guations suivantes :
e Equationélectrique au niveau de I'induit :

di
Ld—z—i-Ri—Fe:u (1)

u est la commande d’induit,le courant d'induit,R et L sont respectivement l&sistance et I'inductance d’induit.est
une forceélectromotrice.

e Couple moteur :

I = K,¥i = Ki )
carV est le flux inducteur constant dompar :
U = K,i, = Cte (3)
¢ La forceélectromotrice: est donge par :
e =KQ (4)

ou  est la vitesse de I'arbre du moteur.

e Enfin, la relation fondamentale de la dynamique conaéitrire :

dQ)

ou J est le moment d'inertie ef un coefficient relatif aux forces de frottemer@grant un coupleésistanC,. = fQ.

Il convient maintenant de se fixer une @&dret une sortie. La commande d’induitest choisie comme e et la
sortie sera la vitesse angulaire du motgu €. On peut en effet souhaitegaliser un asservissement de vitesse.

2.2 Obtention de I'equation differentielle

On utilise maintenant lesquations gFcedentes pourasumer le mogle du systme par une seukquation diférentielle
relianty a «. On note que les grandeurs physiques sont fonctions du temps mais queépettelahce n’appdtgpas
explicitement dans les notations. A partir de maintenant, on note par un point au dessus de la letivedadd signall
assocdd par rapport au temps et par deux points au-dessus de la letevMaedseconde par rapport au temps.

Les relations %) et (2) conduisent écrire :

Jy+ fy = Ki
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ce qui, apes cerivation par rapport au temps, compte tenu &gpsations 1) et (4), s’écrit :
. . . K )
Jj+ fy=Ki= f(u—Rz—Ky)

& JLj+ fLy+ K*y = Ku— RKi

Or Ki = T" et on peuta nouveau utilisers) pour aboutir :

JLj+ (RJ + fL)y + (fR+ K?*y = Ku (6)

On obtient donc unéquation diferentielle eny dans laquelle les seules grandeurs physiques variables sbpt Cette
equation diférentielle constitue un méte de comportement ebt/sortie pour le pr@e. Elle pourraiétre €solue pour
déterminer laéponsealu pro&ck (c’esta-dire I'évolution dey(t) au cours du temps) en fonction d’une excitation desn
suru et de conditions initiales. Toutefois cetterdarche est peu courante en Automatique car un peu lourde eté&fameor
adopter d’'autres mades plus facilement manipulables tels quéolaction de transfepprésengée ulérieurement.

En supposant que l'inductandeest tes petite, on peut envisager un mtmiplus simple 0 elle est igligée L ~ 0).
L’ équation 6) peut alors se&écrire :

RJy+ (Rf + K?)y = Kyu 7)

On comprend sur cet exemple que plusieurs @eslplus ou moins fies peuventé&kcrire le néme systme.

Remarque 2 : pour cet exemple, le meétk était céja linéaire. En effet, Bquation diférentielle é&pend ligairement de
I'entrée, de la sortie et de leurdvées successives. Ce n'est pas toujours le cas. Lorsque ce n’est pas le cas, il convient
de recourira quelque approximation pour que léements non lidaires soient remplds par desléments ligaires.

Ces approximations ne songiggralement justies que dans une gamme de valeurs correporaldetpetites variations
autour d’un point de fonctionnement au voisinage duquel le comportement dmsysbrrespond peu pesa un moele
linéaire. L'annexeé\ est consad@e aux notions de caraatistique statique et de point de fonctionnement.

2.3 Transformée de Laplace

Ce paragraphe a pour but de rappeler ce qu’est la tranéoda Laplacé, outil mattematique Bcessaire pour obtenir
une fonction de transfert d’'un sgshe.

Chaque grandeur physique egicdte par un signal temporel c’e&tdire une fonction du temps. Seuls les fonctions

du temps dites causales’esta-dire pour lesquelleg(t) = 0, V¢t < 0, sont consiérées. Toute fonction causafét) peut
subir une transformation dite de “Laplace”, @et et ainsi &finie :

£(t) % F(p) = /  fertar

F(p), sielle existe, c’esk-dire si I'inttgrale est calculable, est appetransforrée de Laplace dé(¢) et la variable com-
plexep = « + j (nottes dans les ouvrages de langue anglo-saxonne) est connue sous le nom de variable de Laplace.
Cet oferateur possde les propétes suivantes :

1. linéarig :

Fi1(8) + kfa(t) <25 Fy(p) + kFa(p)

IMarquis Pierre Simon de Laplace (1749-1827) : raathticien et physicien francais, auteur de travaux se rapp@ériantécanique éleste et au
calcul des probabilis.
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2. theorme de la drivation :

o () vZ pF(p) — £(0)
o f(t) L5 p2F(p) — pf(0) — £(0)

l ) -1
o L LR 0 -2 0) - - O

p correspond donc, en@sence de conditions initiales nullés,ine @rivation dans le domaine de Laplace.

3. theoreme de l'inégration :

o Ji7° f(r)ar 5 E2)

1/p est donc l'ograteur d’inégration dans le domaine de Laplace.

4. theoeme du retard :

o f(t=0) ¥ e P F(p)

5. theoeme du écalage fequentiel :

o f(t)et L Fp+w)

6. theome de la valeur initiale :

e lim f(t) = lim pF(p)
t—0 p—00

(sous éserve d’existence des deux limites)

7. theome de la valeur finale :

o lim f(t) = lim pF(p)
P

t—o0

(sous éserve d’existence des deux limites)

Comme il est parfois fastidieux de calculer la transfeende Laplace d’une fonction temporelle compéigde néme que
la transfornge inverse n@e.# '), en pratique, les automaticiens disposent de tableaux de tra@s®i(voir tablead).
Quelques lignes de ce tableau sont justifi en annex€.L Il en existe des versions bien plus cogtpk dans certains
ouvrages, notamment dang.[

Ce tableau pettre utili pour passer du domaine de Laplace au domaine temporebiteail utiliser la transformation
£~ qui est d&finie en annexg.2

2.4 Fonction de transfert

La fonction de transferfparfois appee transmittangeest le moéle le plus usuel en Automatique. Elle s’obtient en ap-
pliquant la transformation de Laplace sugduation diferentielle. On reprend I'exemple du moteurcourant continu.
Pour simplifier le @éveloppement, les pararnes prendront les valeurs simples (mais g@listes) suivantes :

o J =1kg.m?
e f=1N.m.s
e R=10
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Original f(t),t >0

Transfornge de Laplacé’(p)

Impulsion de Dirad(t) 1
. . E
Echelon d’amplitude? i.e. ET'(¢) >
. b
Rampe de pentki.e. bt 5
b
e—at 1
pta
1
t —at
‘ (p+a)?
q,—at q'
re (p+a)it!
. w
sin(wt) PER
. p
cos(wt) pER
—at w
e t Sln(wt) m
_ pt+a
€ at COS(u)ﬁ) m
Retard pui.e. f(t — 6) e P F(p)

TAB. 1 — Table de transforées de Laplace
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o L =10mH
e K=1N.m/A=1V.s

Compte tenu de ces valeurs namgues, [équation 6) s'écrit :
10725+ 1,015+ 2y = u
& §j+ 1015 + 200y = 100u
En appliquant?, il vient :
p*Y (p) — py(0) — 4(0) + 101pY’
(p* + 101p +200) Y(p) = Up) + (p+101)y(0) +4/(0)
D(p) N(p) I(p)

—

p) — 101y(0) + 200Y (p) = 100U (p) <

Le second terme d& (p) dépend des conditions initialea (instant0). Il peut étre nul si le systme est intialement
au repos. Il ne traduit pas des prdes constantes du comportement eefsortie. En revanché&;(p) est une fraction
dont le nunérateur et le @nominateur sont des polymes erp. Elle est iné@pendante des conditions initial€s(p) est
appeée fonction de transfeet peut sécrire :

B 100 B 100
P2 +101p+200  (p+p1)(p+ pa)

G(p) avecp; ~ —2 etpy ~ —98

p1 etps, les racines déD(p), sont appds les du systme lls ont une grande influence sur le comportement de ce
dernier. Lorsqu'il existe des racines au renateur, elles sont ap@els £ros du systmeet peuventgalement influencer
son comportement.

Mais G(p) peut aussi €crire :

K 1 1
avecrp, = —— ~ 0,5, m = —— ~0,0letK ~0,5

“0) = T+ ) o P

71 €t 7, que I'on ne peut faire appdtee que lorsque lesges sont gels, sont appeks constantes de tens syseme.
On note ici quer; est beaucoup pludevee et correspond approximativemarih dynamique des gimonenes necaniques
alors quer, est davantagedie aux penonenestlectriques.

Si L est regligée, on peut appliquer teansformation de Laplacel’équation dif€rentielle ) et I'on obtient eréliminant
les termes ks aux conditions initiales :

1 0,5

G = =
P) =53 = 1505

Dans ce moédle simplifg, il ne reste qu’unfe égala —2 ou une seule constante de tenggsilea 0, 5. Ceci revienta ne
prendre en compte que la dynamique desnamenes necaniques.

De manere grérale, il s’agit d’obtenir pour tout sy&sne,éventuellement par approximation, usguation diférentielle
a coefficients constants et dont chaque membre esaili@ par rappora I'entrée, a la sortie ainsi g leurs @rivées
successives (si elles sont non nulles) :

dn dn—ly Mg, dm—l
an dtn + anp—1 dtn_l + ...+ a1y + aoy = bm dtm + bmfl dtm_l
Pour des conditions initiales nulles et puisquest I'opérateur de @rivationdans le domaine de Laplace, on obtient la
forme ¢erérale de la fonction de transfert :
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_ N(p)  bpp™ 4 ... + bip + bo
D(p) Anp™ + ... + a1p + ag
Le degé du nungrateurN (p) estm et celui du @nominateuD(p) estn. n estégalement appélordre du systme Les

pdlesdu syséme sont donc les racines déduation caraéristiqueD(p) = 0 alors que lezérosdu syséme sont les
racines deV(p) = 0. D(p) est parfois appélpolyrbme caratristique

(8)

2.5 Notion de causalié

Soit lafonction de transferd’'un syseme telle que celle doge en 8) (forme cerérale). Physiquement, il est difficilement
concevable quen soit strictement sugrieura n. L'on peut toujours imaginer un mete matiematique correspondant
a ce cas ou Eme tenter une conception pratiqgue mais ceci signifie que la sortie dan®gstun instant donim cepend
de la valeur de I'enfrea un instant ubtrieur. C’est pourquoi I'on suppose phiit pour un proédeé, quem < n. Un tel
syséme est dit causal la fonction de transfert est dite proggrneéme strictement propie m < n). Lorsque I'on cherche
a construire un systne, il est important de prendre en compte cette caésakt plupart des mades physiques sont
strictement propres.

2.6 Association de fonctions de transfert

On a dkja un peu utili les scema-blocs pour expliquer le principe deldaucle(rétro-action). On peutégalement s’en
servir pour illustrer deuxagles essentielles pour comprendre it de lafonction de transfettbrsque plusieurs sy&ines
sont assoéis pour en constituer un seul. Ainsi, on envisage deux cas d'association de denxesysen paralle et en
série. La figurel3 montre, dans ces deux cas, la fonction de transfert globale correspondantegléspeuvent servir
pour des sysimes plus complexes.

Systemes en paralléle Systemes en série
- .0 e |
U@ | %»Y(p) Wl ¢ @ blem O
Lo e, |4
: | G(p)
G(p)
G(p=G ,(M+G , (M G(p)=G (MG , (M

Fig. 13Fonctions de transfert en pakd et en &rie

2.7 Fonctions de transfert en boucle ferrae

On se serh nouveau des séma-blocs pourasumer le passage de la boucle ouvartboucle ferrae. Deux cas seront
envisa@s : celui du retour unitaire et celui d'un retour dynamique quelconque (voir fighire
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’ Retour unitaire ’ Retour non unitaire

U (p), £(p)

g

Ye) ORI Ye)
c(p) - S 60

)

Fig. 14Retours unitaire et non unitaire

G2 (p) peutétre par exemple assé@ un capteur.

On peut @finir la fonction de transfertle la boucle F'(p), couramment apéé “gain de boucle” et correspondanta
fonction de transfert de I'ensemble de la boucle ouverte, ensembletimierappel chane directe

e Retour unitaire :

e Retour non unitaire :

F(p) = G1(p)Gz(p)

Dans ce second cas, on distingiig(p), la fonction de transfert du préde, deF'(p), celle de la chime directe.
On peut aussi, selon une formule atté@euparfoisa Black, calculer la fonction de transfert en boucle féen

e Retour unitaire :

_ Y@ _ G
H(p) = Yo(p)  1+G(p)
e Retour non unitaire :

Cette formule est@montee dand'annexe A

3 Reéponses des sysimes lireaires

3.1 Definition de la réponse d’'un systme

La réponse d’un systme defonction de transfer€(p) corresponda la forme du signal de sortigt) lorsque le systme
est excié par un signal d’enée connuw:(t). On distingue plusieurs types deponse selon le signal d’eég. Certaines
réponses sontés courammergtudees pour comprendre le fonctionnement d’'uné&yst. En toute logique, l@&ponse
d'un syséme @&pend de la valeur de la sortl’'instant initial consiére. Cependant des fins de simplification de ce
cours, nous ne nous &resserons qa’'des eponses pour lesquelles les conditions initiales sont nulles.

2Harold Stephen Black (1898-1983) : Emjeurélectronicien arérician dont les travaux sur la contreaction vers 1934 ont ouvert des voies
I’Automatique.
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3.2 Reponse impulsionnelle

La réponse impulsionnellest la Eponsex une impulsion unitaire de DirdoOn I'étudiera peu dans ce cours. Cependant,
on rapelle que si(t) = §(t), alors sa transforée de Laplace e&f(p) = 1 (voir tableaul et annexeC.1). Celle dey(t)
estdonc:

Y(p) = G(p)

Le signal temporel(¢) recherck est donc tout simplementtiensfornée de Laplacewverse de la fonction de transfert.
y(t) = Z7HG(p)

3.3 Réponse indicielle

La réponse indicielled’'un syseme est saéponsea unéchelon unitaireu(t) = I'(¢), également appélfonction de
Heavisidé. Cette fonction est repsenée sur la figurel5.

u()= I
A

1
—= Systéme = Y7

—_—t

0 t

Fig. 15Reponse unéchelon unitaire

3.3.1 Reponse indicielle d’'un systme canonique de premier ordre
On rappelle que lfonction de transferd’un syseéme canonique (nuenateur constant) de premier ordre est de la forme :

_Y(p K
G(P)*Wp) = 1+7p

K est appd} gain statiquest = est apped constante de temp€ette fonction de transfert correspond, en appliquant la
transformation inverse de celle de Laplagégquation diferentielle :

y(t) + my(t) = Ku(t), t > 0

¢ On peut @terminer la éponsea partir de cetteéquation. En effet, la solution d’une telguation, compte tenu que
u(t) = 1 poutt > 0, est donie par (cf. cours de mathatiques) :

y(t) = Ce /7 + K
B . ~ , . . v B .
Solution de lequation homogne assoéie solution particudire

ou C' est une constantedeterminer. En consg&tant quey(0) = 0, on ceduit queC = — K. Il vient donc

y(t) = K(1—e'7)

o On peut retrouver ceésultat directemert partir de la fonction de transfert puisque I'on ne coasidpas de condi-
tions initiales. On note d’abord qué(p) = Z(u(t)) = 1/p ce qui conduit écrire : :

3Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) : mathaticien et physicien britannique d’origine suisse ayant pagticila céation de la Mcanique
Quantique. Prix Nobel de Physique en 1933.

4Qliver Heaviside (1850-1925) : physicien britanniquéorigine, entre autres, de la notion d'ifagance et du calcul épationnel. Il @couvrit
I'ionosphere
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p(1+7p)
La decomposition eielements simples aboutt:
K
= K K
Y(p) = = i~ — = 1
plp+3) P pt+z:

En appliquantZ—1, il vient (cf. tablealt) :
y(t) = KT(t) — Ke '™
et I'on retrouve, par factorisation, lésultat pecedent.

Dans le cas dunoteurélectriqueétudé dans la partie gpedente, on & = 0,5 et = 0.5s (mockle simplifé). La
reéponse d’un tel systne est donmpar la figurel6.

yRP 08 q T T T
o5 | _ _ T 1
' ' ! :

............. Sl T
[ b :
iy t .

........... r: R S LR EEEEE RRRRRRERERERE.
S : :

.......... Pl
63% | _ _ _ ! _ | t :
! k .

A S ERTEERRTERRE. Lo L i
! i i :

....... ]
1 | [ .
i i i :

...... L
' | I .
! i i :

T IR | S o N
! | [ .
f tau i i

] P ) T P i
1 | I .
i i i :

............ T |
| .
jotr N .

| I | |
Fig. 16Réponse indicielle d’un premier ordre canonique

A partir de cette &ponse, on peutéinir plusieurs notions sur legponses des syshes en gréral et des sysmes de
premier ordre en particulier. On note d’abord que le signal de sortie tend asymptotiquensamte valeur (idd, 5) sans
jamais l'atteindre mamatiquement. Cette convergence asymptotique est toujerifieg pour les mogles liraires qui
sont dits stables (cette prop# seraétudieeultérieuremernjt C’est pourquoi, dans l&ponse, on distingue deux phases :

— le régime transitoirgui correspona I'évolution du signal de sortie dans les premiers instants dptanse et qui dure
un tempg,. appelé temps deéponse

— Au del de ce temps, le signal passe egime permanent’esta dire que le signal de sortie reste erits€; et 105%
de sa valeur finalggp (correspondara I'asymptote).

Surcette courbgon constate que le temps dppnse corresporal’instant ai le signal attein6, 475, soitt,. = 1, 5s.
Par ailleurs, on peutéinir AY = yrp — y(0), la variation totale du signal de sortie iy = 0,5 — 0 = 0,5

puisque la condition initiale est nulle). Deéme, on peuté&finir AU, la variation du signal d’enge (iciAU =1-0=1
puisqu’il s’agit d'unéchelon unitaire). Il est facile (voir annek® de cemontrer que
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_ Ay
=2 =

On peut donc retrouver lgain statique du sysie Cette @finition reste valable pour tout sgshe, néme d’ordre plus
éleve. On note que dans le cagpent,K = 0, 5, ce qui signifie que(t) ~ 0, 5u(t) en gime permanent.

K G(0)

Néanmoins, certaines propi@s sont spcifiques aux systmes canoniques de premier ordre. Ainsi, un telesyst ne
comportant qu’une seuleonstante de tempsen peut la retrouveg l'instar du gain statique, sur l@ponse du sysine.
En effet, pour un tel sy&tne, il existe trois fagons simples de kEterminer :

— a partir dutemps de &ponsecart,. = 37.

— 7 correspond au temps que met le signal de sortie pour varigsdale AY .

— latangeanta la courbe au niveau du point intid; y(0)) coupe I'asymptote duegime permaneritt = 7.

La constante de temps traduit la rapidite la Eponse du sysme. Moindre elle est, plus rapide est cefieanse.

3.3.2 Reponse indicielle d'un systme canonique de deuxime ordre

Un syséme canonique de degéxne ordre a pouonction de transfert

K Kuw?

n

- p? 4 2mw,p + w2

G(p) = m 1 5
1+ 27}7 + 72}7

Wn, Wy
K est toujours legain statiquedu syseme. Il conserve la &me @finition. m est appe# coefficient d'amortissemest
wy, est appd pulsation propre non amortiBe ces deux paragtres @pend la forme de le&&ponse, en particulier de la
valeur dem.

On note); et s les racines du &ominateur d&(p). Pour simplifer , on consi&te K = 1 ce qui ne change riea
la forme des courbes. On distingue 5 cas :

om>1= A= —mw, +w,v/m?— 1sontgels et
y(t) = 1= (Age Mt — Njem29n!) /(\g — A\y)

La reponse est dite &piodiquec’esta dire sans oscillation.

o m=1 = onaun ble double\; = Ao = —mw et
yt) = 1 —e 9t —w, te”“nt

La reponse reste @piodique.

0 0<m<1 =\ 2=—mw, + jw,vV1—m?2 sont complexes et
yt) = 1— (e7™/\/1 —m?)sin(wyt + V)
avecsin ¥ = /1 —m2,cos¥ =m etw, = wnm.
La réponse est oscillatoire amortie avec une pulsatiorille est dite pseudoépiodique Les oscillations sont d’autant

plus marqées quen est moindre. C'est seulement lorsque< 0.707 que les oscillations sont vraiment apparentes ;
au ded, seul un @passement peétre perceptible.

o m=0 = A\ 2= tjw,.Laréponse est tout simplement sinidale de pulsatiow,,. Le syseme est un oscillateur.
o m < 0 = laréponse est oscillatoire non amortie et diverge. Ceci correspamdsystme instable (voir Partié).

Voici plusieurs eponses indicielles de ce syste canonique de dedmme ordre, correspondaafl = 1, pourw,, = 1 et
pour diverses valeurs de > 0 (figure17).
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Réponse indicielle

Amplitude

m=10

Temps (s)

Fig. 17 Reponse indicielle d’'un deugme ordre ordre canonique

Dans le cas du made dumoteura courant continuon a :

K 1 1
G(p) = avecry = —— ~ 0,5, . = —— ~ 0,01 et K ~ 0,5
(14 71p)(1 + 72p) 2 P2

ce qui signifie, puisque delwonstantes de temppparaissent, que Igdlessont Eels, c'es@a-direm > 1. La réponse
de ce modle est donée par la figurel8 ou I'on voit que, , étant nettement moindre queg, la dynamiquetlectrique
n'appardt presque pas sur l@ponse qui ressembdeune eéponse de premier ordre.

0.5
0.45

0.35

Fig. 18Reéponse indicielle du made complet du motelilectrique

3.3.3 Remarque sur les ples des sy&mes

De manere geréerale, quel que soit I'ordre du seshe, depdlescomplexes engendrent ungponse oscillatoireRlus la
partie imaginaire est grande devant la partie ieelle, plus les oscillations sont margees En revanche, desfes éels
n'engendrent pas de transitoire oscillant. Alors, que se passe-t-il lorsqu'il yolies pels et complexes dans leéme
mockle ? Il faut distinguer lesgdes dominants (partieeelle faiblement egative) correspondant aux dynamiques lentes
(la dynamique racanique dans le cas duoteu) des bles rapides (partiegelle fortement @gative) correspondant aux
dynamiques rapides (la dynamigglectrique dans le cas dooteu). Ce sont les ples dominants qui ont la plus grosse
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influence sur le regime transitoire.
Par ailleurs, le cas dedlesa partie elle positive sera traie ulerieurement dans le cadre destabilite des systmes.

3.3.4 Remarque sur les&ros

Il n’est traite dans cette partie que des gyses canoniques c’eatdire ne comportant pas déro. La presence de&ros
peut entriner des épassements inattendus danslaonse mais leur influence est beaucoup plus difficé@alyser que
celle degdles

3.3.5 Remarque sur les modles d’ordre eleve

Pourétudier la forme de laéponse d’'un systme d’ordre su@rieur, il peutttre astucieux de trouver un nigdd d’ordre 2

qui soit une bonne approximation de son comportement, par exempigigeant certaines dynamiques rapides (en ne
consicerant que lepbles dominanfs

Toutefois, la néthode grérale pour obtenir la forme de la sorti&) d’'un syséme ccrit par 8) est d’exprimerY (p) =
G(p)/p, de cecomposer cettgransfornée de Laplacen élements simples et d’essayer d’appliquér! sur chaque
element simple en utilisant le tableauCette @marche est&taillee en annexe afin de montrer, entre autres, I'influence
despdlessur la éponse.

Remarque 3 : Il est souvent plus facile deedomposepY (p) enélements simples et de rediviser Esultat parp avant
d'utiliser Z—1.

3.4 Les reponses fequentielles ou harmoniques

3.4.1 [Efinition

La réponse fequentielle (encore apg@a harmonique) est l&ponse enagime permanent (c’esi-dire pourt — o0)
a une ente sinustale. En effet, si I'on consite que tout signal d’eréie peuttre cecompoé en une somme (finie
ou infinie) de signaux sinusdaux de diverses équences, il est important de savoir comment unésgstéagita des
excitations selon la &guencef (ou la pulsationw : on rappelle que = 27 f).

La reponse dpend donc de la pulsatianaussi parle-t-on deeponse fequentielle. Elle est particéiement priee des
automaticiens comme on le verra par la suite.

3.4.2 Lien avec la fonction de transfert

Il faut avant tout savoir que lorsqu’un sgste de moéle linéaire est exct par une enée sinus@aleu(t) = U,, sin(wt),
il répond de telle sorte qu’eBgime permanent (c'est-dire apés un certain temps de transition), la sortie &strite par :

y(t) = A(w)U, sin(wt + ¢(w))

La réponse est donc sinusgale de néme fiequence maisa@phage par rappora I'entrée. Cette assertion estrdontée
dans I'annexd&s. Lamplitude de la sortie et soreghasage (couramment agpphase) @pendent tous deux de
On peut @montrer que le gain harmoniquéw) vérifie :

En outre, on peut aussi montrer que é&pbasagest tel que :

p(w) = Arg(G(jw))

Ainsi, si I'on connait lafonction de transfer(p) du syseme, on peut &duire le nombre complex@(jw) et disposer
des informations @&cessaires powtablir la Eponse harmonique (voir anne®g
Toutefois, I'information est plus exploitable lorsqu’elle estggnée sous forme graphique comme ci-dessous.
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3.4.3 Diagramme de Bode

Dans le diagramme de Bodel'information est pesenge en deux parties. Une preré courbe re@sente legain du
syseme en fonction de la pulsation. La seconde monto&fghasagen fonction de cette éme pulsation. Pour que ces
graphes puisseiétre construits efficacement, il faut toutefois satisfaire quelqegles :
— La pulsation est gradae enéchelle logarithmique.
— L'amplification n'est pas dorée directement mais on porte en ordearce qu’on appelle le gain edalbelssoit
T(w) = 20log(|G(jw)|), I' échelle restant alors lgaire.
— Le déphasage est graglen deges ou en radians en utilisant ueehelle lireaire
L'avantage d'un tel diagramme est que les courbes suivent des asymptotes. De ce fait, on peut tracer un diagramme
asymptotique de Bode qui aidda construction du diagrammesl.

a. Diagramme de Bode d’un moeéle canonique de premier ordre
Prenons par exemple le mld de premier ordre dmoteurélectrique:

G(p) = avec K =0,5 et 7=0,5

1+7p
Le diagramme de Bode de ce nabel est dona par la figurel9.

20log(K)=-6dB

45"

Fig. 19Diagramme de Bode du mét de premier ordre du moteaicourant continu

Il peut étre fastidieux de construire point par point un tel diagramme. Cependant, on peut avoieeide isa forme en
en kalisant un trag asymptotique. En effet, il s’agit de tracer d’ab@rflu) = 20log(|G(jw)|). Ainsi, pour des basses
frequences, on a une asymptote horizondele = 20log(K) ce qui est normal puisque les bassé&gjrences corres-
pondent au comportement statique. Pour les hautgsiénces, le systne tend vers une amplification nulledo endB).
Sans entrer dans la technique de construction des asymptotes, on montre que I'asymptote eédaenes $rdoit avoir
une pente de-20dB par cecade et couper I'horizontabew = 1/7. Par ailleurs, au niveau de cette€me pulsation,
la courbe éelle se situé —3dB au dessous des asymptotes ce qui signifie que lé dari’amplification a diminé de
moitié par rapport au comportement statique (signal de sortie deux fois gmengtique).

5Hendrik W. Bode : ingnieur anéricain dont les travaux essentiels remontent aueesn 940-1945.
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On cefinit la bande passantBun tel syseme par la gamme de pulsations (ou degfrences) pour lesquelles le gain
T se situe entrdy — 3 etTy, c'esta-dire l'intervalle de pulsation®; 1/7]. w. = 1/7 est appede pulsation de cassuve
de coupure

Pour ce qui est ddéphasageil est facile de voir qu’en statique, il est nul ('argument d’'un nomliel positif étant
nul) et pour de s hautes &quences7(jw) tend vers un nombre imaginaire pupartie imaginaire &gative donc son
argument est de-90°. Ceci permet de tracer deux asymptotes. On peut aussi montrer, pour aideealetcatte courbe
de phase, g&w = 1/7,0nap = —45°.

Ce tra@ est mieux justif en annexél.1.

b. Diagramme de Bode d’'un moele canonique de deuxime ordre

Pour un systme de second ordre, le teaest plus élicat et I'on ne pourra dans ce cours entrer dans &aild de
construction. On peut toutefois donner quelques exemples correspondant @le wembnique ave& = 1 etw,, =
1rad/s, pour differentes valeurs de > 0 : voir figure 20.

Diagramme de Bode d’'un deuxiéme ordre canonique

m=0.1

wn

Fig. 20Diagramme de Bode du métk canonique de deuxine ordre ordre en fonction de

On constate que pour des valeurs suffisamné@nées demn, le syseme ce comporte comme un filtre passe-bas assez
classique. En revanche pour des valeurs faibles:dé présente uneésonnanca la pulsationvg = w,v1 —2m?2 .
Moindre estm, plus forte est cetteesonnance. On peut la quantifier en calculant le coefficient de surtefsid&fini

par:

|G(0)] 2m/1 — m?

Le maximum du gain ené&tibels, correspondast la pulsation de&sonnanceg, est deT, + 20log(Q) avecTy =
20log(K). Dans le cas de la figu9, on a7 = 20log(K) = 0dB donc le maximum esi20log(Q®).

On peut remarquer que cettiespnnance n'appdtgas exactemerdt w,, sauf sim = 0. En effet, la pulsation propre
non amortiev,, correspond, comme son nom l'indigiela pulsation propre d’'un sy¥she qui n’est pas amorti donc pour
lequel le coefficient d’'amortissement est nul. Dans ce@aend vers l'infini.

Au niveau des asymptotes, on retrouve une asymptote horizérfgle: 20log( K') et une asymptote en hautegduences
coupant I'asymptote horizontale er, et de pente-40dB par cecade.

La bande passante du gyste se éfinit cette fois-ci par la gamme deefjuences ou de pulsations pour laquélie’) >
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Ty — 3.

Pour ce qui est de lphase elle évolue d'une asymptote horizontade0° en statique jusqa une autreéd —180° en
hautes fequences. Sh est assegle, elle peut suivre une autre asymptote horizori#al®0° autour dew,, et I'on peut
par ailleurs montrer qué(w,,) = —90°.

Remarque 4 : on peut péferer parler de fequence (mesuée en Herz (Hz)) pldt que d'utiliser la pulsation (mesuée
en radians par seconde (rad/s)). Le diagramme de Bode se construit ceni@ marére mais I'abscisse est graée en
Hz. On rappelle ques = 27 f.

c. Diagramme de Bode assogeia une chdne directe

Il arrive tres souvent que I'automaticien soit aréentracer le diagramme de Bode d’'udedne directeavec comme
connaissance palable, [donction de transfedes diferents blocs composant cette iedirecte. Un cas particeliement
courant est celuilla chane directe est compésgle deux blocs erésie comme au paragrapBeb. La fonction de transfert
de la chine directe est alors doaa par le produit

F(p) = G1(p)G2(p)

G1(p) peut par exemple correspondida fonction de transfert d'uregulateur(alors noée R(p)) et G»(p) a celle du
procece.

Si I'on suppose que les diagrammes de Bode agsaaes deux blocs sont facilement tragables, alors il est facile de voir
que la Eponse harmonique de toute la tieadirecte de mazle F(p) est la somme gpnétrique des deux diagrammes
respectivement ass@s aux bloc€x p) etGa(p).

En effet, concernant lgain en @cibelson a :

T = 20log|F(jw)| = 20l0g|G1(jw)G2(jw)| = 20(log|G; (jw)| + log|Ga(jw)| = Ty + 1>
Ainsi, les deux courbes de gain (asymptotiqueséamiles) doivenétre geonetriguement ajodes dans le plan de Bode.

De méme, pour ledéphasageil faut remarquer que I'argument du produit de deux nombres complexegaka la
somme des arguments des facteurs et il vient :

Arg(F(jw)) = Arg(G1(jw)Ga(jw)) = Arg(Gi1(jw)) + Arg(G2(jw))

Ceci montre que les deux courbes de phase (asymptotiquégkes) doivenégalemenétre gorétriguement ajo@es
dans le plan de Bode. Une illustration de ce q&igpde est fournie eAnnexe B

Remarque 5 : cette proprét est valable pour un nombre de blocs &ripura 2. Par congquent, elle pelitre efficace-
ment utili€e pour conntire la réponse harmonique d&(p) si I'expression d&7(p) est compligée. On peuécrire G(p)
comme le produit de plusieurs facteurs ayant ugiganse fequentielle simple puis tracer la somme de toutes les courbes
pour obtenir le diagramme de Bode final. Certainégles de construction de facteurs du premier ordre sont €esien
annexeH.1.

Il existe d'autres ref@sentations &quentielles qui sont psenées tés brevement ci-dessous.

3.4.4 Lieu de Black ou de Nichols

On repésente I'information que constitde(jw) de la fagon suivante : en abscisse on pgfte) et en ordonée on porte
A(w). On obtient une courbe par&tree parw (exemple sur la figurgl).
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b A(w)
T )
' -— ?S(w)
fl((.u‘])
w T

Fig. 21 Diagramme de Black d'un sysie quelconque

La construction d’un tel diagramme est fastidieada main. Soit I'on passe par tkagramme de Bodesoit I'on utilise
un ordinateur. Ce lieu permet déklopper des outils en Automatique. Il ne sera cependaritpdé dans ce cours.

3.4.5 Lieu de Nyquist

Le lieu de Nyquist est une autre magie de pesenter la @me information. Cette fois-ci, 'abscisse du&epest la partie
réelle deG(jw) et I'ordonrée est sa partie imaginaire (Voir figuzg).

JrGlw))

Fig. 22Lieu de Nyquist d’un sygime quelconque

Ce lieu est tis utile aux automaticiens poétablir les propétes des sysimes ou @velopper des outils d’analyse et de
commande. Dans la pratique quotidienne, on léfgne gréralement laliagramme de Bode

4 Stabilité des systmes lireaires continus

Dans cette partie, uneée assez superficielle de la stabilites sygmes lirgairesa temps continu est psengée.

SHarry Nyquist : ingnieur anéricain dont la publication principale datant de 1932 concerpéitiere de stabilé du méme nom.
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4.1 Definition générale et intuitive de la stabilité d’un état d’équilibre ou d’'un systeme

Un état dequilibred’'un syseéme est urgtatnon modifié lorsque le sysime est live a lui-méme (nientég ni perturba-
tion). On dit que le sysime est autonome

Par exemple, si I'on consigle lemoteura courant continet que I'on suppose que I'induit de ce dernier ne re¢oit aucune
tension, alors il ne tourne pas. On peut dire qu'il s’agit détiat dequilibre. En I'absence d’erite, la sortie révolue pas.

On s'interesse maintenast la stabilie d’'un état déquilibre Pour mieux comprendre ce concept, on pde par une
analogie necanique marialise sur la figur&3 ou 3 billes sont erequilibre.

Equilibre
A asymptotiquement stable
Equilibre instable Equilibre ssmplement stable
Fig. 23 stabilite desquilibres d’une bille

La bille 1 est enétat déquilibre mais cegquilibre est pecaire puisqul peine la pousse-t-on un peu, ellélsigne
irremédiablement de sa position&djuilibre. C’est pourquoi I'on dit qu'un tetquilibre est instableAu contraire, la
bille 2 est encaige dans un creux et une petite paese peut la@oger. Elle conservera sa position. On parle alors
d’'équilibre asymptotiquement stabkenfin, la bille 3 est dans une situation intéufaire. En effet, une petite poéssla
déplacera mais gme si sa position change, elle sera voisine de la position initiale et la bililgigreera pas I'infini.

En fait, la bille adopte une autre positioreduilibre. On dit alors que#&quilibre initial est simplement stable

Dans la commande des systes lirgaires, la stabilé asymptotique est une pro@t imperativea satisfaire. On peut
en donner la éfinition formelle suivante :

Un sysEme autonome(sansentrég est dans unétat d’équilibre asymptotiquement stable quandgcarté de cetétat
sous l'effet d’'une perturbation, il revient a cetétat (au bout d’'un temp&ventuellement infini, c'est d’ailleurs le cas
mathematiquement avec les sgates lirgaires).

Dans le cadre de la métisation lireaire, on peut montrer que lorsqu’un yse autonome eassymptotiquement stable
il na qu’un seulétat dequilibre On dit alors que c’est le sy&he lui-méme qui est asymptotiquement stable (ou stable
par concision).

4.2 Influence sur le comportement entee/sortie

Pour bien comprendre I'importance deskabilitt asymptotiquesur le comportement d’'un syshe, il faut se @rocupper

de ce qu'il advient lorsque le syshe est excit par un signal d’enée. En ealite, si le systme est asymptotiquement
stable, cela signifie que pour toute @gtboree (c'esta-dire ne tendant pas vers l'infini), la sortie est elleme borée
(elle ne diverge pas). Au contraire, si le sk esinstable le moindre petit signal d’eréie peut entiiaer une sortie
divergeant vers l'infini ce qui en pratique peut causer des dommageésefgmtnais aussi humains (On peut se convaincre
de ceci en consultant I'annekeapes avoir lu I'inigrali€ de cette partie sur la stab@jt On considre, pour simplifier,
que lastabilitt simpleest un stade interediaire entre la stabiBtasymptotique et I'instabit

Compte tenu de cette remarque, il gavident que la &curié a bord d’un ¥hicule implique I'implantation déois
de commandeendant les divers sy&mnes stables.
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Il existe plusieurs créres pour attester ou non de la stabilitun syseéme lireaire. Il est inutile de les voir tous mais
certains sont f@sengs dans ce qui suit.

4.3 Critére des racines

Un mockle lingaire esasymptotiquement stabst et seulemergespdlessont tousa partie réelle strictement regative
On rappelle que lesgtes sont les racines dédominateur de lfonction de transfertUn seul ple ayant une partieeelle
positive conduit iremédiablement des pienonenes d'instabili.

Il a déjaéte vu que lepdlespeuvent avoir une influence sur le temps éanse et sur les oscillations. On voit ici qu'ils
revétent une importance encore plus grande.

On peut ésumer tout ceci en faisant apgémades marges de stabdlitlans le plan de Laplaceé don peut localiser les
racines deD(p) (figure24). Sil'on suppose que tous ledlps sont sités dans la zone colee, alors on peutéinir o, une
marge de stabil@ absolugui traduit la rapidié du systme. De rBme, on peut montrer quedeefficient d’amortissement
d’un syseéme esin = sin(1)) ou ¢ estI'angle indigeé sur la figure4. Siv diminue, alorsn diminue jusqua 'instabilite
c’esta-direm < 0 (réeponse indiciell@vec oscillations d’amplitude croissante).

Im(p)
A

S

Fig. 24 stabilite dans le plan de Laplace

L'influence des ples est étaillee dans le paragrapRkedes annexes.

4.4 Critere du revers pour la stabilite d’un syseme boucé

Il existe un criere établi sur la base de l&ponse fequentielle des sy&nes. Il est appélcritere du revers. Histori-
quement, il futtnon& dans leplan de Nyquistll découle d’'une forme plus congike dite “criere de Nyquist” et esi
I'origine de nombre de @&veloppements en Automatique.&tint pas toujous facilement exploitable pour un nonéniti
une interpetation simplifee en est @senée dans I@lan de Bode

A Attention! Ce crire aété établi pour attester ou non de la staiilid’'un syseme boucé par un retour
unitaire simple. Cependant il s’applique en regardantéponse, dans lglan de Bodedu syseéme en boucle ouvertg
c’esta-dire, puisque leetour est unitaire, dela chaine directe A

Crit ere du revers : un syséme boud unitairement est stable quand, sur le diagramme de Bode correspoadant
boucle ouvertea la pulsation pour laquelle on a un gaifi = 0dB, la courbe correspondant aléghasage est encore
au-dessus de 180° ou quand, eciproquemeng pulsation pour laquelle le&phasage atteint 180°, le gain en &cibels
est teja inférieura 0dB.

Ce critre expring ainsi atteste de mae bookenne de la stabiét On peut toutefois quantifier de facon pluggise la
stabilitte en &finissant les marges de stal@ld’'un syséme. En effet, on appelle marge de phaseee®,,,) 'oppos du
déphasagaé la pulsationu, pour laquellel’(w,) = 0dB. Cette néme pulsatiorw, est appete pulsation critique

De la néme margére, on @finit G,,, la marge de gaircomme I'oppoé du gainl'(w, ), appeé gain critiquedli w,, désigne
la pulsatior& laquelle le éphasage est del80°.

Ces marges sont regsenées sur la figur@5 dans le cas d’un sy&ine stable.
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Il estévident que ces marges doivéitite positives pour que le sgshe soit stable. Elles donnent un degde la stabili
du syseéme boud. Plus elles sorile\ees, plus le systne bou@ est stable. Un sy&ine boud en limite de stabilé est
un syseme pour lequel, sur le diagramme de Bode de langhdirecte ®,,, = G,,, = 0 etwy = w,. Par ailleurs, il peut
arriver que les marges ne puisséfie cfinies si les horizontal€s = 0dB et¢ = —180° ne sont pas co@es par le
diagramme. Les marges sont alors coagds comme infinies.

A Attention ! La plus grosse erreur de raisonnement serait de trackadeamme de Boddéu syséme en boucle

fermée pour en dduire ses marges de staldlitl faut tracer la @ponse de la boucle ouverte pour conclure qaalat

stabilitt de la boucle ferge. A

Marges de stabilité

50

-50

-100

-150

-250

-300 " n ,
107 10 10 10

Fig. 25Marges de stabikit d’'un moele stable quelconque

5 Reéglage des sysimes bouats

Dans cette derpre partie, les probmes de commande sont abesd®me si ce cours se contenteré&wbquer une
technique sans I'approfondir.

5.1 Principe de la commande par retour unitaire

On se contente d’envisager des commandes du type de cedimatie sur la figur6 ot un regulateurde fonction de
transfertR(p) est plaé devant le sysime de fonction de transfeft(p). La sortie est rebougk unitairement sur I'eriée
du régulateur et I'on distingue I'eréie du systme en boucle fer&ey., appeée consigneou réféerencede I'entiee du
syséme en boucle ouverte , dite commandegéréréee par le egulateura partir de I'erreurk entre la consigng.. et la
sortie du systmey. Tout I'art de la commande consiskeconcevoir uné&gulateura partir du modle du systme en
boucle ouverte, qui puisse c@mnér au systme en boucle ferée des propétes satisfaisantes parmi lesquellestabilite,

la rapidig, la presence plus ou moins makegidoscillations la précision le rejet depertubation.

Ye(p) e(p) U(p)

R(P) cp |0

>

Fig. 26 Sctema classique d’unégulation avec retour unitaire
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5.2 Regulation proportionnelle

On commence par conditer lerégulateute plus simplea savoir le égulateur dit proportionnelR(p) = A. On dit que
ce regulateur est statique car il négknd pas dg.

5.2.1 Influence deA sur la stabilité

On remarque d’abord que gi = 1, ceci revienta une absence dégulateur. Pour comprendre l'influence desur

la stabilitt du syséme boud, on peut seéférer au criére du revers et plus gcissment, voir ce que deviennent les
marges de stabibt céfinies dans Bode. Pour attester de la sta@bilit systme boud, il convient, comme on l'a vu
de tracer lediagramme de Bodee lachédne directe & savoir AG(p). Ainsi, si I'on regarde la figure@5, on com-
prend que sid augmente, le lieu dalephasagan’est pas modié; en revanche, la courbe dgin remonte puisque
T = 20log(JAG(jw)|) = 20log(|G(jw)|) + 20log(A), ce qui a pour effet deaplacer lapulsation critiquew, vers
la droite, b au le dephasage sé&duit. Ainsi, lamarge de phasdiminue et peut l@me s’'annuler (pour certains systes)
et changer de signe. Dlol'on conclut que I'augmentation du gain proportionnklest pgjudiciablea la stabilieé du
syséme boud@. Ceci est vrai pour la plupart des sysies.

5.2.2 Influence deA sur la rapidit &

Pour comprendre l'influence dé sur larapidite, on peut raisonner sur un premier ordre comme le &®dimplifé du
moteura courant contingpour lequel on a unfonction de transferde la forme @ peut inclure le gain duegulateuret le
gain statiquelu syséme) :

0,54
AG(p) = — 24
P) =17 0, 5p
La formule de Blackconduita lafonction de transferen boucle ferrae (apes mise souforme canoniqu:
0,54
0,5A+1
H(p) = 0,5
14—
TosArl

Si A augmente, on constate quegain statiqueen boucle ferrae (4/(A + 1)) a tendance se rapprocher dg ce qui

est bien et leconstante de tempsn boucle ferrae (,5/(A + 1)) diminue. On comprend donc qué peut permettre
d'accelérer le sysme. C’est un effet classique du gain proportionnel. On dit qu’il assure une certaine midgistme

(rapidite). Pour illustrer ces propos, la figu?& montre laréponse indiciellelu modkle bouck pourd = 2, A = 4 et

A =20.

Réponses indicielles pour diverses valeurs de A

Ye

A=20

06 Ald B

Amplitude

Temps (s)
Fig. 27Reponses du moteur boéghourA = 2, A = 4 et A = 20
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Type deG(p) —
Y.(p) 0 1 |2 Nom de l'erreur
1
> 1T AK 0 0 | ¢, : erreur statique ou de position
b b 0 . erreur de vitesse
p2 [e¢) K €y -

TAB. 2 — PEcision des sysmes

5.2.3 Influence deA sur la précision

Dans ce paragraphe, on revient sur la notion decipion de mardre plus explicite. On dit qu’'un syshe est [#cis

lorsqu’enrégime permanenta sortie eségalea laconsigngce qui revient obtenir un gain statique dé. La précision
se mesure en regardangiieure :

Jim (6) = tim pe(p) = (240 ©)

On constate avec cette formule que lagision épend de trois choses :

— laconsigne
— lafonction de transferlu sysemeG (p).
— le gainA dont on veut apgcier I'influence.

L'on distinguera deux types d’eiie, lesechelons,(p) = E/p et les rampe¥.(p) = b/p?.
L'on distinguera aussi les syshes (en boucle ouverte) selon leur type . Le type (ou la classe .) d'émsysst le nombre

a d'intégrateurs (umtégrateurest moélise parl/p) que comprend sa fonction de transfert. Ainsi, lesé&ysts de type
a = 0,1 ou2 peuvent £crire :

14+aip+ ...

a=0: Glp) = KX ——m—
(p) T+bip+..

K 1+ap+..

a=1: Glp) = —X ——m—
() p 1+bip+ ...

K 1+ap+..

=2: Glp) = X —m—
@ (p> p2 1+b1p+...

Compte tenu de la formul@®), on peut facilement&tuire le tablea@ ou I'on s’apercoit que le gairl est propicea une
amelioration de la pecision. On s’aperco#igalement que la psence d'iriégrateurs dans lehdne directegpeut conduire
a obtenir la pecision souhadte ce qui conduit souveatdire qu“un inegrateur correspor@un gain infini”. Du reste, la
figure 27 montre qu’une valeur infinie d& impliqueraite, = 0.

En résung, pour pétendre avoir une bonnegmision, on peut augmentdrmais il y a un risque d'instabift De néme,
on peut introduire un ilggrateur dans leegulateur pour augmenter le type delaine directemais tout inégrateur ajoute

undéphasagde—90° ce qui peut conduira une trop forte diminution de laarge de phasd existe donc urtompromis
entre la précision , la stabili€ et la rapidité.
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5.2.4 Influence deA et des inggrateurs sur une erreur duea une perturbation

Il est possible que I'erreur soit déeun signal d@erturbation agissant sur le sy&sine. Cette perturbation peut appae
n'importe ai dans lachdne directe Dans le cas gréral, on peut supposer qu’elle agitin endroit tel que lonction de
transfertde la chéne directe peuétre consi@ree comme le produit de deux facteurs, I'un correspondant au transfert en
amont de la perturbation, I'autre correspondant au transfert en aval. Ceci@&siadigh sur la figure28.

AG () AG (p)

Fig. 28 sctema prenant en compte une perturbation

Il peut étre monteé que pouré&duire ou annuler I'effet dé sure enrégime permanenil convient d’agir en jouant sud;
ou sur le type dé&7 (p), c’esta-dire d’agir en amont de la perturbation. Toute action en aval est inefficace. Voir I'exemple
propo£ dans I'annexé.

Remarque 6 : Ces commentaires sur le rejet de perturbation sont valides pour des perturbatiécheon, en rampe, ...
ou toute perturbation en/p?. lIs sont caduques pour certaines perturbations plus compéguentre autres pour des
perturbations en sinus (i@grer un sinus grére un cosinus). Laégulation récessite donc parfois des solutions plus
sophistig@es qui sortent largement du cadre de ce cours.

5.3 Regulateur PID

On vient de voir qu’une simpleégulation proportionnelle pouvait permettre d'@écer un sysime. Toutefois, elle peut
aussi @rérer des pbnonenes dinstabilite. Par ailleurs, lgprécisionpeutétre obtenua I'aide d’'une commande compor-
tant un inégrateur maisd encore, le risque d’une telle commande est l'insté&hdii systme boud@. On peuggalement
envisager urréegulateurcomportant une action iagrale et une action proportionelle (on parle dgulateur PI) . Le
risque d’instabilié est double mais sur certains €yses (notamment les sgstes de premier ordre), cette solution est
envisageable. Il reste \érifier, avec une telle commande, que les marges de stadiliit suffisantes (on regardera plus
spontagment lamarge de pha3ell existe en particulier une technique de calcul degutateurs Pl dite “par compen-
sation de ple” qui consisted compenser updle de lachdne directepar unzéro du régulateur Cette technique sera
eventuellemenétudée en Travaux Dirigs et est fournie eannexe CDe manere grérale, il faut \erifier que ledia-
gramme de Bodede la chane directe, comprenant légulateur Pl, conserve une bonne marge de phase (ce qui revient
pour des systmes d’'ordre strictement séipeura 1, a conserver un boamortissement

Ce n’est pas toujours le cas. C’est pourquoi il convient souvent d'introduire uretrasierme dans la commande qui a
pour but de compenser les effets @sitables du gain proportionnel et de légrateur. Il permet de ramener de la phase
la ai elle peutétre utile c’esta-dire dans la gamme deefjuencesw'on mesure la marge de phase. Ce tkmise effet
est un effet drivé. Il conduita la conception d’'umégulateur PID (Proportionnel Inkégral Derive) dont la description
temporelle corresponaI'équation suivante :

ult) =k ( () + + /0 (oo + md;(f) >

Ti

et al I'on voit clairement appatte les trois effets. Léonction de transferd’un tel regulateur est :

k
= =k+ — + kmap (20)
e(p) Tip

L'expression ci-dessus est appelforme paradiledu regulateur PID et sert notammentimplantation physique d’un tel
régulateur. Ené&duisantR(p) au neme é&nominateur, on constate que égulateur est digpe 1. On peut aussi exprimer
la fonction de transfert d’un PID sous une forme diéeies:
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1+ Typ 11
7)1+ Tap) an
L'on retrouve, en é@veloppant cette expression, les trois termes : proportionnegraitet @rive. Cette forme est parti-
culierement utile pour construire tkagramme de Bodéu régulateur donc pour la conception de la loi de commande. Ce
diagramme est dornsur la figure29.

R(p) = A(1+

Diagramme de Bode d'un régulateur PID

=20db/dec

20db/dec

20logA

90°

45°

100 2 0 2 3
10 107" 10 10' 10 10

Fig. 29Diagramme de Bode possible d’uegulateur PID

Sur cette figure, on remarque que I'on a un comportement de type grand gain en statique (bassasds) ce qui est
propicea la précisiondu syseéme. Cette propgie, comme on I'a vu, est due aux effets proportionnel egrdl. Par
ailleurs, le terme @rivé (que I'on regre ici en hautes &quences) a pour effet d'augmenteplasgau sens algbrique).
Encore faut-il que cet apport de phase intervienne dans la gamme de pulsati@amswa mesurer lanarge de phas&n
congquence, il convient de choisir avec discernement les valeurs et T; sachant que ce diagramme viendra s’ajouter
géoretriquement dans le plan de Bodecelui du systme en boucle ouverte modifiant ainsi le transfert de laneha
directe. Gréralement, on recherche une marge de phase de I'ordié°da 50°. En effet, en raison des incertitudes
qui peuvengtre lieesa la connaissance du m&lé qui ne traduit qu’approximativement le comportement duesyst il
serait tes dangereux de vouloir laisser une faible marge. La moinéermaisance d'un paratne dans le mazle ou

sa moindre variation pourrait conduigel’instabilite. Le terme de marge prend ici tout son sens. En outre, il faut noter
que cette marge classique que I'on cherahatteindre correspond, sur un gyee de deuxime ordrea uncoefficient
d’'amortissementn d’environ0.7 permettant uneéponse rapide en autorisant @gér dpassement.

Les techniques de calcul des coefficients deguiateur PID sont nombreuses ependent des performances esc@apt
Cependant, il n'existe pas de paeaadans ce domaine. On s’attacheraddlat cecrire, lors des Travaux Dirég, des
méthodes s’appuyant sur le modelage du diagramme de Bode deiihe chieecte (comme il vient étre en partie ex-
pliquée et en utilisant les prog@tesénon&es dans la partie.4.3. Une technique b&g sur la compensation délp est
par ailleurs propd= enannexe D’autres techniques, telles lesthodes de Ziegler-Nichols gsenkes dans I'annexs,
s'affranchissent du diagramme de Bodé@aNmoins, le concepteur d'un PID doit gardeggamtsa I'esprit les trois effets
de ce égulateur :

— effet proportionnel :

+ assure laaideurdu syséme.

— risque d’entréner desoscillationsvoire I'instabilité.
— effetintegral :

+ assure lgrécision(e, = 0).

— entrdne un ralentissement dransitoireet peut @rérer deoscillationsallant jusqua I'instabilite.
— effet cerivée :
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+ anticipe la eaction du sygtme car utilise la variation dedifreur Ceciévite desscillationset a un effettabilisateur
En fait, cet effet ajoute de I'amortissement en augmentamdage de phasee qui permet d’'acciitre le gain
proportionnel.

— ne peuttre utili seul car grere des accoups dans la commande. |l accentue la sollicitation des actionneurs et peut
répercuter I'effet deperturbationsle hautes fquences, en particulier celles apparaissant sur la mesure des sorties.
A ce propos, il faut noter qu’en pratique, orefare implanter un effet&tive filtré plubt qu’une rivée pure (voir
annexel).

Une fois une prendgire syntiese d'un PID effectie, il convient d'affiner leséglages en consédant ces faits. On peut
trouver des &gulateurs P, PD, PI, etame PID avec des sophistications diverses. Il exdglement d’autres types de
régulateurgjui ne sont pas envisag ici mais qui peuvergtre tout aussi efficaces. Le PID reste le plagbre, le plus
couramment utilig, et il ©sout une bonne part des prémes dasservissememt derégulationrencontés dans l'industrie,
ceci de marere assez satisfaisante.

6 Conclusion

Ce cours s’est voulu assez simple et Iéseloppements maématiques onét évités autant que possible. Quelques uns
sont propoés en annexe. Il donne une vue de ce que peet’ Automatique mais toute personne aenexercer des ac-

tivités d’automaticien est indea consolider ses connaissances. Les occasions d'appliquer les concepts de I'Automatique
pour antliorer les performances, le confort ou &ari€ d’un \ehicule sont nombreuses. On peut citer les applications les
plus connues : la suspension active, I'inject@actronique (notamment pouduire la pollution), la direction assés,

I'’ABS, les tentatives de concevoir deshicules auto-pilds, ...
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ANNEXES

Dans ces annexes figurent quelques remarques, justifications, calculs et aktigi®ms qui ne sont pas abéslen
cours mais qui peuvent aideétudiant curiewa approfondir ses connaissances et sa céhgrsion de I’Automatique.
Certains paragraphes ogie volontairement dissogs du cours, soit en raison du faible volume horaire, soit parce qu'ils
abordent des notiongdordant un peu du cadre habituel de I'enseignement en Automatique.

A Point de fonctionnement et caracéristique statique

La plupart du temps, lorsque I'aecrit leséquations algbriques ou diférentielles correspondant aux lois physiques qui
régissent le comportement du $ste, elles ne sont pas &aires en les grandeurs qui nousnessent et leurétivées
successives. Ainsi une grandeur physigypeut cependre d’une autre grandeur physigigelon une lok = f(x) ou f(.)

n'est pas liaire enc. La technique habituelle consiste al@rsonsi@rer uniquement de petites variations autour d'une
valeur dex eta chercher un mase linéaire valable uniguement dans cette plage de variations. Le point de fonctionnement
est noé (z; z). « doit doncétre proche de etz proche dez. Si c’est le cas, on&bigne les variations deet z autour du

point de fonctionnement par :

br=x—% ; 0z=2z—2

et un ceveloppement de Taylor au premier ordrefdeutour dex permet décrire :

daf

T |p=z

0z ~ kéx aveck =

Ceci montre quéz suit approximativement une loi iaire par rappoé dz et donc ce genre d’hypatlse permet d’obtenir
un mockle linaire autour d’'un point de fonctionnement, ratedvalable pour de petites variations autour de ce point. Les
grandeurs physiques en jeu sont damriori x etdy. Néanmoins, on a :

2~z —kx + 2z

et commez — kZ est constant; suit une loi affine par rappoéx autour dez. Ainsi, on peut raisonner soir enet z, soit
endx etdz indifferemment ds I'instant @ I'on ne séloigne pas du point de fonctionnement.

Un exemple connu en Electronique se rencontre dé@tsde du transistax effet de champ (voir cours d’Electronique).
L'intensité du courant Drain-Sourdg, s, lorsque la tension Drain-Sourég,s est constante, s’exprime en fonction de la
tension Grille-Sourc& s selon une loi parabolique :

Vas 2
IDS:IDss(l—V )
GSoff

ol Vasoyy, latension de blocage, &b sg, I'intensité du courant Drain-Source de saturation, sont des geragconstants
du transistor (Cette relation est valide pdss > Vs — Vasosr). Lacourbelpg = f(Vag) peutétre traée ou néme
obtenue exprimentalement. On I'appelle caradstique de transfert statique ou simplement cérastique statiqueElle
est donge par la figur&0.
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Fig. 30caraceristique statiquéps = f(Vas) pourVpg constante

On constate sur cette figure que si I'on cogselun point de fonctionneme(Wsso; Ipso) appeé point de polarisation
en Electronique, alors des petites variatiopsautour deVz s entrdneront de petites variatiorig, autour delp g telles
que:

Z'ds = ngUgs

ol g.,0, appeé transconductance, est le coefficient directeur de la tangdfaec de parabole au point de polarisation.
Cette transconductance s’exprime ainsi :

I = dlps __ 2Ipss <1_ Vaso >
" dVes VGSory Vasofs

Vas=Vaso

Ceci revienta utiliser le éeveloppement de Taylor au premier ordre.
Or, en Electronique, la tension Grille-Source estéslitt de la forme

UGS(t) = Vgso + Ugs(t)

ol vy, (t) est une excitation sinugtale de faible amplitude. Le courant Drain-Source est alors d'in&ensit

Z.DS(ﬁ) = IDSO + st(t) aveCids(t) = ngUgs(t)

Les signaux continus n’'interviennent que pour polariser le transistor. Les signauxvpfilesiq; sont les petites varia-
tions sinusédales autour du point de fonctionnement. L'approximatid@spnée permet de congider que 4, est lintaire
par rapporivgs.

Cette notion de caragtistique statique estés importante en Automatique. On peut en donner un autre exemple en
supposant que Imoteura courant continu @&a étudé dans la parti est en plus soumia deux non-lieariés. D’'une

part, de trop fortes valeurs de la tension d’indufont saturer la vitesse angulaige= (2 ; d’autre part, le moteur est sujet

a des frottements secs dans sa liaison avec la charge qui font guésraible valeur de n’entraine aucune rotation. La
caracéristique statiqu&” = f(U) est obtenue en tragant la courbeYdgvaleur en &gime permanent dg en fonction

des diférentes valeurs continuésdew (voir figure 31).
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Fig. 31 Caraceristique statique du moteur

Sur cette courbe, on reconnait &isent les deux palliers de saturation et la zone magte diux frottements secs. On
s’apercoit gu'il existe deux zonegsigrees paZ L1 et Z L2 pour lesquelleg varie de fagon affine en fonction de Par
abus de language, I'’Automaticien parle de variatiogdine. Dans I'une ou l'autre de ces deux zones, on péfirtidun
point de fonctionnemer(tly; Y,). dy, la variation dey autour deYy, suit alors une loi &ritablement ligaire endu, la
variation deu autour del/y. Que I'on consiéredu et dy ouwu ety, on peut chercher un métk lingaire @s lors que les
signauxu ety restent dans la zone “lgaire” choisie £ L1 ou Z L2).

L’ établissement d’une carécistique statique et d'un point de fonctionnement (ou d’'une zonédlne”) est souvent
uneétape peliminairea I'obtention d’'un moéle. On parle de ligarisation ou d’approximation lgaire.
B Principe de superposition

On déja vu au paragraphk5, qu'une des caragtistiques des sysines dits ligaires est que I'on peut leur appliquer le
principe de superpositioesung par la figure9. Ce principe est ici justié.

Les modatles lircaires sont des metks d’entee/sortie. S est I'entée ety la sortie, ces magles sont degquations
différentielles de la forme (cf. part® en particulier paragrapti4) :

n dl m d]u
;ai dti Z S

ou lesa; etb; sont des coefficients constants. Si I'on suppose qu’un chpde u entrdne une solutiory; eny et qu’un
choixus entrdne une solutionys, il est facile de rifier que pour un choix = aju; + asus, il vient :

m

" du dj arug + agus) _ dIus _
Sob 2t sz_ 12@ b MQZ@ s _

S diy d'(cnyr + a2y2)
i=1

=1

ce qui signifie que la solution est la sortie= a1 y1 + asys.

C A propos de la transformée de Laplace

C.1 Quelques transfornees

Cette partie propose de justifier quelques lignes du taldleanncernant laransfornée de LaplaceZ. De méme que le
paragrapheC.2, elle pésente un caraete quelque peu matmatique aussi&tudiant peu encli@ I'abstraction peut se
dispenser de lestudier sans pour autant perdre Eelgerérale de ce cours.
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e Fonction de Heavisidef (t) = I'(t)

La forme d’une telle fonction est doéa par la figurd5. On a en faitf (¢) = 1V¢ > 0 donc on peut &duire :

F(p) = 2(T(t)) = /OOO e PTdr = [ e ]:O s

On note ici que la convergence de l&grale n'est en&alitt assuee que siv = Re(p) > 0, sinon la borne infinie n'a
pas de limite. Cette valeur limite est appelabscisse de sommaldldefinissant un domaine de sommakilitans le plan
de Laplace. On peut se poser la question de savoir ce que cette suppositionanipatamaticien. Les maématiques
viennenta nouveala son secours. En effet, laébrie de la variable complexe et en particulier ledme d’extension
analytique (voir cours de mamatiques) permet d’'affirmer que dsultat reste valable pour toute valeurid&eule la
valeurp = 0 pose prol®me puisqu’en effetf’(p) n'est clairement pas&inie pour cette valeual

e Retard pur di.e.g(t) = f(t —0)

Ona:

2
=
I
R
S
=
I

/ e PT=0qr = efep/ e Pldr &
0 0

G(p) = e "PF(p)
e Impulsion de dirac f(t) = dt

Limpulsion de Diracé(t) est difficile a repésenter. On @(t) = 0Vt # 0 et 4(0) prend une valeur infinie telle que
[75_6(r)dr = 1. Telle est la éfinition d’'une telle impulsion qui est donc l&dvée de la fonction de Heaviside. Elle

péutétre approximativement reggenge sur la figur&2.

A/

1At

Fig. 32impulsion de Dirac

En réalite, une vraie impulsion de Dirac est telle ghetend ver9).
Pour calculer la transforee de Laplace de cette impulsion, il faudrait en toute rigueur utiliseelarign des distributions
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card(t) n'est pas une fonction mais une distribution. Cependant, on propose ici un calcul un peu moins rigoureux qui
s’appuie sur un raisonnement aux limites. On a :

Po) = 260) = Jim [ (e ) = m (& (=)

At—0 Jq At—0 p

Or, un ceveloppement limé dee?? autour det = 0 (ce qui correspond biemAt — 0), cecia I'ordre 1, conduita écrire :
e PAt = 1 - pAl =

. 1—(1—pAt . 1
Fp) = Jim (4 (205220 ) ) = jim CAre

F(p) =1
On peut toutefois proposer unémonstration alternative. En remarquant que I'impulsion de Dirac peut s’esprimer :

6(t) = Jim ( H(T() - T(t-At) )

Compte tenu dessultats relatifa 2 (T'(t)) et Z(f(t — 09)), il vient :

F(p) = Z(0(t) = Alirgoé( - e*ﬁtp )

Or, en introduisant le&veloppement limé deja utilisé ci-desuson ceéduit :
T S AR R Y\ )
Fp) = Alilllo At ( p <
F(p) =1

e Fonction f(t) = e~

Il vient :

Ici, I' abscisse de sommabdiest—c.
o fonction f(t) = sin(wt)

On peutécrire f(t) = sin(wt) de la fagon suivante :
ejwt _ e—jut
t =
o 7

A partir de cette autrécriture, il est plus facile de calculé&t(p) :

W — 2 o 00 (jw—p)T _ o= (jwtp)T
F(p) = f(t :/ _— ede:/ - dr =
0 2j 0 2j
1 (jw—p)T —Guwtp)r ] 1 1 1
Z[ ejw—p < pHjw }0 B Z( p—jw  ptiw ) =
w
F = —
(p) PR

Une fois de plus, I'existence de cette transféansi I'on se &ferea ce calcul, condui restreindre le plan de Laplaae
a > 0. L'abscisse de sommabdiest donc nulle.
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C.2 Remarques sur la transforneée de Laplace inverse

On a vu qu’on pouvait souvent retrouver un signal temporel caugalrtir d’'une fonction ep gracea une utilisation
judicieuse du tableaii Cependant, compte tenu du préipie e au domaine deommabilig, on peut se poser la question
de savoir ce qu'il advient si legsultats du tablealisont obtenus en restreignant le domaine de Laplace. Par exemple, en
affirmant
—1 1 t

L (g ) =
(voir paragraphei-dessujl on peut se demander ce qu'eiigla restrictiorp # —a. La réponse n’est pas simple mais
elle reside dans I'expression métatique deZ—! donrée par I'ineégrale suivante :

o1 ap+joo
Fp) 22 fit) = F(g)etdq

27Tj ap—joo

ol «y, I'abscisse de sommabgit est suprieure aux partie€elles de toutes les valeursglgui rendentF’(p) non cfinie.
Pour I'exemple dong, og > —a. Une fois de plus, la #orie de la variable complexe et en particulier |édi@me
des Esidus (non étaillé ici) permet de conclure que I'on peut, ma@grette hypotbse restrictive sur le domaine de
sommabilie, calculer#~!. En d’autres termes, &me si cela est difficilé demontrer, le fait queF’(p) ne soit pas
définie en—a n'empéche pas d'utiliser le tabledl L'Automaticien n’a donc paa se peoccuper de ces consictions
mathematiques lorsqu'il utilise ce tableau.

D Deémonstration de la formule de Black

Laformule de Blaclest en &alite tres simpled demontrer. On s'iriresse ici au cas du retour non unitaire (voir figldpe
Il vient :

Y(p) = Gi(p)e(p) = Gi(p)(Ye(p) —Y(p)) = G1(p)(Ye(p) — G2(p)e(p)) <

Y (p)(1+ Gi(p)Ga(p)) = Gi(p)Ye(p) <

Yp) _ Gi(p)
Y.(p) 14 Gi(p)Ga(p)

Le cas du retour unitaire s&duit de ce qui fczde en prenarts(p) = 1.

H(p) =

E Expression du gain statique

Au paragraph®.3.1 il est affirmé que legain statiquek” d’'unefonction de transfertz(p) est :
K = G(0)

ce qui sous-entend que= 0 revienta consi@rer le comportement statique c’'éstlire en egime permanent. Ceci peut
etre ai€ment mont en utilisant le thoreme de la valeur finale (voir progtes de laransformation de Laplage

En effet, on a vu que le gain statig&correspondait au rapport constant entre I'eattonstanté/, (ce qui revient dire
que I'entéew(t) est de la formeé&chelonu(t) = UpI'(t)) et la sortie en&gime permanerit,,, également constante si le
mockle estasymptotiquement stablBonc, on a :

Y

Le theoeme de la valeur finale condudi&crire :
lim y(¢t) = lim pY(p) = lim G(p)Uy
p—0 p—0

t—o0

Donc, il vient bien :
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Yoo )
K =7, = inG)

Pour un systme asymptotiquement stab{&(p) est calculable efi doncK = G(0).

A Attention! On vient de voir que pour un sgshe asymptotiquement stable, le gain statiqueest G(0).

Cependant, pour un sgsheinstable il se peut que I'on puisse aussi calcufef0). Ceci ne signifie pas qué(0) est le
gain statique. En effet, soit le sgshe de fonction de transfert :

1
(p—1(p—2)
Ce syséme est clairement instable selorctéere des racingsuisque ses dewpdles p; = 1 etpy = 2 sont €els positifs.

Sa éponse indicielle est franchement divergeante. Pou@éit = 1/2. A

G(p) =

F Influence des les sur la reponse d’'un systme

Le but de cette partie est d’analyser plus éteds I'influence depdles(voire deszéro9 du syséme sur la&ponse de ce
dernier. Letude est faite surtout sur laponse impulsionnellegfinie au paragraph&2

On rappelle que la formeégérale de Idonction de transfer’'un syseme lirtaire est :

N(p)  bmp™ + ... + bip + bo
D(p) Anp™ + ... + a1p + ag

G(p) =

et que la éponse impulsionnelle correspondante estdasforngée de Laplacénverse.Z~! de cette transmittance. On
a vu au paragraph€.2 qu'il était difficile d'utiliser I'expression deZ—! mais qu'il valait mieux, comme indiguau
paragraphe3.3.5 decomposelG(p) (dans le cas de leéponse impulsionnelle) oG(p)/p (dans le cas de l&&ponse
indicielle) et appliquer ensuite sur chacglement simple lesasultats connus et fournis par le tabldau

Par ailleurs, compte tenu de laféhition despdleset deszérosd’un syseéme, on peuécrireG(p) ainsi :

(p—21)(p— 2m)
(p—p1)--(p = pn)

ou K est legain statiquez, 29, ..., 2,, SOnt les 2ros ey, po,..., p, sont les Ples. Il faut alors distinguer deux cas :

Glp) = K

— le cas @ les ples sont tous distincts qui sera téaite margre gerérale.
— le cas @ certains ples sont multiples qui fera I'objet d’un exemglegart.

Remarque 7 : Comme les &ponses sorétudées gacea la fonction de transfert, ceci sous-entend que les conditions
initiales sont suppd=es nulles.

F.1 Poles distincts

Dans le cas o lafonction de transferéststrictement propreon peut @composer7(p) en éléments simples etétrire
ainsi :

G =y

i1 P Di

ou les nunérateursk; sont appeis_€esidus En alite, ces ésidus sonétroitement ks aux &ros.
Lorsquep; est €el, alorsk; est €el. De plus, sp; est complexe alors son conjug; est aussi un e du systme.
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Leurs esidus respectif®; et R; sontégalement conjudts. Si cette conjugaison@tait pas respege, les nurarateur et
dénominateur dé&(p) ne seraient pas des pofmesa coefficients&els ce qui n’est pagaliste.
Le tableaul permet de dduire que la&ponse impulsionnelle est :

y(t) = £7HG(p) = ZRiep”F(t)

(rapparition de lechelonl’(¢t) marque simplement le fait que les termes sont des fonctions causales (nullespoDr
On s’apercoit avec cette formule que :

— chaque ple engendre un comportement exponengéel bu complexe dans laponse.
— les ésidus (donc indirectement le&rps) vont “Epartir” I'influence de ses divers comportements sugfonse globale.

On doit maintenant essayer de comprendre ce qui se cacherd@fiaque comportement exponentiel, caeslire derrére
chaque ple. Il fauta nouveau cons@ter deux cas.

© p; estun Ple reel donc, dans l&&ponse impulsionnelle, il engendrera un terme&lraissance exponentiellegi< 0
ou un terme de croissance exponentielle dangereuse @astiqguie d'un systme instable gi; > 0. Cette constatation
est conforme aaritére des racines

o p; et son conjugép; sont complexes. On peut aldgsrire R; = p’% etp; = a + 55. On a alors :

(Rie?Pit + R;ePO)T(t) = (pedfe™tTiPt 1 pe=I0et=IBH (1) =

pe®t (7 B0 =i (BHND (1) = 2pe® cos(Bt + O)D(t)

Ceci signifie que chaque paire délgs complexes engendre un terme sifidalode pulsations dont I'amplitude
suit une loi de croissance ou déaloissance exponentielle selon le signexd&i o > 0, ce terme est d’amplitude
croissante et le syiine est instable. Si < 0, ce terme est d’amplitudeedroissante correspondantin comportement
asymptotiquement stabl€es constatations sont conformescatere des racines

En résung, un systme est asymptotiquement stable lorsque tous ok [sonta partie éelle regative. En outre, ce
sont les ples complexes qui engendrent les oscillations dépanse impulsionnelle et ces oscillations sont d’autant plus
marqees que la partie imaginaire dedlgs est importante devant la parteelie. Ceci constitue unétbut de preuve du
critere des racine€es effets sonésungs sur la figur&3.

Im(p)
) [ ]
* o/ ® - / -
' - ¢ Re(p)
o
o o
Fig. 33Influence des fles sur la@ponse impulsionnelle
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La reponse est une combinaison des comportements de chalguémsi tout ple a droite de I'axe imaginaire rend le
syseme instable. Si tous ledles sonta gauche de cet axe, le syste est asymptotiquement stable. Parmi ddes

les pdles dominant®u lents sont priori les plus influents sur leéponse. Cependant, lessidus viennent teng@per ce
raisonnement “simplisted savoir qu’ils pondrent I'influence de chaquéfe. Cette influence degsidus (indirectement
celle des 2ros) est beaucoup pluélitatea analyser. Il est &s difficile de traduire, par exemple, cette influence en termes
de localisation des&zos dans le plan de Laplace.

Enfin, il faut noter que ces comportements vont se retrouver dansptanse indicielle. En effet, il s'agit alors de
décomposef(p)/p plutdt queG(p). On retrouve alors les @mes racines altttlominateur (c’'esk-dire les ples) plus
une racine nulle &ea I'échelon. Lesésidus sont eux diéfrents. On obtient :

W) _§~ B K

P ~p-pi P
La réponse est alors :
n
y(t) = 271 (S8 ) = (K + Y Rien)r(e)
1=1
On retrouve donc bien l'influence deélps dans cetteeponse indicielle.

F.2 Pbles multiples

Dans le cas olespdlesne sont pas distincts, l&&domposition egléments simples n’est plus aussi facile. Si I'on prend
I'exemple d’ordre3 propo% dans 7]

2
p°+2p+3
Gp) = —/—————,
(p) TEE
le pole—1 est de multiplicié 3 et la cecomposition elements simples est la suivante :
2 1
G(p) =

+
(p+1)3  p+1

(voir le cours de ma#matiques pour les techniques ddmposition eiglements simples). Il vient alors, en utilisant le
tableaul, la reponse impulsionnelle :

y(t) = 271 (G(p)) = (t* +1)e”'T(1)

On voit sur cet exemple que si les comportements exponentiels interviennent toujours, ce n’est plusde anasi
évidente et des termes éfePit apparaissent, ce qui ne change riercatére des racingsuisque

lim (t%€ft) = 0 si Rep;) <O0.

t—oo

Ce cas n’est pas tréide margre gerérale. On peut toutefois mentionner gu'il existe des outils @nmues permettant de
faire la cecomposition e@léements simples d’expressions non triviales.

G Fonction de transfert et reponse harmonique

Dans cette partie, on revient sur les assertions du parag8api2ell y est dit que la éponse d’'un systne lireairea une
entiee sinustale est, enggime permanent (pour— oc), une sinuside. En galite, ceci n'est vrai que si le syshe est
asymptotiquement stabt® qui sera suppésdci. Il estégalement affira que lafonction de transferpermet de recons-
truire cette sortie. En voici les justifications.

Le signal d’entée est sinusdal :
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u(t) = Upsin(wt)
D’apres le tablead, satransfronge de Laplacest :

_ Upw
- p2 _|_w2

U(p)

SoitG(p), lafonction de transferlu syseme que I'on supposera de mara ealistestrictement proprela transfronée
de Laplace de la sortig(t) est :

U, w
Y(p) - G(p)p2+w2

CommeG(p) est strictement propré; (p) est cccomposable eélements simples. Par souci de simpégibn suppose,
dans les calculs, que lgdlesdu syseme sont distincts. La&&omposition condué :

(12)

a a S;

Y(p) = — + — + n (13)
) ptjw  ptjw ; pP—Dpi

Les valeur; correspondent auxpoles du systme et lesS; sont les eésidus assoesa ces ples dans cette&tomposition.

a eta sont les esidus assoesa I'entrée sinusitmale qui grere deux racines imaginaires pures conpggjw et —jw au

dénominateur d& (p).

Si on appliqueZ—! aY (p), on obtient :

n
y(t) = ae 7t 4 ael“t + ZSie_p“5
i=1

Comme le systme est suppé@sasymptotiquement stable, la partéelie de sesdles est strictementéagative et chaque
termee—Pi* tend vers &ro quand tend vers l'infini. Donc, ags un certain temps dégime transitoire, ce sont les deux
premiers termes qui vonéterminer la@éponse enagime permanent.

Dans le cas destes multiples, les expressions sont un peu plus compdisuécrire et en appliquan—!, des termes
entde~Pit apparaissent mais ils tendent eux aussi aqgand: tend vers I'infini. Il reste donc erégime permanent :

Yoo (t) = y(t — 00) = ae ¥t + ael*? (14)
expression dans laquelle il convient determinerq eta. L'identification des deux expressions Hép) donrees par les
equations 12) et (13) permet, en multipliant ces deux expressions(pat jw) et en posanp = —jw de ceduire :

Un .
a = —2—J_G(—jw)

Le méme raisonnement mais en multipliant far jw) et en posant = jw conduita :

_ Un .

a = Q—jG(—]w)
G(jw) est un nombre complexe parété parw. Son module peuktre noé A(w) et son argumenp(w). G(p) étant
une fraction de deux polyimes erp, a coefficients &els, il facile de voir qu&s(—jw) est de dme moduled(w). En
revanche, on a Ai@7(—jw)) = —¢(w). On peut donécrireG(jw) etG(—jw) ainsi :

Gljw) = AW)e?)  G(—jw) = Aw)e 7*)
On reprend kequation {4) avec ces valeurs désidus et il vient :

I @ 6(@) _ gmi(witéw)

y(t) = A(W)Um 2 =
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y(t) = A(w)U,y, sin(wt + ¢(w))
La fonction de transfert calogé enp = jw permet donc de retrouver f&ponse harmoniquéu syseme. On comprend
ici pourquoi posep = jw revienta supposer que I'excitation d’e@#& est sinugdale. Enélectronique @ les circuits
linéaires sont souvent plus consigls comme des filtres, les excitations soas tsouvent sinusdales et les fonctions de
transfert s’expriment en fonction dev. En fait, lesélectroniciens utilisent la transformation de Fourjen®e.Z#, qui est
définie de maréire assez similaira celle de Laplace :

10 2= F) = [ " f(r)e it

Z est une restriction de l@ansfornée de Laplacelite “bilatérale” c’esta-dire quand I'inégration se fait entre-co et
oo. Dans le cas “Laplace bilatale”,p est complexe quelconque ; dans le cas/ley = j 5 est imaginaire pur.

Enfin, on note que si = 0 (fréquence nulle correspondantine ente continue typéchelorn, on retrouvegen régime
permanent G(0) = K, le gain statiqueCeci-dit, la @&monstration de ce dernier point propesen annexg& est plus
apropree.

H A propos du diagramme de Bode

Dans cette partie, quelques notions sepmntaires relatives la construction dediagrammes de Bodsont proposes.
La reponse fequentielled’éléments simples de premier ordre est d’aboiespnée et justifee, puis, le diagramme de
Bode dumoteura courant contin@tudé dans le cours est construit.

H.1 Quelques kegles simples de construction

Lorsque I'on s'inéressea laréponse harmoniqué’un syseme, on consire safonction de transferpourp = jw, a
savoirG(jw), w étant la pulsation du signal sintidal ceng exciter le sysime. Par ailleurs, si ldiagramme de Bode
est choisi pour re@senter graphiquement cetponse, il &t vu au paragraph®.4.3 (sous-paragraphe, que si la
fonction de transfert du sy&ine sécrit

G(p) = [] Grp),
k=1
alors legain en @cibelstotal s’&crit :
T(w) = 20l0g(|G(jw)]) = Y Th(w)

ou chaqueTy, (w) est éfini parTy (w) = 20log(|Gk (jw)])-
De méme, ledéphasageglobal s’exprime ainsi :

$(w) = Arg(G(jw)) = Y dr(w)

k=1

ou chaquep, (w) est cefini pargy (w) = Arg(Gr(jw)).

De cette constatation, il convient de tirer la conclusion suivante : il faut exprimer la fonction de transfert comme un produit
de facteurs simples dont le diagramme de Bode estatisacer. Une fois chaque diagramme asymptotiquetelitra,

le diagramme global est la sommeaggrétrique de tous les sous-diagrammes dans le plan de Bode.

Quelques diagrammes simples sont maintenant péspdls peuvent souvent servir au teade diagrammes plus com-
plexes.

e G(p) = w% . I s’agit 1a du cerivateur. Le gain enétibels est :

“Baron Joseph Fourier (1768-1830) : néatiaticien frangais contemporain de Laplace
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T(w) = 20Iog<’ jwio D = QOIOQ(‘ wio D = 20log(w) — 20logwy

Il est facile de voir qué’(w) crait avecw et s’annule pouy = wy. En outre, sil'on calcule le gain erédibels pout Ow,
on obtient :

T(10w) = 20log(10w) — 20logwy = 20log(w) — 20logwy + 20 = T'(w) + 20

On en @duit que pour chagque changement deatle, le gain eréttibels crit de20d B, ce qui signifie quegonetriqguement,
dans le plan de Bode, en raison dechelle logarithmique en abscisse, égigateur produit une droite de peréd B par
décade passant pad B enwy.

Concernant le @phasage, ce dernier est constant puisque :

olw) = Arg jw% ) = o0°

Ces Esultats sontasunés par la figureg4.

10 \ 20db/dec

Gain (dB)

Phase (°)

Pulsation (rad/s)

Fig. 34 Diagramme de Bode d’urédivateur

e G(p) = % . Il s’agit la d’'un inegrateur. Son gain eredibels s’exprime :

T(w) = 20log (‘ % ’) = 20log (‘ ]% D = —20log (‘ jw% ’) = —20log(w) + 20log(wo)

wo

On peut faire les @mes constatations qu’avec kerivateur si ce n’est qu’en raison du signe moins, la pente esedéB
par cecade. On a toujoufB(wy) = 0.

Pour le éphasage, il vient :
wo o
o(w) = Arg ( - ) = -9

La reponse fequentielle de cet ibgrateur est dor@par la figure3s.
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\\

—20db/dec

Pulsation (rad/s)

Fig. 35Diagramme de Bode d'un iagrateur

eG(p) =1+ Py s’agit la d’'un pseudo-&rivateur. Il se comporte comme uérd/ateur en hauteséiquences et comme
wo

un simple gain unitaire en bassesduences. On distingue justement ces deux comportemergmestpouré&aliser un
trace asymptotique.

Lorsquew tend vers l'infini, le termd est régligeable eG(jw) se comporte comme urédvateur avec, pour le gain, une
pente de20d B par cecade et un&hasage constant €@°. Ceci permet de tracer une prémre asymptote pour le gain et
pour la phase.

En basses &guencesZ(jw) tend versl (soit un gain en écibels de) et un cephasage nul). Ceci permet de tracer une
seconde asymptote pour le gain et pour la phase.

La limite entre ces deux zones de pulsations.gstppeée pulsation de cassuien effet, pourw = wy, les deux termes
de la fonction de transfert sont aussi influents I'un que I'autre puisque partlls et imaginaire sortigales. On a :

T(wo) = 20log(|1 + j|) = 20log(v2) = 3dB ; ¢(wy) = Arg(1+j) = Arctan(1) = 45°

A la pulsation de cassure, la courbe de gdglle se situe don8dB au dessus de l'intersection des asymptotes. Le
déphasaga cette pulsation est d&°. De plus, on a:

wo - 1 o 5 ~
T( %) _2OIog(‘ 1+ D _20Iog< \/;) ~ 1dB

T(]2wo|) = 20log(|1 + 2j|) = 20log(v/5) ~ 7dB

log(|27]) = 20log(v/4) ~ 6dB

La premereéguation montre que pour = wy/2, la courbe de gairéelle se situddB au dessus de I'asymptote hori-
zontale. La deuxime et la troime montrent que pour = 2wy, la courbe eelle se trouvé nouvealwa 1dB au dessus
de I'asymptote oblique. Ces constatations ai@etnicer la courbeelle une fois les asymptotes en place.

En outre,ona:
wo . 1 . 1 - o
¢< 10 ) _Arg< 1+]T0 ) _Arctan< 1/E > ~ 5,7

#(]10wp|) = Arg(1 + 10j) = Arctan(10) ~ 84,3°

Ces dewéquations permettent de tracer un segment de droite oblique sur la courbe des phases qui dogeeapre id
proximative du éphasage dans le€fluences interégdaires. Tout ceci estsuné sur la figure36.
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=~ 20db/dec

0
wO0/10 w0/2 w0 10w0

90°

45°

Pulsation (rad/s)

Fig. 36 Diagramme de Bode d’un pseudérivateur

e G(p) = 7 Il s’agit 1a d'un filtre passe bas de premier ordre que I'@twdeé sous le nom dsyseéme canonique
1+ —
wo
de premier ordreSans entrer dans tous lestdils de construction qui sont similairase qui aéte vu pour le pseudo-
dérivateur, on voit bien qu’en bassegduences, le sy&ine se comporte comme un gain unitaifg £ 0dB, ¢(0) = 0°)
et gu’en hautes &quences, c'esi-dire gros®rement au-daldewy, la pulsation de cassure, I'amplification diminue. Ce
comportement est expligusur la figure37.

+3dB

5 4
-10 / B
+1dB ~20db/dec

Gain (dB)

-20 L
wo0/10 wo/2 w0 2wo 10w0

Pulsation (rad/s)

Fig. 37 Diagramme de Bode d’un métk canonique de premier ordre

e Enfin, quelle que soit Iéonction de transferG(p), il faut garder pesenta I'esprit que si I'on souhaite tracer tBa-
gramme de Bodde AG(p) ou A est un gain, on a AIAG (jw)) = Arg(G(jw)) donc le éphasage reste incha@npar le
gainAetona:

20log(JAG(jw)|) = 20log(A) + 20log(|Gjw])

Ainsi, si I'on fait préecéder un systme de fonction de transfeft(p) d'un gain A, la phase n’est pas alée et la courbe
de gain est translae vers le haut de0log(A). Si A > 1, alors20log(A) > 0dB et c’est une translation effective vers le
haut. SiA < 1, alors20log(A) < 0dB et c'est en fait une translation vers le bas. On remaggoe propos qu’un gain
superieura0d B correspona une vraie amplification alors qu’un gainénfeur corresponé une agnuation.
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H.2 Construction du diagramme de Bode assoeiau mockle complet du moteur

Dans cette annexe, on cherchélustrer I'utilité de la prop@te vue au paragrapt®4.3(sous paragraphg ainsi qu'au
paragraphe f@oadent. Le modle d’ordre2 du moteura courant continest le suivant :

0,5
(14 71p)(1 + 72p)

G(p) =

avecr; = 0,5, uneconstante de temmssentiellementéie aux penonenes necaniques et, = 0,01, une constante de
temps essentiellemenék aux penonenestlectriques. On peugcrireG(p) ainsi :

G(p) = G1(p)Ga(p) avec:

0,5 1
Gi(p) = 5 et Ga(p) = T

Au paragraphé.4.3(sous paragraphg ainsi qu’au paragraphd.l, il est expligqe que la éponse harmonique dans le
plan de Bodale G(p) est la somme gprrétrique desé&ponses respectives dg (p) et Ga(p).

Gain {dB}
&b

Phase (%

10 10
Pulsation (radEec)

Fig. 38Diagrammes de Bode d& (p), Ga(p) etG(p)

Sur la figure38, on voit qu’une fois les diagrammes as&s@ G (p) et Gz (p) tracés (ce sont degponses Equentielles

de moelescanoniquesle premier ordre), ajouter les deux dans le plan de Bode permet d’obtenir le diagramme de Bode
de G(p). On constate aussi que pour des basgEsufences correspondant [@iua la dynamique recanique, laéponse

de G1(p) est une bonne approximation de celle@@). En revanche, en hauteg€fuences wla dynamiquetlectrique
intervient,G1 (p) n'est plus assez pcis. On voit bien aussi quégliger les penonene<lectriques dans le moteur revient

a regliger les hautesé&quences.

| Perturbation en 1/p? et position des inegrateurs

Cette partie illustre le fait que I'action destima réduire I'effet d’'une perturbation de type,/p? doit étre exerée en
amont de cette perturbation comme affirau paragraph&.2.4 On se éferea la figure28 pour le justifier. On suppose
que la consigne. et la perturbationl sont toutes deux de tygechelon, c’es&-dire que leursransforneées de Laplace
sont:




On suppose qué’; (p) et Ga(p) sont lesfonctions de transferde sysemes de gains statiques respeciifs et K». La
transforngée de Laplace de I'erreudrest :

e(p) = Ye(p) — Y(p) = Ye(p) — A2G2(p)D(p) — A1A2G1(p)Ga(p)e(p) — <

e(p)(1 + A1 A2G1(p)Ga(p)) = Ye(p) — A2G2(p)D(p) &

) = Y.(p) B A2G2(p)D(p)
1+ A1A2G1 (p)GQ(p) 1+ A1A201(p)G2(P)

On souhaite annuler I'influence desur e enrégime permanen(pourt — oo) par I'adjonction d’un inégrateur. On
envisage deux cas :

1. G1(p) est detype0 et Go(p) est de typd (I'int égrateur se situe daiis (p)).
2. G1(p) estde typd etG,(p) est de typd (I'int égrateur se situe daxs; (p)).

e Cas 1 :en calculant I'erreur eregime permanent, on obtient :

Yeop DoAsFop 1
. L . p _ p p | ___ Do
Am (e(t) = lim(pe(p)) = limy A A KR, ALK E | T AR
1+ ——— 1+———
p p
L'erreur en Egime permanent n’est donc pas nulle.
e Cas 2 :il vient maintenant :
Yeop DoAzKap

Jim (e(t)) = lim(pe(p)) = lim A ALK K, A ALK K,
1 2Ry AR
p p

Cette fois-ci, I'erreur statique s’annule et I'on voit bien que I'action étie exerée en amont de la perturbation.

J Calcul d'un r égulateur par compensation de ple

Soit un proéce defonction de transfer® (p) tel queG(p) fait apparé@re uneconstante de temmgominanter, c’esta-dire
unpdle A = —1/7 dominant :

N(p)
(1+71p)D'(p)

N(p) est un poly@me qui est suppésnon factorisable par. D’(p) est un poly@me quelconque. Selon le principe de la
commande par retour unitajren peut commander le sgshe gace un égulateurR(p).

G(p) =

J.1 Regulateur PI

La technique de compensation dideoconsiste choisir unrégulateur P’une forme particubre :

R(p) = g(l—krp) = AT—|—§ (15)

On voit clairement qu’'un terme est un simple gain (effet proportionnel) alors que l'autre &gp €effet integral). La
constante de tempsapparé dans cette fonction de transfert. Celle del@ine directeest :

~ AN(p)

Fo) = pD'(p)
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La formule de Blackconduita la fonction de transfert en boucle fexm:

AN (p)
_ _pD'(p 1
Hp) = 14 AN (r) —,, PD'(P)
pD'(p) AN (p)

On constate que quel que soitype « deG(p) (voir paragraph®.2.3, le gain statiquesn boucle ferrée eségala :
lim F(p) =1
p—0

Ceci correspon@ un systme pécis ayant une erreur de position nulle (vainouveau le paragraplae2.3. Ainsi, ce
correcteur, comme touégulateur PI, permet d’augmentertige de F'(p) donc de rendre le sy&ie en boucle ferée
plus pécis. En outre, la dynamiqueéeka la constante de tempsest comperee par le ggulateur et n’appaigplus sur la
réponse du syste en boucle ferée (sousé&serve que le made soit suffisamment fede et donc que soit connue avec
exactitude). De plus4 peut permettrel’accelérer ou de ralentiun peu la éponse en boucle feés.

Cette technique est souvent utlesssur des madescanoniques de premier ordpeur lesquels on a :
K
G fr—
(p) = 7 g

Un régulateur de magle doni@ par (L5) conduita une chine directe et une boucle feam dont les fonctions de transfert
respectives sont doBes par :

Fo) = 25 5 HO) = — 5 = (16)
1+ V% f
On retrouve un mogle canonique de premier ordre. Par ailleurs, on constate que le gain statique en bouste ferm
est unitaire f{;; = 1) (donc le systme devient f@cis) et la constante de temps en boucle é=rtepend ded (car
s = 1/AK). Comme attendu, plus grand estplus rapide est le sy&me boud. On a donc, dans ce cassmpEcis, un
seul pararatre pour @rer laraideurtout en assurant larécision

Dans le cas du made simplifé dumoteura courant continue moctle en boucle ouverte est le suivant :

0,5
G = 1705
Ce moele n'est pas f@cis puisquel = 0, 5. Si on cherch& acé&lérer saréponse indiciellpar unerégulation propor-
tionnelle(R(p) = A), on s’apercoit que la pcision est variable (cf paragraph2.2. On peut bien &r tenter de &duire
I'erreur de position par un grand gaih (cf. figure27) mais ceci risque de conduigede trop fortes valeurs du signal de
commande:(t) donca une saturation des actionneurs. C’est pourquoi, il vaut mieux utiliségutateur Pl tel que celui
présené en (L5). On obtient la fonction de transfert en boucle féardonge parl6), soit :

1
p
0,54

On choisit donc la constante de temps en boucle éermécea A tout en conservant la ecision. Il faut toutefois
toujours veillera ce que les actionneurs ne soient pas &at(le signal de commandgt) ne doit pas prendre des valeurs
excessives).

H(p) =
1+

Remarque 8 : dans le cas dunoteur une forte augmentation dé peut conduirea I'apparition d’'une oscillation en
boucle ferngée. En Ealité, ce plenongne est @ au fait que la constante de tem@lectrique est agligee dans le masle
simplifié. Si on la prend en compte, faarge de phasenesuée sur lediagramme de Bodde la chéane directes’en
trouve dimin&e ce qui eéduit lecoefficient d’amortissemertEn effet, lorsqued augmente, la courbe de gain al&cake
vers le hautet la pulsation critiquea laquelle cette marge est meéarse éplace vers la droite, c'est-dire vers des
fréquencesles ptenontnestlectriques ne sont pluggligeables. Sur la figurg8, les marges de stabiéitsont infinies.
Toutefois, on voit que si un gaith > 2 venait multiplier le transfert de la cliae directe, on pourrait alors mesurer une
marge de phase. Plud serait grand, plus la courbe dgain monterait (puisqu'’il faut ajoute20logA a cette derrére)

et la pulsation critique se &placerait vers les fquences o le dephasagaliminue en raison de la constante de temps
électrique.
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J.2 Régulateur PD

Il faut également remarquer que cette compensatioroliepgeutétre effectée avec d'autres types degulateurs. Ainsi,
si I'on choisit, comme sortie dmoteur la position angulaire, plét que sa vitesse angulaire, la fonction de transfert du
procece devient :
K

p(1+7p)
Le typedeG(p) passerl car la position est I'irkgrale de la vitesse et de ce fait, ureigtateur appatamaintenant dans
G(p). On note d'ailleurs que ce matk en boucle ouverte n’est pasymptotiquement stabfriisqu’il comporte urpdle
nul. En effet, si on perturbe le moteur au repos, il se peut que la position de son arbre change et donc la sortie ne reviendra
pasa sa position initiale. Le typétant @ja del, il est inutile, pour obtenir unerreur de positiomulle en boucle feriee,
d’ajouter un inégrateur dans la cirge directe. On peut utiliser par exemplenggulateur PCen supprimant l'inkgrateur
du regulateur don@ par (L5) ce qui conduit :

G(p)

R(p) = A(l+7p) = A+ Arp

On voit clairement appai@e un terme constant (effet proportionnel) et un termep deffet cérive). La fonction de
transfert en boucle ferée est la lame dans le cas de I'asservissement de vitesse donc &rsysin boucle ferée est
précis etA détermine la raideur.

J.3 Régulateur PID

On peut encore s’inspirer de la technique de la compensatiorbldeppur concevoir unégulateur PID, donc faire
intervenir les trois effets. Pour cela, on corsi& un égulateur de la forme :

R(p) = gu L rp)(1+ Tap)

Il s'agit donc d'un egulateur de formeésie. La partie Pla savoir(A/p)(1 + 7p), est obtenue en utilisant une com-
pensation de le comme étaillée au paragraphkl mais il se peut alors que laarge de phassoit insuffisante aussi
décide-t-on d'apporter de la phaséigea I'effet dérive contenu dans le facte(t + 7,p). T, est la constante de temps
du facteur érivatif. L'expérience des trés desdiagrammes de Boddeschdnes directegonduita utiliser la néthode
suivante pour choisif; :

. Tracer la éponse harmonique del/p)(1 + 7p)G(p) dans le plan d8ode

. Déterminer la pulsation’ pour laguelle legain en @cibelsestT = Ty — 20dB.

. Opter pour le choiX; = 10/w’.

. Toujours sur le diagramme de Bode #am 2, lirea la pulsation.’, I' écartA¢ entre ledephasaget —180°.

. Si lamarge de phaseoulue (@&réralement autour dé5 ou 50°) est sugrieurea A¢ + 90°, diminuerTy, sinon,
'augmenter.

ga b W N PP

Il faut garder pesenta I'esprit que cette &thode peut ne pas aboudirun €gulateur toug-fait satisfaisant. On peut
I'affiner en tenant compte dedfetsdes trois termes de la commande.

K M éthodes de Ziegler-Nichols

Dans cette partie, deuxéthodes deéglage deségulateurs PI3sous formeparalkle (équation {0)) sont pésenges.
Elles sont dites ithodes d&iegler Nicholset ont un caraétre presqu’empirique. Elles ont pur kaupriori d’obtenir une
reponse indicielle avec uregassement d&b% comme le montre la figurg9.
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y(t) 4
1,25 ‘

Fig. 39Reponse indicielle ave25% de premier @passement

Il existe deux nethodes de Ziegler-Nichols :

— la premere est dit¢méthode de lagponse indicielle}
— la seconde est ditenéthode de la juste oscillation”

K.1 Méthode de la €ponse indicielle

Cette neéthode n’est valable que pour des frdesstablesdont lafonction de transfeme comporte ni irigrateur, npdle
dominant complexeDe tels proédés ont uneéponse indiciellgui peut se rapprocher de leponse dite “en S” dorae
par la figure40.

y(®) o
. Tangente au point d'inflexion

K F-------------2f---==== - -

Point d’ inflexion

Fig. 40Reponse indicielle “en S”

Cette forme forme de courbe petire approcee par un mogle canonique de premier ordde gain statiquek” et de
constante de tempsauquel on ajoute uretard pum ce qui angéne la fonction de transfert approximative :

Ko
1+7p

G(p) =

(On note que le retard pur est une norelnie).
Ziegler et Nichols, sur la base de leur éxignce, proposent d’affecter aux paktnes du eégulateur P, PI, ou PID de
formeparalkle (équation 10)), les valeurs donges par le tableadl

K.2 Méthode de la juste oscillation

Dans cette secondeathode, on suppose que le syse esttabilisablepar unrégulateur proportionneCette néthode
est utilie pour des sydines dont on ne veut pas tracerdponse indicielle en boucle ouverte (parce qu'iliastable
par exemple). On cherche alors quel est le gain proportionnel critigueel que le systme en boucle ferge est en
limite de stabilig, c’esta-dire se comporte comme un oscillateur don€lgonse indicielle est une sintide d’amplitude
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Régulateur k T Td
P g s | 0
T 0
PI -
0,95 0.3 0
T
PID 125 | 20 | 0,50

TAB. 3 — Regles de Ziegler-Nichols (athode “de la&ponse indicielle”)

Régulateur k T Td
P 0,5Acr 00 0
Pl 0,45A., LT, . 0
. er | Tgter
PID 0,6A4. | 0,5T, | 0,125T,

TAB. 4 — Regles de Ziegler-Nichols (athode “de la juste oscillation”)

constante. Ceci explique le nom de l&tlmode. On rélve alorsT,., la période, dite aussi critique, de cette oscillation.
Toujours sur la base de leur éqence, Ziegler et Nichols proposent d'utiliser le tabldaour affecter des valeuesk,
T; etry.

K.3 Commentaires sur les deux nethodes

Ces deux rathodes ont permis désoudre nombre de pravhes de&gulation et d’asservissement. peemeresuppose
que le moeéle du proéck eststableet ne comporte aucun igrateur. Elle suppose aussi que &aonse en boucle ou-
verte n'oscille pas ou peu. Lsecondesuppose que le syshe est stabilisable par uagulateumproportionnel Certains
procédés peuvent ne satisfaire aucune de ces contraintes et une @theder doit alorétre utilise.

En outre, il faut noter qu’en pratique, I'application de cestinodes engendre degghssements indiciels allant tié%
a60%, ce qui peut donétre bien suprieur aux25% annonés par Ziegler et Nichols. Erealitt ce pourcentage n’est
qu’une valeur moyenne c’est pourquoi il faut toujours se souveniefietsde chacun des termes de la commande.

Enfin, pour des syétmes de magles connus avec gcision, on peut s'interroger sur l'ieet de telles rathodes et sans
doute leur peferer des rathodes baes sur laliagramme de Bodée lachdne directest/ou sur lacompensation degbe
méme si dans ce cad,., etT., peuventtre calcuds. En revanche, lorsque la dynamique du baesteenigmatique
mais qu’elle semble satisfaire aux contraintes ingesspar I'une ou l'autre deséthodes, alors ces deenés peuvent
s’averer un bon moyen de trouver un “premieg€gulateur PID satisfaisant qui pegtte anglioré en jouant sur les trois
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effets

L Filtrage de I'effet d eérive

Dans la partie du cours concernantrégjulateur PIDil est sgicifie qu’en pratique, il est imprudent d'utiliser wffet
derive pur. En effet, ce dernier psente une facheuse tendaacépercuter les dynamiques de hautésjfrences sur la
commande, sollicitant aing@normément les actionneurs. Parmi ces dynamiques de haémseinces, on peut citer les
bruits liés aux capteurs de mesure de la sortie.

Par ailleurs, en reprenant la logique du retour unitaies@née sur la figurd 4, on se rend mieux compte du danger d’'une
dérivation pure. Si l@onsigney,. évolue eréchelona un instant, il est impossible que la sortie la suive instariianent.
De ce fait, l'erreure subit elle aussi ugchelona ce néme instant. Sa crivée est donc infinie et la commandeubira
par congquent un accoupés violent qu'’il convient de limiter. La solution consistdiltrer I'effet derive. En supposant
que le egulateur initialement calceilcomporte une facteuedvatif pur, lafonction de transfersous forme &rie de ce
régulateur est :

)1+ Tup)

R(p) = A1+ Tip

ou T, est la constante de temps du factearihtif. On multiplie cette fonction de transfert par un filtre passe-bas de

premier ordre afin d’obtenir :

1 ) (1 + po)
Tip” (1+Typ)

R(p) = A(1+

T estune constante de temps de filtrage qui @gtiglement prise nettementémfeured T,;. On filtre ainsi les fequences
sugerieuresal/T et on limite les accoups dans la commande.

On peut aussi appliquer ce principaine forme paratle de egulateur PID et I'on obtient

k kTqp
R(p) =k + — +
») Tip 14+ 7ap

ou 74 est alors la constante de temps du filtrage.
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