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Résuḿe

Ce cours, initialement dispensé au sein du D́epartement de Ǵenie Electrique et Informatique Industrielle del’IUT de Poi-
tiers, s’adressèa l’origine auxétudiants de la licence professionnelleTechnologies avancées appliqúees aux v́ehicules.
Ces derniers ne se destinant pasà uneétude approfondie des concepts de l’Automatique, le présent document aborde
rapidement les bases de la représentation fŕequentielle, l’analyse et la commande des systèmes lińeaires. L’́elève int́eresśe
par plus ample information est invité à consulter quelques ouvrages [2, 4, 6, 10, 11, 3, 13, 12, 1, 5, 7]. Certaines parties
de ce document sont inspirées de [8, 9], voire franchement empruntées. Ce cours correspondà un volume horaire d’en-
viron huit heures, c’est pourquoi certains points classiques ne sont pas abordés. Les notions fondamentales sontétudíees
brièvement et quelques approfondissements, justifications ou calculs sont renvoyés en annexèa l’adresse de l’́etudiant
motivé par la discipline.

Connaissances pŕealables souhait́ees :intégrales,́equations diff́erentielles, calcul complexe.
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SENSIBILISATION À DES CONCEPTS DE L’A UTOMATIQUE

1 Introduction à l’Automatique

Cette partie resitue un peu le cadre de ce cours, propose les définitions pŕeliminairesà l’étude et met eńevidence les points
qui seront abord́es par la suite.

1.1 Définition

La définition de l’Automatique que propose le “Petit Robert” est assez explicite sur ce que peutêtre l’Automatique m̂eme
si sa simple lecture ne suffit pas pour analyser les grandes tendances de cette vaste discipline. La voici :

Automatique : ensemble desdisciplines scientifiques1 et des techniques utilisées pour laconception et l’emploi des
dispositifs2 qui fonctionnentsans l’intervention d’un opérateur humain3.

On peut revenir sur les trois expressions soulignées de cette d́efinition.

1. disciplines scientifiques :ceci sugg̀ere que l’Automatique requiert quelques activités th́eoriques afin de réaliser :
– une mod́elisation math́ematique d’un dispositif.
– une analyse de ses propriét́es sur la base du modèle .
– la conception d’une loi de commande toujours sur la base du modèle.

2. conception et emploi de dispositifs :ceci rel̀eve en fait de la mise en oeuvre pouvant faire intervenir des disciplines
telles que l’́electronique, l’informatique...

3. sans l’intervention d’un oṕerateur humain :cette dernìere expression fait apparaı̂tre la notion de systèmes automa-
tisés qui permettent :
– d’améliorer les performances d’un dispositif, son confort (exemples : climatisation, direction assistée).
– d’améliorer la śecurit́e (exemples : pilote automatique, freinage ABS).

Ne sont ǵeńeralement abord́es dans un cours d’Automatique que les aspects 1 et 3. Le point 2 est géńeralement sṕecifique
au dispositifétudíe et ne ńecessite souvent pas l’expertise réelle d’un automaticien.

1.2 Notion de syst̀eme

En Automatique, la notion de système est incontournable. La définition qu’en donne l’automaticien se rapproche de celle
classique empruntée à la physique. Ǵeńeralement, le systèmeest un dispositif qui fonctionne en interaction avec son
environnement ǵeńerant un ensemble de phénom̀enes. Certaines grandeurs physiques de l’environnement agissent sur le
syst̀eme. Elles sont appelées entŕees. D’autresémanent du système et agissent sur l’extérieur. Elles sont appelées sorties.
Les signaux associés aux entŕees sont ǵeńeralement not́es par la lettreu et les signaux associés aux sorties par la lettrey.
Les entŕees d’un syst̀eme peuventa priori être modifíees. Il peut́egalement exister des entrées quíechappent au contrôle
et qui ne peuvent̂etre modifíees. Elles sont appelées perturbationset sont not́eesd. La figure1 symbolise ce formalisme.

Fig. 1Syst̀eme comprenantm entŕees,p sorties etr pertubations
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Dans la pratique, un système peut correspondrèa un dispositif ḿecanique,́electronique, chimique... et il est facile de
le différencier de l’ext́erieur de m̂eme que de choisir quelles sont les entrées (exemples : une force ou un couple en
mécanique, une tension ou un courant enélectronique, la concentration d’un produit initial en chimie) ou les sorties (une
vitesse ou un couple en mécanique, une tension ou un courant enélectronique, une concentration d’un produit final en
chimie). Comme exemples de perturbations, on peut citer une force liée aux frottements avec l’air, des tensions parasites,
des concentrations de produits négligés ou d’impuret́es...

Il existe des systèmes qui ne sont pas physiques tels que des systèmeséconomiques et financiers et pour lesquels ce
formalisme peut paraı̂tre moinsévident. De tels systèmes, m̂eme s’ils peuvent exister dans l’industrie automobile, ne se
rencontrent pas sur un véhicule.

1.3 Notion de boucle

Une notion fondamentale en Automatique est la notion de boucle que lesélectroniciens (qui sont les premiersà avoir
formaliśe cette notion) appellent contre-réaction. Le principe en est d’acquérir une information pŕesente sur les sorties et
de l’utiliser judicieusement pour modifier les entrées. Le but de cette rétro-action est d’obtenir un comportement souhaité
du syst̀eme, c’est-̀a-dire, des signaux de sortie satisfaisants. L’utilisation de la boucle résulte du fait que les automaticiens
ont constat́e que la modification convenable des sorties par une action sur les entrées, sans tenir compte des sorties,était
insuffisante.
Pour mieux se rendre compte de l’intér̂et de la boucle, on peut prendre l’exemple d’une automobile (voir figure2) qui
lors d’un trajet, fait apparaı̂tre des bouclages manuels (c’est le conducteur qui assure ces rétro-actions lui-m̂eme) ou
automatiques (il est assisté par des dispositifs de sécurit́e ou de confort).

Système à

Actionneurs

commander 

Commande

Mesures

Perturbations (vent, profil de la route)

(voiture)

Sorties (trajectoire,
niveau de la caisse,
vitesse)

(capteurs, yeux)

(Calculateur,
cerveau)

Spécifications sur le comportement

(tenue de route, oscillations de la caisse, vitesse désirée,
confort, sécurité...)

(suspension,
mains, pieds)

Entrées (action sur
le volant, les pédales)

Fig. 2Boucles possibles correspondant au fonctionnement d’une voiture

Lorsqu’un automobiliste est au volant, la voiture, en interaction avec son environnement (dont le conducteur), peut
constituer un système avec de nombreuses boucles. Ainsi, lorsqu’un défaut de la route ou un coup de vent entraı̂ne
un d́eplacement ponctuel latéral du v́ehicule (le syst̀eme ŕeagità une perturbation), alors l’oeil de l’automobiliste (entre
autres) lui permet de prendre conscience du déplacemenet latéral et il pourra agir en conséquence sur le volant pour rétablir
la trajectoire. Il s’agit l̀a d’une boucle manuelle. De même, si un trou ǵeǹere une oscillation violente sur l’altitude de la
caisse, une suspension active peut réduire cet inconfort en agissant sur l’amortisseur. Ceci est une boucle automatique.
Cette dernìere suit la plupart du temps un modèle math́ematique plus ou moins compliqué qui est appelé loi de commande.
L’on dit aussi que le système fonctionne en boucle fermée.

A la vue de cet exemple, on peut comprendre l’importance de la boucle. Elle peut permettre d’assurer deux activités
essentielles en Automatique :
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– l’asservissementqui consistèa faire en sorte que les sorties se comportent comme des références donńees (tout du
moins autant que faire ce peut).

– la r égulationqui consistèa tenter de ŕeduire l’effet des perturbations sur les sorties.

Dans les deux cas, certaines performances sont souvent requises telles que :
– la stabilit é
– le temps de ŕeponse
– l’absence d’oscillations des sorties
– la pr écision
Ces propríet́es seront mieux explicitées au cours des divers chapitres.

1.4 Quelques exemples concernant la boucle

1.4.1 Douches collectives

Une douche collective est schématiśee par la figure3.

fixée  a priori

Température de l’eau fixe

Réservoir d’eau 

à température

Fig. 3Exemple de système en boucle ouverte

L’entrée du syst̀eme est la temṕerature de l’eau du reservoir. L’eau s’écoule dans le système et sort des pommesà une
temṕerature (c’est la sortie) qui n’est pas modifiable. Aucune information sur cette température de sortie n’est utilisée au
niveau du ŕeservoir. Il s’agit donc l̀a d’un syst̀eme en boucle ouvertec’est-̀a-dire sans boucle.

1.4.2 Douche personnelle

Le fonctionnement d’une douche manuelle est lui représent́e sur la figure4 .

Réservoir

Arrivée
d’eau froide

Action manuelle sur le mitigeur

d’eau chaude

Fig. 4Exemple de système en bouclage manuel

La personne prenant sa douche peut cette fois-ci jouer sur le mitigeur pour améliorer la temṕerature de l’eau. En fonction
de sa sensation, elle actionne les robinets jusqu’au confort souhaité. Cette boucle est donc manuelle et non automatique.
La réponse en température d’un tel système, c’est-̀a-dire l’évolution de la temṕerature de sortie au cours du temps, est
géńeralement de la forme donnée par la figure5.
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Température ambiante

Température souhaitée

oscillations
retard
pur

temps

t°

Fig. 5Evolution de la temṕerature de l’eau au cours du temps

La temṕerature n’́evolue pas dans un premier temps car les tuyaux sont emplis d’eauà temṕerature ambiante. On parle de
retard purdu syst̀eme.
Puis, en raison des manoeuvres successives de la personne sur les robinets, l’eau devient alternativement chaude et froide
jusqu’̀a ce que la personne trouve un compromis satisfaisant. La durée des oscillationsest d’autant plus longue que la
personne ŕeagit vivement et est maladroite.

Remarque 1 : en Ecosse, la stratégie pouréliminer le retard pur et les oscillations consisteà fixer la temṕerature
souhait́eeà la valeur de la temṕerature ambiante, ce qui a aussi l’avantage de satisfaire des critèreséconomiques.

1.4.3 Mitigeur thermostatique

Pour plus de confort, le particulier peut aujourd’hui installer, au niveau de sa douche, un mitigeur thermostatique qui
réalise un asservissement en température. Ce dispositif correspondà une boucle automatique qui permetà la fois de
diminuer le temps de réglage (eńevitant les oscillations) et de faire deséconomies d’eau (voir figure6).

Mitigeur thermostatique

Consigne

Eau chaude

Eau froide
t°

consigne

ambiante

t°

t°

t

Fig. 6Exemple de système avec boucle automatique

1.4.4 Ŕetroviseur à réglage de positiońelectronique

Supposons que deux personnes utilisent le même v́ehicule et que l’ordinateur de bord de ce dernier proposeà chacun de
mémoriser une position pour le rétroviseur. Cette position est caractériśee par deux angles et chacun de ces deux angles
doit être à la bonne valeur lorsque le conducteur demande sa position préféŕee. La rotation du ŕetroviseur est assurée
grâceà deux petits moteurs̀a courant continu (un pour chaque angle). Le principe de réglage d’un angle en fonction de la
postion souhait́ee est donńe par la figure7.
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Bloc de
commande

Rétroviseur
+

−

tension

tension

angle souhaité

(exprimé par une tension)
+

Moteur

capteur

Amplificateuru

y
c

angle réel en radians

système
y

Fig. 7boucle automatique de réglage d’un angle de rétroviseur

On note qu’il convient de ramener la sortie sur l’entrée et de modifier l’excitation du moteur en fonction de l’écart entre
l’angle souhait́e et celui obtenu. Pour calculer cetécart, il faut sṕecifier la valeur souhaitée par une tension et convertir
l’angle effectif en tension, ce qui est le rôle du capteur. Lorsque l’angle effectif est celui escompté, l’écart s’annule et le
moteur assurant la rotation n’est plus commandé. On verra plus tard que peuvent se cacher des blocs assez complexes
derrìere ce sch́ema de principe.

Il faut noter que dans le cas d’un système boucĺe, on distingue les entrées du système en boucle ferḿee qui sont ap-
peĺees consigneset ǵeńeralement not́eesyc(t) (ici, la tension correspondantà l’angle souhait́e) des entŕees du système
en boucle ouverte (c’est-à-dire le proćed́e compośe ici de l’amplificateur, du moteur et du rétroviseur) qui sont appelées
commandeset restent not́eesu(t) (ici, la tension d’induit du moteur).

On retrouve ce style de problème dans le cas de l’asservissement de l’inclinaison d’une antenne parabolique.

1.5 Cadre de travail

On vient de voir que l’́etude des systèmes conduisait̀a s’int́eresser̀a des signaux d́ecrivant l’́evolution de grandeurs
physiques (les entrées et les sorties notamment). On distingue plusieurs automatiques selon la nature des signaux et des
mod̀eles utiliśes.

� Ainsi les signaux continus peuvent prendre toutes les valeurs dans un intervalle donné alors que d’autres signaux sont
susceptibles de prendre uniquement certaines valeurs bien détermińees. Sur la base de cette différence, on distingue l’Au-
tomatique des systèmes̀aévénements (oúetats) continusde l’Automatique des systèmes̀aévénements (oúetats) discrets.
Seul le cas deśevénements continus sera envisagé dans ce cours.

� Une autre distinction tout aussi fondamentale se fait sur le temps. En effet, les signaux peuventêtre d́efinis à tout
instant du temps ou simplement connusà des instants donnés (on parle de signaux discrets, discretisés, ouéchantillońes
comme sur la figure8.

Système à
commander

Calculateur

Convertisseur
N. A.

u(t)

t

u u0
2

1
u

,...
0 1 2

y ,y ,yséquence,...u
0
,u

1
,u

2
séquence

t

y(t)

t t

y

y
1

0

0 1

(Algorithme à
déterminer)

Convertisseur
A. N.

Fig. 8Commande discrète
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Les signaux de sortie sontéchantillońes, c’est-̀a-dire mesuŕes et donc connus uniquementà certains instants, et la séquence
deséchantillons est obtenue sous forme numérique en sortie d’un convertisseur analogique numérique (CAN). Elle est
transmisèa un calculateur qui en déduit une śequence de signaux de commande. Celle-ci est transformée par un conver-
tisseur nuḿerique analogique (CNA) qui restitue un signalà temps continu sur l’entrée du syst̀eme. Pour le calculateur,
l’ensemble constitúe du syst̀eme et des convertisseurs est vu comme un systèmeà temps discret (ou “système discret”).
Dans ce cours, ne sera considéŕee que l’Automatique des systèmes̀a temps continu(ou simplement des “systèmes conti-
nus”) par oppositioǹa l’Automatique des systèmes̀a temps discret.

� Il existe d’autres distinctions qui reposent sur le modèle math́ematique utiliśe pour d́ecrire le comportement du système.
Ce mod̀ele est obtenu soit par identification (on fait correspondre un modèle avec une structure donnée au comportement
entŕees/sorties du système) ou, et ce sera le cas ici, par une utilisation judicieuse deséquations correspondant aux lois
de la physique ŕegissant le comportement du système. L’on parle alors de modélisation du syst̀eme. La plupart de ces
équations sont diff́erentielles et non lińeaires. Cependant, il est souvent recommandé de travailler dans une gamme de
valeurs autour d’un point de fonctionnement de telle sorte que leséquations sont raisonnablement remplaçables par des
équations diff́erentielles dites lińeairesà coefficients constants. Cette approximation permet donc de passer d’un modèle
non linéaireà un mod̀ele linéaire. Bien que moins fid̀eleà la ŕealit́e, ce dernier facilite l’́etude et la commande du système,
notamment gr̂aceà un principe fondamental, celui de superposition(ou de śeparation), ŕesuḿe sur la figure9.

Système y= α
1
y

1
+ α y

2 2

1
α u

1

α u
22

linéaire

Fig. 9Principe de superposition

Si l’entréeu1 entrâıne la sortiey1 et si l’entŕeeu2 entrâıne la sortiey2 alors deux entŕeesα1u1 etα2u2 agissant simul-
tańement entrâınent une sortiey = α1y1 + α2y2 (voir justification en annexeB). Ce cours est restreintà l’étude des
syst̀emes lińeaires.

� Enfin, une dernìere distinction est essentielle pour ce cours. Les systèmes sont soient monovariables (une seule entrée,
une seule sortie) soit multivariables (plusieurs entrées, plusieurs sorties). Seuls les systèmes monovariablesseront́etudíes.

En ŕesuḿe, ce cours concerne les systèmeslinéairesmonovariablescontinus.

1.6 Néćessit́e d’une régulation étudiée

Le but de ce paragraphe est de montrer qu’une régulation simple, un bouclage simple, ne sont pas toujours suffisants pour
commander un système. On suppose que l’on souhaite réguler, ou plut̂ot asservir, la vitesse d’un ventilateur destiné à
refroidir un syst̀emeélectroniquèa l’intérieur du v́ehicule. Le proćed́e est constitúe tout simplement d’un petit moteur
excit́e par une tensionu et entrâınant la rotation du ventilateur comme le montre la figure10.

u

v

Moteur

Fig. 10Ventilateur

On souhaite quev, la vitesse angulaire du ventilateur, soitégaleà une consigne donnéevc. Pour ce faire, on adopte une
commande correspondant au schéma de la figure11.
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Procédé

Capteur

Conversion

Amplificateur   différentiel

+

 (gain  h)

u v

v
c

v

v

e

s

ε Amplificateur
de puissance

(Génératrice
tachymétrique)

Fig. 11Tentative de ŕegulation de la vitesse du ventilateur

La question est la suivante : peut-on obtenirv = vc, c’est-̀a-dire, au niveau des tensions,ve = vs ? Si l’on suppose que
c’est effectivement le cas, alors,à la sortie de l’amplificateur différentiel, la tension estε = ve − vs = vc − v = 0. De
ce fait,à la sortie de l’amplificateur de puissance, aucun signal n’est délivré (u = hε = 0) et le ventilateur ne tourne pas.
Cetteégalit́e n’est donc otenue qu’à l’arrêt et l’on comprend qu’il est ńecessaire d’envisager une boucle plus sophistiquée.
C’est tout le but de l’Automatique.

1.7 Méthodologie

En Automatique, la ḿethodologie utiliśee peut se diviser en plusieursétapes qui sont les suivantes :

1. Cahier des charges: l’automaticien doit prendre connaissance du problème et des diverses spécifications. Il doit,̀a
cette occasion, clairement définir le syst̀eme (avec ses entrées et ses sorties) et les performances attendues pour ce
dernier.

2. Modélisation: l’automaticien doit d́ecrire le comportement du procéd́e (c’est-̀a-dire le syst̀eme en boucle ouverte)
grâce aux lois de la physique et obtenir un ensemble d’équations alǵebriques et diff́erentielles. Ensuite, il doit refor-
muler celles-ci de manièreà obtenir un mod̀ele classique en Automatique (unefonction de transfertpar exemple).

3. Analyse: il convient dans cette phase d’utiliser des techniques de l’Automatique pour juger des performances du
syst̀eme (stabilit́e, temps de ŕeponse, oscillations, précision...) à partir du mod̀ele.

4. Synth̀ese: la dernìere phase consistèa concevoir une loi de commande c’est-à-dire une boucle “intelligente” qui
conf̀ere au syst̀eme ainsi bouclé les performances souhaitées si cela est possible.

2 Modélisation... de l’́equation différentielle à la fonction de transfert

Cette partie s’articule autour d’un exemple qui permettra de comprendre la démarchèa suivre pour parvenir̀a obtenir un
mod̀ele du syst̀eme usuel en Automatique,à savoir lafonction de transfert.

2.1 Présentation du syst̀eme

Il s’agit d’un moteuŕelectriquèa courant continu qui est dit “à commande d’induit”. Le schéma d’un tel proćed́e est donńe
par la figure12.
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u

R L

e J
f

i
c
=  

Γ Ωi

Fig. 12Moteurà courant continùa commande d’induit

Les lois de la physique régissant le comportement de ce procéd́e éléctroḿecanique conduisent auxéquations suivantes :
• Equationélectrique au niveau de l’induit :

L
di

dt
+ Ri+ e = u (1)

u est la commande d’induit,i le courant d’induit,R etL sont respectivement la résistance et l’inductance d’induit.e est
une forcéelectromotrice.

• Couple moteurΓ :

Γ = K1Ψi = Ki (2)

carΨ est le flux inducteur constant donné par :

Ψ = Kcic = Cte (3)

• La forceélectromotricee est donńee par :

e = KΩ (4)

où Ω est la vitesse de l’arbre du moteur.

• Enfin, la relation fondamentale de la dynamique conduità écrire :

J
dΩ
dt

= Γ − fΩ (5)

où J est le moment d’inertie etf un coefficient relatif aux forces de frottement géńerant un couple résistantCr = fΩ.

Il convient maintenant de se fixer une entrée et une sortie. La commande d’induitu est choisie comme entrée et la
sortie sera la vitesse angulaire du moteury = Ω. On peut en effet souhaiter réaliser un asservissement de vitesse.

2.2 Obtention de l’équation différentielle

On utilise maintenant leśequations pŕećedentes pour résumer le mod̀ele du syst̀eme par une seuléequation diff́erentielle
reliant y à u. On note que les grandeurs physiques sont fonctions du temps mais que cette dépendance n’apparaı̂t pas
explicitement dans les notations. A partir de maintenant, on note par un point au dessus de la lettre la dérivée du signal
assocíe par rapport au temps et par deux points au-dessus de la lettre la dérivée seconde par rapport au temps.
Les relations (5) et (2) conduisent̀a écrire :

Jẏ + fy = Ki

11



ce qui, apr̀es d́erivation par rapport au temps, compte tenu deséquations (1) et (4), s’écrit :

Jÿ + fẏ = Ki̇ =
K

L
(u−Ri−Ky)

⇔ JLÿ + fLẏ +K2y = Ku−RKi

OrKi = Γ et on peut̀a nouveau utiliser (5) pour aboutir̀a :

JLÿ + (RJ + fL)ẏ + (fR+K2)y = Ku (6)

On obtient donc unéequation diff́erentielle eny dans laquelle les seules grandeurs physiques variables sontu et y. Cette
équation diff́erentielle constitue un modèle de comportement entrée/sortie pour le procéd́e. Elle pourrait̂etre ŕesolue pour
déterminer laréponsedu proćed́e (c’est-̀a-dire l’évolution dey(t) au cours du temps) en fonction d’une excitation donnée
suru et de conditions initiales. Toutefois cette démarche est peu courante en Automatique car un peu lourde et l’on préfère
adopter d’autres modèles plus facilement manipulables tels que lafonction de transfertprésent́ee ult́erieurement.

En supposant que l’inductanceL est tr̀es petite, on peut envisager un modèle plus simple òu elle est ńegligée (L ' 0).
L’ équation (6) peut alors se ŕeécrire :

RJẏ + (Rf +K2)y = K1u (7)

On comprend sur cet exemple que plusieurs modèles plus ou moins fid̀eles peuvent d́ecrire le m̂eme syst̀eme.

Remarque 2 : pour cet exemple, le modèle était d́ejà linéaire. En effet, l’́equation diff́erentielle d́epend lińeairement de
l’entrée, de la sortie et de leurs dérivées successives. Ce n’est pas toujours le cas. Lorsque ce n’est pas le cas, il convient
de recourir à quelque approximation pour que leséléments non lińeaires soient remplacés par deśeléments lińeaires.
Ces approximations ne sont géńeralement justifíees que dans une gamme de valeurs correpondantà de petites variations
autour d’un point de fonctionnement au voisinage duquel le comportement du système correspond̀a peu pr̀esà un mod̀ele
linéaire. L’annexeA est consacŕee aux notions de caractéristique statique et de point de fonctionnement.

2.3 Transformée de Laplace

Ce paragraphe a pour but de rappeler ce qu’est la transformée de Laplace1, outil math́ematique ńecessaire pour obtenir
une fonction de transfert d’un système.

Chaque grandeur physique est décrite par un signal temporel c’est-à-dire une fonction du temps. Seuls les fonctions
du temps dites causales, c’est-̀a-dire pour lesquellesf(t) = 0,∀t < 0, sont consid́eŕees. Toute fonction causalef(t) peut
subir une transformation dite de “Laplace”, notéeL et ainsi d́efinie :

f(t) L7−→ F (p) =
∫ ∞

0

f(t)e−ptdt

F (p), si elle existe, c’est-̀a-dire si l’int́egrale est calculable, est appelée transforḿee de Laplace def(t) et la variable com-
plexep = α + jβ (not́ees dans les ouvrages de langue anglo-saxonne) est connue sous le nom de variable de Laplace.
Cet oṕerateur poss̀ede les propríet́es suivantes :

1. linéarit́e :

f1(t) + kf2(t)
L7−→ F1(p) + kF2(p)

1Marquis Pierre Simon de Laplace (1749-1827) : mathématicien et physicien français, auteur de travaux se rapportantà la ḿecanique ćeleste et au
calcul des probabilit́es.
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2. théor̀eme de la d́erivation :

• ḟ(t) L7−→ pF (p)− f(0)

• f̈(t) L7−→ p2F (p)− pf(0)− ḟ(0)

• d
lf(t)
dtl

L7−→ plF (p)− pl−1f(0)− pl−2ḟ(0)− ...− df l−1(0)
dtl

p correspond donc, en présence de conditions initiales nulles,à une d́erivation dans le domaine de Laplace.

3. théor̀eme de l’int́egration :

•
∫ t≥0

0
f(τ)dτ L7−→ F (p)

p

1/p est donc l’oṕerateur d’int́egration dans le domaine de Laplace.

4. théor̀eme du retard :

• f(t− θ) L7−→ e−θpF (p)

5. théor̀eme du d́ecalage fŕequentiel :

• f(t)eωt L7−→ F (p+ ω)

6. théor̀eme de la valeur initiale :

• lim
t→0

f(t) = lim
p→∞

pF (p)

(sous ŕeserve d’existence des deux limites)

7. théor̀eme de la valeur finale :

• lim
t→∞

f(t) = lim
p→0

pF (p)

(sous ŕeserve d’existence des deux limites)

Comme il est parfois fastidieux de calculer la transformée de Laplace d’une fonction temporelle compliquée (de m̂eme que
la transforḿee inverse notéeL −1), en pratique, les automaticiens disposent de tableaux de transformées (Voir tableau1).
Quelques lignes de ce tableau sont justifiées en annexeC.1. Il en existe des versions bien plus complètes dans certains
ouvrages, notamment dans [7].
Ce tableau peut̂etre utiliśe pour passer du domaine de Laplace au domaine temporel. Ceciévite d’utiliser la transformation
L −1 qui est d́efinie en annexeC.2

2.4 Fonction de transfert

La fonction de transfert(parfois appeĺee transmittance) est le mod̀ele le plus usuel en Automatique. Elle s’obtient en ap-
pliquant la transformation de Laplace sur l’équation diff́erentielle. On reprend l’exemple du moteurà courant continu.
Pour simplifier le d́eveloppement, les paramètres prendront les valeurs simples (mais peu réalistes) suivantes :

• J = 1kg.m2

• f = 1N.m.s
• R = 1Ω
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Originalf(t), t ≥ 0 Transforḿee de LaplaceF (p)

Impulsion de Diracδ(t) 1

Echelon d’amplitudeE i.e.EΓ(t)
E

p

Rampe de penteb i.e. bt
b

p2

e−at 1
p+ a

te−at 1
(p+ a)2

tqe−at q!
(p+ a)q+1

sin(ωt)
ω

p2 + ω2

cos(ωt)
p

p2 + ω2

e−at sin(ωt)
ω

(p+ a)2 + ω2

e−at cos(ωt)
p+ a

(p+ a)2 + ω2

Retard puri.e.f(t− θ) e−θpF (p)

TAB . 1 – Table de transforḿees de Laplace
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• L = 10mH
•K = 1N.m/A = 1V.s

Compte tenu de ces valeurs numériques, l’́equation (6) s’écrit :

10−2ÿ + 1, 01ẏ + 2y = u

⇔ ÿ + 101ẏ + 200y = 100u

En appliquantL , il vient :

p2Y (p)− py(0)− ẏ(0) + 101pY (p)− 101y(0) + 200Y (p) = 100U(p) ⇔

(p2 + 101p+ 200)︸ ︷︷ ︸ Y (p) = 100︸︷︷︸ U(p) + (p+ 101)y(0) + y′(0)︸ ︷︷ ︸
D(p) N(p) I(p)

⇔

Y (p) =
N(p)
D(p)︸ ︷︷ ︸ U(p) +

I(p)
D(p)

G(p)

Le second terme deY (p) dépend des conditions initiales (à l’instant0). Il peut être nul si le syst̀eme est intialement
au repos. Il ne traduit pas des propriét́es constantes du comportement entrée/sortie. En revanche,G(p) est une fraction
dont le nuḿerateur et le d́enominateur sont des polynômes enp. Elle est ind́ependante des conditions initiales.G(p) est
appeĺee fonction de transfertet peut s’́ecrire :

G(p) =
100

p2 + 101p+ 200
=

100
(p+ p1)(p+ p2)

avecp1 ' −2 et p2 ' −98

p1 et p2, les racines deD(p), sont appeĺes p̂oles du syst̀eme. Ils ont une grande influence sur le comportement de ce
dernier. Lorsqu’il existe des racines au numérateur, elles sont appelées źeros du syst̀emeet peuvent́egalement influencer
son comportement.

MaisG(p) peut aussi s’́ecrire :

G(p) =
K

(1 + τ1p)(1 + τ2p)
avecτ1 = − 1

p1
' 0, 5, τ2 = − 1

p2
' 0, 01 etK ' 0, 5

τ1 et τ2, que l’on ne peut faire apparaı̂tre que lorsque les pôles sont ŕeels, sont appelées constantes de tempsdu syst̀eme.
On note ici queτ1 est beaucoup pluśelev́ee et correspond approximativementà la dynamique des phénom̀enes ḿecaniques
alors queτ2 est davantage liée aux ph́enom̀eneśelectriques.

SiL est ńegligée, on peut appliquer latransformation de Laplacèa l’équation diff́erentielle (7) et l’on obtient eńeliminant
les termes líes aux conditions initiales :

G(p) =
1

p+ 2
=

0, 5
1 + 0, 5p

Dans ce mod̀ele simplifíe, il ne reste qu’un p̂ole égalà−2 ou une seule constante de tempségaleà0, 5. Ceci revient̀a ne
prendre en compte que la dynamique des phénom̀enes ḿecaniques.

De manìere ǵeńerale, il s’agit d’obtenir pour tout système,éventuellement par approximation, uneéquation diff́erentielle
à coefficients constants et dont chaque membre est linéaire par rapport̀a l’entŕee, à la sortie ainsi qu’̀a leurs d́erivées
successives (si elles sont non nulles) :

an
dny

dtn
+ an−1

dn−1y

dtn−1
+ ... + a1ẏ + a0y = bm

dmu

dtm
+ bm−1

dm−1u

dtm−1
+ ... + b1u̇ + b0u

Pour des conditions initiales nulles et puisquep est l’opérateur de d́erivationdans le domaine de Laplace, on obtient la
forme ǵeńerale de la fonction de transfert :
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G(p) =
N(p)
D(p)

=
bmp

m + ... + b1p + b0
anpn + ... + a1p + a0

(8)

Le degŕe du nuḿerateurN(p) estm et celui du d́enominateurD(p) estn. n estégalement appelé ordre du syst̀eme. Les
pôlesdu syst̀eme sont donc les racines de l’équation caractéristiqueD(p) = 0 alors que leszérosdu syst̀eme sont les
racines deN(p) = 0.D(p) est parfois appelé polyn̂ome carct́eristique.

2.5 Notion de causalit́e

Soit lafonction de transfertd’un syst̀eme telle que celle donnée en (8) (forme ǵeńerale). Physiquement, il est difficilement
concevable quem soit strictement suṕerieur à n. L’on peut toujours imaginer un modèle math́ematique correspondant
à ce cas ou m̂eme tenter une conception pratique mais ceci signifie que la sortie du systèmeà un instant donńe d́epend
de la valeur de l’entŕeeà un instant ult́erieur. C’est pourquoi l’on suppose plutôt, pour un proćed́e, quem ≤ n. Un tel
syst̀eme est dit causalet la fonction de transfert est dite propre(même strictement propresim < n). Lorsque l’on cherche
à construire un système, il est important de prendre en compte cette causalité. La plupart des modèles physiques sont
strictement propres.

2.6 Association de fonctions de transfert

On a d́ejà un peu utiliśe les sch́ema-blocs pour expliquer le principe de laboucle(rétro-action). On peut́egalement s’en
servir pour illustrer deux règles essentielles pour comprendre l’intér̂et de lafonction de transfertlorsque plusieurs systèmes
sont associés pour en constituer un seul. Ainsi, on envisage deux cas d’association de deux systèmes : en parallèle et en
série. La figure13 montre, dans ces deux cas, la fonction de transfert globale correspondante. Ces règles peuvent servir
pour des systèmes plus complexes.

G
1
(p)

G
1

(p)

Systèmes  en parallèle Systèmes en série

+

+U(p) Y(p)

G (p)
2

G(p)

Y(p)U(p) G (p)
2

G(p)=G
1

G(p)=G
1

(p)G(p)+G
2

(p)
2

(p)

G(p)

Fig. 13Fonctions de transfert en parallèle et en śerie

2.7 Fonctions de transfert en boucle ferḿee

On se sert̀a nouveau des schéma-blocs pour ŕesumer le passage de la boucle ouverteà la boucle ferḿee. Deux cas seront
envisaǵes : celui du retour unitaire et celui d’un retour dynamique quelconque (voir figure14).
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Retour unitaire

2
G  (p)

Retour non unitaire

+

−

c
(p) Y(p)

G(p)
ε(p) ε(p) Y(p)U U

c
(p)

 G  (p)
1+ −

Fig. 14Retours unitaire et non unitaire

G2(p) peutêtre par exemple associé à un capteur.

On peut d́efinir la fonction de transfertde la boucle,F (p), couramment apelée “gain de boucle” et correspondantà la
fonction de transfert de l’ensemble de la boucle ouverte, ensemble lui-même appeĺe châıne directe.

• Retour unitaire :
F (p) = G(p)

• Retour non unitaire :
F (p) = G1(p)G2(p)

Dans ce second cas, on distingueG1(p), la fonction de transfert du procéd́e, deF (p), celle de la châıne directe.
On peut aussi, selon une formule attribuée parfois̀a Black2, calculer la fonction de transfert en boucle fermée.

• Retour unitaire :

H(p) =
Y (p)
Yc(p)

=
G(p)

1 +G(p)

• Retour non unitaire :

H(p) =
Y (p)
Yc(p)

=
G1(p)

1 +G1(p)G2(p)

Cette formule est d́emontŕee dansl’annexe A.

3 Réponses des systèmes lińeaires

3.1 Définition de la réponse d’un syst̀eme

La réponse d’un système defonction de transfertG(p) correspond̀a la forme du signal de sortiey(t) lorsque le syst̀eme
est excit́e par un signal d’entrée connuu(t). On distingue plusieurs types de réponse selon le signal d’entrée. Certaines
réponses sont très couramment́etudíees pour comprendre le fonctionnement d’un système. En toute logique, la réponse
d’un syst̀eme d́epend de la valeur de la sortieà l’instant initial consid́eŕe. Cependant,̀a des fins de simplification de ce
cours, nous ne nous intéresserons qu’à des ŕeponses pour lesquelles les conditions initiales sont nulles.

2Harold Stephen Black (1898-1983) : ingénieurélectronicien aḿerician dont les travaux sur la contre-réaction vers 1934 ont ouvert des voiesà
l’Automatique.
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3.2 Réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelleest la ŕeponsèa une impulsion unitaire de Dirac3. On l’étudiera peu dans ce cours. Cependant,
on rapelle que siu(t) = δ(t), alors sa transforḿee de Laplace estU(p) = 1 (voir tableau1 et annexeC.1). Celle dey(t)
est donc :

Y (p) = G(p)

Le signal temporely(t) recherch́e est donc tout simplement latransforḿee de Laplaceinverse de la fonction de transfert.

y(t) = L −1(G(p))

3.3 Réponse indicielle

La réponse indicielled’un syst̀eme est sa réponseà un échelon unitaireu(t) = Γ(t), également appelé fonction de
Heaviside4. Cette fonction est représent́ee sur la figure15.

Système

0

1

t

y(t) ?

u(t)= Γ(t)

Fig. 15Réponsèa unéchelon unitaire

3.3.1 Ŕeponse indicielle d’un syst̀eme canonique de premier ordre

On rappelle que lafonction de transfertd’un syst̀eme canonique (nuḿerateur constant) de premier ordre est de la forme :

G(p) =
Y (p)
U(p)

=
K

1 + τp

K est appeĺe gain statiqueet τ est appeĺe constante de temps. Cette fonction de transfert correspond, en appliquant la
transformation inverse de celle de Laplace,à l’équation diff́erentielle :

y(t) + τ ẏ(t) = Ku(t), t ≥ 0

� On peut d́eterminer la ŕeponsèa partir de cettéequation. En effet, la solution d’une telleéquation, compte tenu que
u(t) = 1 poutt ≥ 0, est donńee par (cf. cours de mathématiques) :

y(t) = Ce−t/τ︸ ︷︷ ︸ + K︸︷︷︸
Solution de l’́equation homog̀ene associée solution particulìere

oùC est une constantèa d́eterminer. En consid́erant quey(0) = 0, on d́eduit queC = −K. Il vient donc

y(t) = K(1− e−t/τ )

� On peut retrouver ce résultat directement̀a partir de la fonction de transfert puisque l’on ne considère pas de condi-
tions initiales. On note d’abord queU(p) = L (u(t)) = 1/p ce qui conduit̀a écrire : :

3Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) : mathématicien et physicien britannique d’origine suisse ayant participé à la cŕeation de la Ḿecanique
Quantique. Prix Nobel de Physique en 1933.

4Oliver Heaviside (1850-1925) : physicien britanniqueà l’origine, entre autres, de la notion d’impédance et du calcul opérationnel. Il d́ecouvrit
l’ionosph̀ere
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Y (p) = G(p)U(p) =
K

p(1 + τp)

La décomposition eńeléments simples aboutità :

Y (p) =
K
τ

p(p+ 1
τ )

=
K

p
− K

p+ 1
τ

En appliquantL −1, il vient (cf. tableau1) :

y(t) = KΓ(t) − Ke−t/τ

et l’on retrouve, par factorisation, le résultat pŕećedent.

Dans le cas dumoteurélectriqueétudíe dans la partie préćedente, on aK = 0, 5 et τ = 0.5s (mod̀ele simplifíe). La
réponse d’un tel système est donńe par la figure16.

Fig. 16Réponse indicielle d’un premier ordre canonique

A partir de cette ŕeponse, on peut définir plusieurs notions sur les réponses des systèmes en ǵeńeral et des systèmes de
premier ordre en particulier. On note d’abord que le signal de sortie tend asymptotiquementvers une valeur (ici0, 5) sans
jamais l’atteindre math́ematiquement. Cette convergence asymptotique est toujours vérifiée pour les mod̀eles lińeaires qui
sont dits stables (cette propriét́e seráetudíeeultérieurement). C’est pourquoi, dans la réponse, on distingue deux phases :

– le régime transitoirequi correspond̀a l’évolution du signal de sortie dans les premiers instants de la réponse et qui dure
un tempstr apṕelé temps de ŕeponse.

– Au del̀a de ce temps, le signal passe en régime permanent, c’està dire que le signal de sortie reste entre95% et 105%
de sa valeur finaleyRP (correspondant̀a l’asymptote).

Surcette courbe, on constate que le temps de réponse correspond̀a l’instant òu le signal atteint0, 475, soit tr = 1, 5s.

Par ailleurs, on peut définir ∆Y = yRP − y(0), la variation totale du signal de sortie (ici∆Y = 0, 5 − 0 = 0, 5
puisque la condition initiale est nulle). De même, on peut d́efinir ∆U , la variation du signal d’entrée (ici∆U = 1−0 = 1
puisqu’il s’agit d’unéchelon unitaire). Il est facile (voir annexeE) de d́emontrer que
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K =
∆Y
∆U

= G(0)

On peut donc retrouver legain statique du système. Cette d́efinition reste valable pour tout système, m̂eme d’ordre plus
élev́e. On note que dans le cas présent,K = 0, 5, ce qui signifie quey(t) ' 0, 5u(t) en ŕegime permanent.

Néanmoins, certaines propriét́es sont sṕecifiques aux systèmes canoniques de premier ordre. Ainsi, un tel système ne
comportant qu’une seuleconstante de temps, on peut la retrouver,̀a l’instar du gain statique, sur la réponse du système.
En effet, pour un tel système, il existe trois façons simples de la déterminer :
– à partir dutemps de ŕeponsecartr = 3τ .
– τ correspond au temps que met le signal de sortie pour varier de63% de∆Y .
– la tangeantèa la courbe au niveau du point intial(0; y(0)) coupe l’asymptote du régime permanent̀a t = τ .
La constante de temps traduit la rapidité de la ŕeponse du système. Moindre elle est, plus rapide est cette réponse.

3.3.2 Ŕeponse indicielle d’un syst̀eme canonique de deuxième ordre

Un syst̀eme canonique de deuxième ordre a pourfonction de transfert

G(p) =
K

1 + 2
m

ωn
p+

1
ω2

n

p2
=

Kω2
n

p2 + 2mωnp+ ω2
n

K est toujours legain statiquedu syst̀eme. Il conserve la m̂eme d́efinition.m est appeĺe coefficient d’amortissementet
ωn est appeĺe pulsation propre non amortie. De ces deux param̀etres d́epend la forme de la réponse, en particulier de la
valeur dem.

On noteλ1 et λ2 les racines du d́enominateur deG(p). Pour simplifer , on consid̀ereK = 1 ce qui ne change rieǹa
la forme des courbes. On distingue 5 cas :

◦ m > 1 ⇒ λ1,2 = −mωn ± ωn

√
m2 − 1 sont ŕeels et

y(t) = 1− (λ2e
−λ1ωnt − λ1e

−λ2ωnt)/(λ2 − λ1)

La réponse est dite apériodiquec’està dire sans oscillation.

◦ m = 1 ⇒ on a un p̂ole doubleλ1 = λ2 = −mω et

y(t) = 1− e−ωnt − ωnte
−ωnt

La réponse reste apériodique.

◦ 0 < m < 1 ⇒ λ1,2 = −mωn ± jωn

√
1−m2 sont complexes et

y(t) = 1− (e−mωnt/
√

1−m2) sin(ωpt+ Ψ)

avecsinΨ =
√

1−m2, cos Ψ = m etωp = ωn

√
1−m2.

La réponse est oscillatoire amortie avec une pulsationωp. Elle est dite pseudo-périodique. Les oscillations sont d’autant
plus marqúees quem est moindre. C’est seulement lorsquem < 0.707 que les oscillations sont vraiment apparentes ;
au del̀a, seul un d́epassement peutêtre perceptible.

◦ m = 0 ⇒ λ1,2 = ±jωn. La réponse est tout simplement sinusoı̈dale de pulsationωn. Le syst̀eme est un oscillateur.

◦ m < 0 ⇒ la réponse est oscillatoire non amortie et diverge. Ceci correspondà un syst̀eme instable (voir Partie4).
Voici plusieurs ŕeponses indicielles de ce système canonique de deuxème ordre, correspondantàK = 1, pourωn = 1 et
pour diverses valeurs dem > 0 (figure17).
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Fig. 17Réponse indicielle d’un deuxième ordre ordre canonique

Dans le cas du modèle dumoteurà courant continu, on a :

G(p) =
K

(1 + τ1p)(1 + τ2p)
avecτ1 = − 1

p1
' 0, 5, τ2 = − 1

p2
' 0, 01 etK ' 0, 5

ce qui signifie, puisque deuxconstantes de tempsapparaissent, que lespôlessont ŕeels, c’est-̀a-direm > 1. La réponse
de ce mod̀ele est donńee par la figure18 où l’on voit que,τ2 étant nettement moindre queτ1, la dynamiquéelectrique
n’apparâıt presque pas sur la réponse qui ressembleà une ŕeponse de premier ordre.

Fig. 18Réponse indicielle du modèle complet du moteuŕelectrique

3.3.3 Remarque sur les p̂oles des syst̀emes

De manìere ǵeńerale, quel que soit l’ordre du système, despôlescomplexes engendrent une réponse oscillatoire.Plus la
partie imaginaire est grande devant la partie ŕeelle, plus les oscillations sont marqúees. En revanche, des pôles ŕeels
n’engendrent pas de transitoire oscillant. Alors, que se passe-t-il lorsqu’il y des pôles ŕeels et complexes dans le même
mod̀ele ? Il faut distinguer les p̂oles dominants (partie réelle faiblement ńegative) correspondant aux dynamiques lentes
(la dynamique ḿecanique dans le cas dumoteur) des p̂oles rapides (partie réelle fortement ńegative) correspondant aux
dynamiques rapides (la dynamiqueélectrique dans le cas dumoteur). Ce sont les p̂oles dominants qui ont la plus grosse
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influence sur le ŕegime transitoire.
Par ailleurs, le cas des pôlesà partie ŕeelle positive sera traitée ult́erieurement dans le cadre de lastabilit́edes syst̀emes.

3.3.4 Remarque sur les źeros

Il n’est trait́e dans cette partie que des systèmes canoniques c’est-à-dire ne comportant pas dezéro. La pŕesence de źeros
peut entrâıner des d́epassements inattendus dans la réponse mais leur influence est beaucoup plus difficileà analyser que
celle despôles.

3.3.5 Remarque sur les mod̀eles d’ordre élev́e

Pourétudier la forme de la réponse d’un système d’ordre suṕerieur, il peut̂etre astucieux de trouver un modèle d’ordre 2
qui soit une bonne approximation de son comportement, par exemple en négligeant certaines dynamiques rapides (en ne
consid́erant que lespôles dominants).
Toutefois, la ḿethode ǵeńerale pour obtenir la forme de la sortiey(t) d’un syst̀eme d́ecrit par (8) est d’exprimerY (p) =
G(p)/p, de d́ecomposer cettetransforḿee de Laplaceen éléments simples et d’essayer d’appliquerL −1 sur chaque
élément simple en utilisant le tableau1. Cette d́emarche est d́etaillée en annexeF afin de montrer, entre autres, l’influence
despôlessur la ŕeponse.

Remarque 3 : Il est souvent plus facile de décomposerpY (p) enéléments simples et de rediviser le résultat parp avant
d’utiliser L −1.

3.4 Les ŕeponses fŕequentielles ou harmoniques

3.4.1 D́efinition

La réponse fŕequentielle (encore appelée harmonique) est la réponse en régime permanent (c’est-à-dire pourt → ∞)
à une entŕee sinusöıdale. En effet, si l’on consid̀ere que tout signal d’entrée peut̂etre d́ecompośe en une somme (finie
ou infinie) de signaux sinusoı̈daux de diverses fréquences, il est important de savoir comment un système ŕeagit à des
excitations selon la fréquencef (ou la pulsationω : on rappelle queω = 2πf ).
La réponse d́epend donc de la pulsationω aussi parle-t-on de réponse fŕequentielle. Elle est particulièrement priśee des
automaticiens comme on le verra par la suite.

3.4.2 Lien avec la fonction de transfert

Il faut avant tout savoir que lorsqu’un système de mod̀ele linéaire est excit́e par une entrée sinusöıdaleu(t) = Um sin(ωt),
il r épond de telle sorte qu’en régime permanent (c’est-à-dire apr̀es un certain temps de transition), la sortie est décrite par :

y(t) = A(ω)Um sin(ωt+ φ(ω))

La réponse est donc sinusoı̈dale de m̂eme fŕequence mais d́ephaśee par rapport̀a l’entŕee. Cette assertion est démontŕee
dans l’annexeG. L’amplitude de la sortie et son déphasage (couramment appelé phase) d́ependent tous deux deω.
On peut d́emontrer que le gain harmoniqueA(ω) vérifie :

A(ω) = |G(jω)|

En outre, on peut aussi montrer que le déphasageest tel que :

φ(ω) = Arg(G(jω))

Ainsi, si l’on connait lafonction de transfertG(p) du syst̀eme, on peut d́eduire le nombre complexeG(jω) et disposer
des informations ńecessaires pourétablir la ŕeponse harmonique (voir annexeG).
Toutefois, l’information est plus exploitable lorsqu’elle est présent́ee sous forme graphique comme ci-dessous.
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3.4.3 Diagramme de Bode

Dans le diagramme de Bode5, l’information est pŕesent́ee en deux parties. Une première courbe représente legain du
syst̀eme en fonction de la pulsation. La seconde montre ledéphasageen fonction de cette m̂eme pulsation. Pour que ces
graphes puissentêtre construits efficacement, il faut toutefois satisfaire quelques règles :
– La pulsation est graduée eńechelle logarithmique.
– L’amplification n’est pas donńee directement mais on porte en ordonnée ce qu’on appelle le gain en décibelssoit
T (ω) = 20log(|G(jω)|), l’ échelle restant alors linéaire.

– Le déphasage est gradué en degŕes ou en radians en utilisant uneéchelle lińeaire
L’avantage d’un tel diagramme est que les courbes suivent des asymptotes. De ce fait, on peut tracer un diagramme
asymptotique de Bode qui aideà la construction du diagramme réel.

a. Diagramme de Bode d’un mod̀ele canonique de premier ordre
Prenons par exemple le modèle de premier ordre dumoteurélectrique:

G(p) =
K

1 + τp
avec K = 0, 5 et τ = 0, 5

Le diagramme de Bode de ce modèle est donńe par la figure19.

Fig. 19Diagramme de Bode du modèle de premier ordre du moteurà courant continu

Il peut être fastidieux de construire point par point un tel diagramme. Cependant, on peut avoir une idée de sa forme en
en ŕealisant un traće asymptotique. En effet, il s’agit de tracer d’abordT (ω) = 20log(|G(jω)|). Ainsi, pour des basses
fréquences, on a une asymptote horizontaleà T0 = 20log(K) ce qui est normal puisque les basses fréquences corres-
pondent au comportement statique. Pour les hautes fréquences, le système tend vers une amplification nulle (−∞ endB).
Sans entrer dans la technique de construction des asymptotes, on montre que l’asymptote en hautes fréquences doit avoir
une pente de−20dB par d́ecade et couper l’horizontalèa ω = 1/τ . Par ailleurs, au niveau de cette même pulsation,
la courbe ŕeelle se situèa−3dB au dessous des asymptotes ce qui signifie que le carré de l’amplification a diminúe de
moitié par rapport au comportement statique (signal de sortie deux fois moinsénerǵetique).

5Hendrik W. Bode : inǵenieur aḿericain dont les travaux essentiels remontent aux années 1940-1945.
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On d́efinit la bande passanted’un tel syst̀eme par la gamme de pulsations (ou de fréquences) pour lesquelles le gain
T se situe entreT0 − 3 etT0, c’est-̀a-dire l’intervalle de pulsations[0; 1/τ ]. ωc = 1/τ est appeĺee pulsation de cassureou
de coupure.

Pour ce qui est dudéphasage, il est facile de voir qu’en statique, il est nul (l’argument d’un nombre réel positif étant
nul) et pour de tr̀es hautes fŕequences,G(jω) tend vers un nombre imaginaire purà partie imaginaire ńegative donc son
argument est de−90◦. Ceci permet de tracer deux asymptotes. On peut aussi montrer, pour aider au tracé de cette courbe
de phase, qu’àω = 1/τ , on aφ = −45◦.

Ce traće est mieux justifíe en annexeH.1.

b. Diagramme de Bode d’un mod̀ele canonique de deuxìeme ordre
Pour un syst̀eme de second ordre, le tracé est plus d́elicat et l’on ne pourra dans ce cours entrer dans les détails de
construction. On peut toutefois donner quelques exemples correspondant au modèle canonique avecK = 1 et ωn =
1rad/s, pour différentes valeurs dem > 0 : voir figure20.

Diagramme de Bode d’un deuxième ordre canonique
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Fig. 20Diagramme de Bode du modèle canonique de deuxième ordre ordre en fonction dem

On constate que pour des valeurs suffisammentélev́ees dem, le syst̀eme ce comporte comme un filtre passe-bas assez
classique. En revanche pour des valeurs faibles dem, il présente une résonnancèa la pulsationωR = ωn

√
1− 2m2 .

Moindre estm, plus forte est cette résonnance. On peut la quantifier en calculant le coefficient de surtensionQ, défini
par :

Q =
|G(jωR)|
|G(0)|

=
1

2m
√

1−m2

Le maximum du gain en d́ecibels, correspondantà la pulsation de résonnanceωR, est deT0 + 20log(Q) avecT0 =
20log(K). Dans le cas de la figure20, on aT0 = 20log(K) = 0dB donc le maximum est̀a20log(Q).

On peut remarquer que cette résonnance n’apparaı̂t pas exactement̀a ωn sauf sim = 0. En effet, la pulsation propre
non amortieωn correspond, comme son nom l’indique,à la pulsation propre d’un système qui n’est pas amorti donc pour
lequel le coefficient d’amortissement est nul. Dans ce cas,Q tend vers l’infini.
Au niveau des asymptotes, on retrouve une asymptote horizontaleàT0 = 20log(K) et une asymptote en hautes fréquences
coupant l’asymptote horizontale enωn et de pente−40dB par d́ecade.

La bande passante du système se d́efinit cette fois-ci par la gamme de fréquences ou de pulsations pour laquelleT (ω) ≥
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T0 − 3.

Pour ce qui est de laphase, elle évolue d’une asymptote horizontaleà 0◦ en statique jusqu’à une autrèa −180◦ en
hautes fŕequences. Sim est asseźelev́e, elle peut suivre une autre asymptote horizontaleà−90◦ autour deωn et l’on peut
par ailleurs montrer queφ(ωn) = −90◦.

Remarque 4 : on peut pŕef́erer parler de fŕequencef (mesuŕee en Herz (Hz)) plutôt que d’utiliser la pulsationω (mesuŕee
en radians par seconde (rad/s)). Le diagramme de Bode se construit de la même manìere mais l’abscisse est graduée en
Hz. On rappelle queω = 2πf .

c. Diagramme de Bode associé à une châıne directe
Il arrive très souvent que l’automaticien soit amené à tracer le diagramme de Bode d’unechâıne directeavec comme
connaissance préalable, lafonction de transfertdes diff́erents blocs composant cette chaı̂ne directe. Un cas particulièrement
courant est celui òu la châıne directe est composé de deux blocs en série comme au paragraphe2.6. La fonction de transfert
de la châıne directe est alors donnée par le produit

F (p) = G1(p)G2(p)

G1(p) peut par exemple correspondreà la fonction de transfert d’unrégulateur(alors not́eeR(p)) etG2(p) à celle du
proćed́e.
Si l’on suppose que les diagrammes de Bode associésà ces deux blocs sont facilement traçables, alors il est facile de voir
que la ŕeponse harmonique de toute la chaı̂ne directe de mod̀eleF (p) est la somme ǵeoḿetrique des deux diagrammes
respectivement associés aux blocsG(p) etG2(p).
En effet, concernant legain en d́ecibels, on a :

T = 20log|F (jω)| = 20log|G1(jω)G2(jω)| = 20(log|G1(jω)| + log|G2(jω)| = T1 + T2

Ainsi, les deux courbes de gain (asymptotiques ou réelles) doivent̂etre ǵeoḿetriquement ajoutées dans le plan de Bode.

De même, pour ledéphasage, il faut remarquer que l’argument du produit de deux nombres complexes estégal à la
somme des arguments des facteurs et il vient :

Arg(F (jω)) = Arg(G1(jω)G2(jω)) = Arg(G1(jω)) + Arg(G2(jω))

Ceci montre que les deux courbes de phase (asymptotiques ou réelles) doivent́egalement̂etre ǵeoḿetriquement ajoutées
dans le plan de Bode. Une illustration de ce qui préc̀ede est fournie enAnnexe B.

Remarque 5 : cette propríet́e est valable pour un nombre de blocs supérieur à 2. Par conśequent, elle peut̂etre efficace-
ment utiliśee pour connâıtre la réponse harmonique deG(p) si l’expression deG(p) est compliqúee. On peut́ecrireG(p)
comme le produit de plusieurs facteurs ayant une réponse fŕequentielle simple puis tracer la somme de toutes les courbes
pour obtenir le diagramme de Bode final. Certaines règles de construction de facteurs du premier ordre sont données en
annexeH.1.

Il existe d’autres représentations fŕequentielles qui sont présent́ees tr̀es brìevement ci-dessous.

3.4.4 Lieu de Black ou de Nichols

On repŕesente l’information que constitueG(jω) de la façon suivante : en abscisse on porteφ(ω) et en ordonńee on porte
A(ω). On obtient une courbe paramétŕee parω (exemple sur la figure21).
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Fig. 21Diagramme de Black d’un système quelconque

La construction d’un tel diagramme est fastidieuseà la main. Soit l’on passe par lediagramme de Bode, soit l’on utilise
un ordinateur. Ce lieu permet de développer des outils en Automatique. Il ne sera cependant pasétudíe dans ce cours.

3.4.5 Lieu de Nyquist

Le lieu de Nyquist6 est une autre manière de pŕesenter la m̂eme information. Cette fois-ci, l’abscisse du repère est la partie
réelle deG(jω) et l’ordonńee est sa partie imaginaire (Voir figure22).

Fig. 22Lieu de Nyquist d’un système quelconque

Ce lieu est tr̀es utile aux automaticiens pourétablir les propríet́es des systèmes ou d́evelopper des outils d’analyse et de
commande. Dans la pratique quotidienne, on lui préfère ǵeńeralement lediagramme de Bode.

4 Stabilité des syst̀emes lińeaires continus

Dans cette partie, une idée assez superficielle de la stabilité des syst̀emes lińeaires̀a temps continu est présent́ee.

6Harry Nyquist : inǵenieur aḿericain dont la publication principale datant de 1932 concerne lecritère de stabilit́edu même nom.
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4.1 Définition générale et intuitive de la stabilité d’un état d’équilibre ou d’un système

Un état d’́equilibred’un syst̀eme est uńetatnon modifié lorsque le syst̀eme est livŕe à lui-même (nientŕee, ni perturba-
tion). On dit que le système est autonome.

Par exemple, si l’on considère lemoteurà courant continuet que l’on suppose que l’induit de ce dernier ne reçoit aucune
tension, alors il ne tourne pas. On peut dire qu’il s’agit d’unétat d’́equilibre. En l’absence d’entrée, la sortie n’́evolue pas.

On s’int́eresse maintenantà la stabilit́e d’un état d’́equilibre. Pour mieux comprendre ce concept, on procède par une
analogie ḿecanique matérialiśee sur la figure23ou3 billes sont eńequilibre.

Equilibre instable Equilibre simplement stable

Equilibre
asymptotiquement stable1

2 3

Fig. 23Stabilite deśequilibres d’une bille

La bille 1 est enétat d’́equilibre mais cet́equilibre est pŕecaire puisqu’̀a peine la pousse-t-on un peu, elle s’éloigne
irrémédiablement de sa position d’équilibre. C’est pourquoi l’on dit qu’un teĺequilibre est instable. Au contraire, la
bille 2 est encaisśee dans un creux et une petite poussée ne peut la d́eloger. Elle conservera sa position. On parle alors
d’équilibre asymptotiquement stable. Enfin, la bille 3 est dans une situation intermédiaire. En effet, une petite poussée la
déplacera mais m̂eme si sa position change, elle sera voisine de la position initiale et la bille ne séloignera pas̀a l’infini.
En fait, la bille adopte une autre position d’équilibre. On dit alors que l’équilibre initial est simplement stable.

Dans la commande des systèmes lińeaires, la stabilit́e asymptotique est une propriét́e imṕerativeà satisfaire. On peut
en donner la d́efinition formelle suivante :
Un syst̀eme autonome(sansentrée) est dans unétat d’équilibre asymptotiquement stable quand,́ecarté de cetétat
sous l’effet d’une perturbation, il revient à cet état (au bout d’un tempśeventuellement infini, c’est d’ailleurs le cas
math́ematiquement avec les systèmes lińeaires).

Dans le cadre de la modélisation lińeaire, on peut montrer que lorsqu’un système autonome estasymptotiquement stable,
il n’a qu’un seulétat d’́equilibre. On dit alors que c’est le système lui-m̂eme qui est asymptotiquement stable (ou stable
par concision).

4.2 Influence sur le comportement entŕee/sortie

Pour bien comprendre l’importance de lastabilit́e asymptotiquesur le comportement d’un système, il faut se pŕeocupper
de ce qu’il advient lorsque le système est excit́e par un signal d’entrée. En ŕealit́e, si le syst̀eme est asymptotiquement
stable, cela signifie que pour toute entrée borńee (c’est-̀a-dire ne tendant pas vers l’infini), la sortie est elle-même borńee
(elle ne diverge pas). Au contraire, si le système estinstable, le moindre petit signal d’entrée peut entrâıner une sortie
divergeant vers l’infini ce qui en pratique peut causer des dommages matériels mais aussi humains (On peut se convaincre
de ceci en consultant l’annexeF apr̀es avoir lu l’int́egralit́e de cette partie sur la stabilité). On consid̀ere, pour simplifier,
que lastabilit́e simpleest un stade interḿediaire entre la stabilité asymptotique et l’instabilité.

Compte tenu de cette remarque, il paraı̂t évident que la śecurit́e à bord d’un v́ehicule implique l’implantation delois
de commanderendant les divers systèmes stables.
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Il existe plusieurs crit̀eres pour attester ou non de la stabilité d’un syst̀eme lińeaire. Il est inutile de les voir tous mais
certains sont pŕesent́es dans ce qui suit.

4.3 Critère des racines

Un mod̀ele linéaire estasymptotiquement stablesi et seulementsespôlessont tousà partie r éelle strictement ńegative.
On rappelle que les pôles sont les racines du dénominateur de lafonction de transfert. Un seul p̂ole ayant une partie réelle
positive conduit irŕemédiablement̀a des ph́enom̀enes d’instabilit́e.
Il a déjà ét́e vu que lespôlespeuvent avoir une influence sur le temps de réponse et sur les oscillations. On voit ici qu’ils
revêtent une importance encore plus grande.
On peut ŕesumer tout ceci en faisant apparaı̂tre des marges de stabilité dans le plan de Laplace où l’on peut localiser les
racines deD(p) (figure24). Si l’on suppose que tous les pôles sont sitúes dans la zone colorée, alors on peut définirσ, une
marge de stabilit́e absoluequi traduit la rapidit́e du syst̀eme. De m̂eme, on peut montrer que lecoefficient d’amortissement
d’un syst̀eme estm = sin(ψ) oùψ est l’angle indiqúe sur la figure24. Siψ diminue, alorsm diminue jusqu’̀a l’instabilité
c’est-̀a-direm < 0 (réponse indicielleavec oscillations d’amplitude croissante).

σ

Re(p)

Im(p)
ψ

Fig. 24Stabilit́e dans le plan de Laplace

L’influence des p̂oles est d́etaillée dans le paragrapheF des annexes.

4.4 Critère du revers pour la stabilité d’un syst̀eme boucĺe

Il existe un crit̀ere établi sur la base de la réponse fŕequentielle des systèmes. Il est appelé crit̀ere du revers. Histori-
quement, il futénonće dans leplan de Nyquist. Il découle d’une forme plus complète dite “crit̀ere de Nyquist” et est̀a
l’origine de nombre de d́eveloppements en Automatique. N’étant pas toujous facilement exploitable pour un non-initié,
une interpŕetation simplifíee en est présent́ee dans leplan de Bode.

Attention ! Ce crit̀ere aét́e établi pour attester ou non de la stabilité d’un syst̀eme boucĺe par un retour

unitaire simple. Cependant il s’applique en regardant la réponse, dans leplan de Bode, du syst̀eme en boucle ouverte,

c’est-̀a-dire, puisque leretour est unitaire, dela châıne directe.

Crit ère du revers : un syst̀eme boucĺe unitairement est stable quand, sur le diagramme de Bode correspondantà la
boucle ouverte,̀a la pulsation pour laquelle on a un gainT = 0dB, la courbe correspondant au déphasage est encore
au-dessus de−180◦ ou quand, ŕeciproquement,̀a pulsation pour laquelle le d́ephasage atteint−180◦, le gain en d́ecibels
est d́ejà inférieur à 0dB.

Ce crit̀ere expriḿe ainsi atteste de manière booĺeenne de la stabilité. On peut toutefois quantifier de façon plus précise la
stabilit́e en d́efinissant les marges de stabilité d’un syst̀eme. En effet, on appelle marge de phase(not́eeΦm) l’oppośe du
déphasagèa la pulsationωg pour laquelleT (ωg) = 0dB. Cette m̂eme pulsationωg est appeĺee pulsation critique.
De la m̂eme manìere, on d́efinitGm, la marge de gain, comme l’oppośe du gainT (ωφ), appeĺe gain critiqueoùωφ désigne
la pulsatioǹa laquelle le d́ephasage est de−180◦.
Ces marges sont représent́ees sur la figure25dans le cas d’un système stable.
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Il est évident que ces marges doiventêtre positives pour que le système soit stable. Elles donnent un degré de la stabilit́e
du syst̀eme boucĺe. Plus elles sont́elev́ees, plus le système boucĺe est stable. Un système boucĺe en limite de stabilit́e est
un syst̀eme pour lequel, sur le diagramme de Bode de la chaı̂ne directe,Φm = Gm = 0 etωφ = ωg. Par ailleurs, il peut
arriver que les marges ne puissentêtre d́efinies si les horizontalesT = 0dB et φ = −180◦ ne sont pas coupées par le
diagramme. Les marges sont alors considéŕees comme infinies.

Attention ! La plus grosse erreur de raisonnement serait de tracer lediagramme de Bodedu syst̀eme en boucle

fermée pour en d́eduire ses marges de stabilité. Il faut tracer la ŕeponse de la boucle ouverte pour conclure quantà la

stabilit́e de la boucle ferḿeé.
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Fig. 25Marges de stabilit́e d’un mod̀ele stable quelconque

5 Réglage des systèmes boucĺes

Dans cette dernière partie, les problèmes de commande sont abordés m̂eme si ce cours se contentera d’évoquer une
technique sans l’approfondir.

5.1 Principe de la commande par retour unitaire

On se contente d’envisager des commandes du type de celle schématiśee sur la figure26 où un ŕegulateurdefonction de
transfertR(p) est plaće devant le système de fonction de transfertG(p). La sortie est rebouclée unitairement sur l’entrée
du ŕegulateur et l’on distingue l’entrée du syst̀eme en boucle ferḿeeyc, appeĺeeconsigneou ŕeférencede l’entŕee du
syst̀eme en boucle ouverteu , dite commande, géńeŕee par le ŕegulateur̀a partir de l’erreurε entre la consigneyc et la
sortie du syst̀emey. Tout l’art de la commande consisteà concevoir un ŕegulateur,̀a partir du mod̀ele du syst̀eme en
boucle ouverte, qui puisse conférer au syst̀eme en boucle ferḿee des propriét́es satisfaisantes parmi lesquelles lastabilit́e,
la rapidit́e, la pŕesence plus ou moins marquée d’oscillations, la précision, le rejet depertubation...

−
+

R(p) G(p)
cY (p) ε(p) U(p) Y(p)

Fig. 26Sch́ema classique d’une régulation avec retour unitaire
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5.2 Régulation proportionnelle

On commence par considérer lerégulateurle plus simplèa savoir le ŕegulateur dit proportionnel :R(p) = A. On dit que
ce ŕegulateur est statique car il ne dépend pas dep.

5.2.1 Influence deA sur la stabilit é

On remarque d’abord que siA = 1, ceci revientà une absence de régulateur. Pour comprendre l’influence deA sur
la stabilit́e du syst̀eme boucĺe, on peut se référer au crit̀ere du revers et plus préciśement, voir ce que deviennent les
marges de stabilité d́efinies dans Bode. Pour attester de la stabilité du syst̀eme boucĺe, il convient, comme on l’a vu
de tracer lediagramme de Bodede la châıne directe, à savoirAG(p). Ainsi, si l’on regarde la figure25, on com-
prend que siA augmente, le lieu dudéphasagen’est pas modifíe ; en revanche, la courbe degain remonte puisque
T = 20log(|AG(jω)|) = 20log(|G(jω)|) + 20log(A), ce qui a pour effet de déplacer lapulsation critiqueωg vers
la droite, l̀a òu le d́ephasage se réduit. Ainsi, lamarge de phasediminue et peut m̂eme s’annuler (pour certains systèmes)
et changer de signe. D’où l’on conclut que l’augmentation du gain proportionnelA est pŕejudiciableà la stabilit́e du
syst̀eme boucĺe. Ceci est vrai pour la plupart des systèmes.

5.2.2 Influence deA sur la rapidit é

Pour comprendre l’influence deA sur larapidit́e, on peut raisonner sur un premier ordre comme le modèle simplifíe du
moteurà courant continupour lequel on a unefonction de transfertde la forme (A peut inclure le gain durégulateuret le
gain statiquedu syst̀eme) :

AG(p) =
0, 5A

1 + 0, 5p

La formule de Blackconduità lafonction de transferten boucle ferḿee (apr̀es mise sousforme canonique) :

H(p) =

0, 5A
0, 5A+ 1

1 +
0, 5

0, 5A+ 1
p

Si A augmente, on constate que legain statiqueen boucle ferḿee (A/(A + 1)) a tendancèa se rapprocher de1, ce qui
est bien et laconstante de tempsen boucle ferḿee (0, 5/(A + 1)) diminue. On comprend donc queA peut permettre
d’acćelérer le syst̀eme. C’est un effet classique du gain proportionnel. On dit qu’il assure une certaine raideurau syst̀eme
(rapidit́e). Pour illustrer ces propos, la figure27 montre laréponse indicielledu mod̀ele boucĺe pourA = 2, A = 4 et
A = 20.
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Fig. 27Réponses du moteur bouclé pourA = 2, A = 4 etA = 20
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Type deG(p) →
Yc(p)
↓

0 1 2 Nom de l’erreur

E

p

E

1 +AK
0 0 εp : erreur statique ou de position

b

p2
∞ b

AK
0 εv : erreur de vitesse

TAB . 2 – Pŕecision des systèmes

5.2.3 Influence deA sur la pr écision

Dans ce paragraphe, on revient sur la notion de précision de manière plus explicite. On dit qu’un système est pŕecis
lorsqu’enrégime permanent, la sortie est́egaleà laconsigne(ce qui revient̀a obtenir un gain statique de1). La pŕecision
se mesure en regardant l’erreurε :

lim
t→∞

ε(t) = lim
p→0

pε(p) =
pYc(p)

1 +AG(p)
(9)

On constate avec cette formule que la précision d́epend de trois choses :

– la consigne.
– la fonction de transfertdu syst̀emeG(p).
– le gainA dont on veut apprécier l’influence.

L’on distinguera deux types d’entrée, leśechelonsYc(p) = E/p et les rampesYc(p) = b/p2.
L’on distinguera aussi les systèmes (en boucle ouverte) selon leur type . Le type (ou la classe .) d’un système est le nombre
α d’intégrateurs (unintégrateurest mod́elisé par1/p) que comprend sa fonction de transfert. Ainsi, les systèmes de type
α = 0, 1 ou2 peuvent s’́ecrire :

α = 0 : G(p) = K × 1 + a1p+ ...

1 + b1p+ ...

α = 1 : G(p) =
K

p
× 1 + a1p+ ...

1 + b1p+ ...

α = 2 : G(p) =
K

p2
× 1 + a1p+ ...

1 + b1p+ ...

Compte tenu de la formule (9), on peut facilement d́eduire le tableau2 où l’on s’aperçoit que le gainA est propicèa une
amélioration de la pŕecision. On s’aperçoit́egalement que la présence d’int́egrateurs dans lachâıne directepeut conduire
à obtenir la pŕecision souhait́ee ce qui conduit souventà dire qu’“un int́egrateur correspond̀a un gain infini”. Du reste, la
figure27montre qu’une valeur infinie deA impliqueraitεp = 0.
En ŕesuḿe, pour pŕetendre avoir une bonne précision, on peut augmenterA mais il y a un risque d’instabilité. De m̂eme,
on peut introduire un intégrateur dans le régulateur pour augmenter le type de lachâıne directemais tout int́egrateur ajoute
undéphasagede−90◦ ce qui peut conduirèa une trop forte diminution de lamarge de phase. Il existe donc uncompromis
entre la précision , la stabilit́e et la rapidité.
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5.2.4 Influence deA et des int́egrateurs sur une erreur dueà une perturbation

Il est possible que l’erreur soit dueà un signal deperturbationd agissant sur le système. Cette perturbation peut apparaı̂tre
n’importe òu dans lachâıne directe. Dans le cas ǵeńeral, on peut supposer qu’elle agità un endroit tel que lafonction de
transfertde la châıne directe peut̂etre consid́eŕee comme le produit de deux facteurs, l’un correspondant au transfert en
amont de la perturbation, l’autre correspondant au transfert en aval. Ceci est schématiśe sur la figure28.

++

d

yyc ε + u

+−

A G  (p) A G (p)
1 2 21

Fig. 28Sch́ema prenant en compte une perturbationd

Il peut être montŕe que pour ŕeduire ou annuler l’effet ded surε enrégime permanent, il convient d’agir en jouant surA1

ou sur le type deG1(p), c’est-̀a-dire d’agir en amont de la perturbation. Toute action en aval est inefficace. Voir l’exemple
propośe dans l’annexeI.

Remarque 6 : Ces commentaires sur le rejet de perturbation sont valides pour des perturbations enéchelon, en rampe, ...
ou toute perturbation en1/pq. Ils sont caduques pour certaines perturbations plus compliquées, entre autres pour des
perturbations en sinus (intégrer un sinus ǵeǹere un cosinus). La régulation ńecessite donc parfois des solutions plus
sophistiqúees qui sortent largement du cadre de ce cours.

5.3 Régulateur PID

On vient de voir qu’une simple régulation proportionnelle pouvait permettre d’accélérer un syst̀eme. Toutefois, elle peut
aussi ǵeńerer des ph́enom̀enes d’instabilit́e. Par ailleurs, laprécisionpeutêtre obtenuèa l’aide d’une commande compor-
tant un int́egrateur mais là encore, le risque d’une telle commande est l’instabilité du syst̀eme boucĺe. On peut́egalement
envisager unrégulateurcomportant une action intégrale et une action proportionelle (on parle de régulateur PI) . Le
risque d’instabilit́e est double mais sur certains systèmes (notamment les systèmes de premier ordre), cette solution est
envisageable. Il restèa vérifier, avec une telle commande, que les marges de stabilité sont suffisantes (on regardera plus
spontańement lamarge de phase). Il existe en particulier une technique de calcul des régulateurs PI dite “par compen-
sation de p̂ole” qui consistèa compenser unpôle de lachâıne directepar unzéro du régulateur. Cette technique sera
éventuellement́etudíee en Travaux Diriǵes et est fournie enannexe C. De manìere ǵeńerale, il faut v́erifier que ledia-
gramme de Bodede la châıne directe, comprenant le régulateur PI, conserve une bonne marge de phase (ce qui revient
pour des systèmes d’ordre strictement supérieurà1, à conserver un bonamortissement).

Ce n’est pas toujours le cas. C’est pourquoi il convient souvent d’introduire un troisième terme dans la commande qui a
pour but de compenser les effets indésirables du gain proportionnel et de l’intégrateur. Il permet de ramener de la phase
là òu elle peut̂etre utile c’est-̀a-dire dans la gamme de fréquences òu l’on mesure la marge de phase. Ce troisième effet
est un effet d́erivé. Il conduità la conception d’unr égulateur PID (Proportionnel Int́egral D́erivé) dont la description
temporelle correspond̀a l’équation suivante :

u(t) = k

(
ε(t) +

1
τi

∫ t

0

ε(θ)dθ + τd
dε(t)
dt

)
et òu l’on voit clairement apparaı̂tre les trois effets. Lafonction de transfertd’un tel ŕegulateur est :

R(p) =
U(p)
ε(p)

= k +
k

τip
+ kτdp (10)

L’expression ci-dessus est appelée forme parall̀eledu ŕegulateur PID et sert notammentà l’implantation physique d’un tel
régulateur. En ŕeduisantR(p) au m̂eme d́enominateur, on constate que ce régulateur est detype1. On peut aussi exprimer
la fonction de transfert d’un PID sous une forme dite série:
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R(p) = A(1 +
1
Tip

)(1 + Tdp) (11)

L’on retrouve, en d́eveloppant cette expression, les trois termes : proportionnel, intégral et d́erivé. Cette forme est parti-
culièrement utile pour construire lediagramme de Bodedu ŕegulateur donc pour la conception de la loi de commande. Ce
diagramme est donné sur la figure29.

Diagramme de Bode d’un régulateur PID
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Fig. 29Diagramme de Bode possible d’un régulateur PID

Sur cette figure, on remarque que l’on a un comportement de type grand gain en statique (basses fréquences) ce qui est
propiceà la précisiondu syst̀eme. Cette propriét́e, comme on l’a vu, est due aux effets proportionnel et intégral. Par
ailleurs, le terme d́erivé (que l’on rep̀ere ici en hautes fréquences) a pour effet d’augmenter laphase(au sens alǵebrique).
Encore faut-il que cet apport de phase intervienne dans la gamme de pulsations où l’on va mesurer lamarge de phase. En
conśequence, il convient de choisir avec discernement les valeursA, Ti etTd sachant que ce diagramme viendra s’ajouter
géoḿetriquement dans le plan de Bodeà celui du syst̀eme en boucle ouverte modifiant ainsi le transfert de la chaı̂ne
directe. Ǵeńeralement, on recherche une marge de phase de l’ordre de40◦ à 50◦. En effet, en raison des incertitudes
qui peuvent̂etre líeesà la connaissance du modèle qui ne traduit qu’approximativement le comportement du système, il
serait tr̀es dangereux de vouloir laisser une faible marge. La moindre méconnaisance d’un paramètre dans le mod̀ele ou
sa moindre variation pourrait conduireà l’instabilité. Le terme de marge prend ici tout son sens. En outre, il faut noter
que cette marge classique que l’on chercheà atteindre correspond, sur un système de deuxième ordre,̀a uncoefficient
d’amortissementm d’environ0.7 permettant une réponse rapide en autorisant un léger d́epassement.

Les techniques de calcul des coefficients d’un régulateur PID sont nombreuses et dépendent des performances escomptées.
Cependant, il n’existe pas de panacée dans ce domaine. On s’attachera plutôt à d́ecrire, lors des Travaux Dirigés, des
méthodes s’appuyant sur le modelage du diagramme de Bode de la chaı̂ne directe (comme il vient d’être en partie ex-
pliquée et en utilisant les propriét́esénonćees dans la partie3.4.3). Une technique basée sur la compensation de pôle est
par ailleurs propośee enannexe. D’autres techniques, telles les méthodes de Ziegler-Nichols présent́ees dans l’annexeK,
s’affranchissent du diagramme de Bode. Néanmoins, le concepteur d’un PID doit garder présents̀a l’esprit les trois effets
de ce ŕegulateur :

– effet proportionnel :
+ assure laraideurdu syst̀eme.
− risque d’entrâıner desoscillationsvoire l’instabilit́e.

– effet int́egral :
+ assure laprécision(εp = 0).
− entrâıne un ralentissement dutransitoireet peut ǵeńerer desoscillationsallant jusqu’̀a l’instabilit́e.

– effet d́erivé :
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+ anticipe la ŕeaction du système car utilise la variation de l’erreur. Ceciévite desoscillationset a un effetstabilisateur.
En fait, cet effet ajoute de l’amortissement en augmentant lamarge de phasece qui permet d’accroı̂tre le gain
proportionnel.

− ne peut̂etre utiliśe seul car ǵeǹere des accoups dans la commande. Il accentue la sollicitation des actionneurs et peut
répercuter l’effet desperturbationsde hautes fŕequences, en particulier celles apparaissant sur la mesure des sorties.
A ce propos, il faut noter qu’en pratique, on préfère implanter un effet d́erivé filtré plut̂ot qu’une d́erivée pure (voir
annexeL).

Une fois une première synth̀ese d’un PID effectúee, il convient d’affiner les réglages en considérant ces faits. On peut
trouver des ŕegulateurs P, PD, PI, et m̂eme PID avec des sophistications diverses. Il existeégalement d’autres types de
régulateursqui ne sont pas envisagés ici mais qui peuvent̂etre tout aussi efficaces. Le PID reste le plus célèbre, le plus
couramment utiliśe, et il ŕesout une bonne part des problèmes d’asservissementet derégulationrencontŕes dans l’industrie,
ceci de manìere assez satisfaisante.

6 Conclusion

Ce cours s’est voulu assez simple et les développements mathématiques ont́et́e évités autant que possible. Quelques uns
sont propośes en annexe. Il donne une vue de ce que peutêtre l’Automatique mais toute personne amenéeà exercer des ac-
tivit és d’automaticien est invitéeà consolider ses connaissances. Les occasions d’appliquer les concepts de l’Automatique
pour aḿeliorer les performances, le confort ou la sécurit́e d’un v́ehicule sont nombreuses. On peut citer les applications les
plus connues : la suspension active, l’injectionélectronique (notamment pour réduire la pollution), la direction assistée,
l’ABS, les tentatives de concevoir des véhicules auto-pilot́es, ...
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ANNEXES

Dans ces annexes figurent quelques remarques, justifications, calculs et autres précisions qui ne sont pas abordés en
cours mais qui peuvent aider l’étudiant curieux̀a approfondir ses connaissances et sa compréhension de l’Automatique.
Certains paragraphes ontét́e volontairement dissociés du cours, soit en raison du faible volume horaire, soit parce qu’ils
abordent des notions débordant un peu du cadre habituel de l’enseignement en Automatique.

A Point de fonctionnement et caract́eristique statique

La plupart du temps, lorsque l’ońecrit leséquations alǵebriques ou diff́erentielles correspondant aux lois physiques qui
régissent le comportement du système, elles ne sont pas linéaires en les grandeurs qui nous intéressent et leur dérivées
successives. Ainsi une grandeur physiquez peut d́ependre d’une autre grandeur physiquex selon une loiz = f(x) où f(.)
n’est pas lińeaire enx. La technique habituelle consiste alorsà consid́erer uniquement de petites variations autour d’une
valeur dex età chercher un mod̀ele linéaire valable uniquement dans cette plage de variations. Le point de fonctionnement
est not́e (x̄; z̄). x doit doncêtre proche dēx et z proche dēz. Si c’est le cas, on d́esigne les variations dex et z autour du
point de fonctionnement par :

δx = x − x̄ ; δz = z − z̄

et un d́eveloppement de Taylor au premier ordre def autour dēx permet d’́ecrire :

δz ' kδx aveck = df

dx

∣∣∣∣
x=x̄

Ceci montre queδz suit approximativement une loi linéaire par rapport̀aδx et donc ce genre d’hypothèse permet d’obtenir
un mod̀ele linéaire autour d’un point de fonctionnement, modèle valable pour de petites variations autour de ce point. Les
grandeurs physiques en jeu sont donca priori δx et δy. Néanmoins, on a :

z ' z̄ − kx̄ + z

et commēz− kx̄ est constant,z suit une loi affine par rapportàx autour dēx. Ainsi, on peut raisonner soir enx etz, soit
enδx et δz indiff éremment d̀es l’instant òu l’on ne s’́eloigne pas du point de fonctionnement.

Un exemple connu en Electronique se rencontre dans l’étude du transistor̀a effet de champ (voir cours d’Electronique).
L’intensité du courant Drain-SourceIDS , lorsque la tension Drain-SourceVDS est constante, s’exprime en fonction de la
tension Grille-SourceVGS selon une loi parabolique :

IDS = IDSS

(
1 − VGS

VGSoff

)2

oùVGSoff , la tension de blocage, etIDSS , l’intensité du courant Drain-Source de saturation, sont des paramètres constants
du transistor (Cette relation est valide pourVDS ≥ VGS − VGSoff ). La courbeIDS = f(VGS) peutêtre traćee ou m̂eme
obtenue exṕerimentalement. On l’appelle caractéristique de transfert statique ou simplement caractéristique statique. Elle
est donńee par la figure30.
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Fig. 30Caract́eristique statiqueIDS = f(VGS) pourVDS constante

On constate sur cette figure que si l’on considère un point de fonctionnement(VGS0; IDS0) appeĺe point de polarisation
en Electronique, alors des petites variationsvgs autour deVGS0 entrâıneront de petites variationsids autour deIDS0 telles
que :

ids ' gm0vgs

où gm0, appeĺe transconductance, est le coefficient directeur de la tangenteà l’arc de parabole au point de polarisation.
Cette transconductance s’exprime ainsi :

gm0 =
dIDS

dVGS

∣∣∣∣
VGS=VGS0

= − 2IDSS

V GSoff

(
1− VGS0

VGSoff

)
Ceci revient̀a utiliser le d́eveloppement de Taylor au premier ordre.
Or, en Electronique, la tension Grille-Source est en réalit́e de la forme

vGS(t) = VGS0 + vgs(t)

où vgs(t) est une excitation sinusoı̈dale de faible amplitude. Le courant Drain-Source est alors d’intensité :

iDS(t) = IDS0 + ids(t) avec ids(t) = gm0vgs(t)

Les signaux continus n’interviennent que pour polariser le transistor. Les signaux utilesvgs et ids sont les petites varia-
tions sinusöıdales autour du point de fonctionnement. L’approximation présent́ee permet de considérer queids est lińeaire
par rapport̀avgs.

Cette notion de caractéristique statique est très importante en Automatique. On peut en donner un autre exemple en
supposant que lemoteurà courant continu d́ejà étudíe dans la partie2 est en plus soumis̀a deux non-lińearit́es. D’une
part, de trop fortes valeurs de la tension d’induitu font saturer la vitesse angulairey = Ω ; d’autre part, le moteur est sujet
à des frottements secs dans sa liaison avec la charge qui font qu’une très faible valeur deu n’entraine aucune rotation. La
caract́eristique statiqueY = f(U) est obtenue en traçant la courbe deY , valeur en ŕegime permanent dey, en fonction
des diff́erentes valeurs continuesU deu (voir figure31).
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Fig. 31Caract́eristique statique du moteur

Sur cette courbe, on reconnait aisément les deux palliers de saturation et la zone morte liée aux frottements secs. On
s’aperçoit qu’il existe deux zones désigńees parZL1 etZL2 pour lesquellesy varie de façon affine en fonction deu. Par
abus de language, l’Automaticien parle de variation linéaire. Dans l’une ou l’autre de ces deux zones, on peut définir un
point de fonctionnement(U0;Y0). δy, la variation dey autour deY0, suit alors une loi v́eritablement lińeaire enδu, la
variation deu autour deU0. Que l’on consid̀ereδu et δy ouu et y, on peut chercher un modèle linéaire d̀es lors que les
signauxu ety restent dans la zone “linéaire” choisie (ZL1 ouZL2).

L’ établissement d’une caractéristique statique et d’un point de fonctionnement (ou d’une zone “linéaire”) est souvent
uneétape pŕeliminaireà l’obtention d’un mod̀ele. On parle de lińearisation ou d’approximation linéaire.

B Principe de superposition

On d́ejà vu au paragraphe1.5, qu’une des caractéristiques des systèmes dits lińeaires est que l’on peut leur appliquer le
principe de superpositionrésuḿe par la figure9. Ce principe est ici justifíe.

Les mod̀eles lińeaires sont des modèles d’entŕee/sortie. Siu est l’entŕee ety la sortie, ces mod̀eles sont deśequations
diff érentielles de la forme (cf. partie2, en particulier paragraphe2.4) :

n∑
i=1

ai
diy

dti
=

m∑
j=1

bj
dju

dtj

où lesai et bj sont des coefficients constants. Si l’on suppose qu’un choixu1 deu entrâıne une solutiony1 eny et qu’un
choixu2 entrâıne une solutiony2, il est facile de v́erifier que pour un choixu = α1u1 + α2u2, il vient :

m∑
j=1

bj
dju

dtj
=

m∑
j=1

bj
dj(α1u1 + α2u2)

dtj
= α1

m∑
j=1

bj
dju1

dtj
+ α2

m∑
j=1

bj
dju2

dtj
=

α1

m∑
i=1

ai
diy1
dti

+ α2

m∑
i=1

ai
diy2
dti

=
m∑

i=1

ai
di(α1y1 + α2y2)

dti

ce qui signifie que la solution est la sortiey = α1y1 + α2y2.

C A propos de la transformée de Laplace

C.1 Quelques transforḿees

Cette partie propose de justifier quelques lignes du tableau1 concernant latransforḿee de LaplaceL . De m̂eme que le
paragrapheC.2, elle pŕesente un caractère quelque peu mathématique aussi l’étudiant peu encliǹa l’abstraction peut se
dispenser de leśetudier sans pour autant perdre l’idée ǵeńerale de ce cours.
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• Fonction de Heavisidef(t) = Γ(t)

La forme d’une telle fonction est donnée par la figure15. On a en faitf(t) = 1∀t ≥ 0 donc on peut d́eduire :

F (p) = L (Γ(t)) =
∫ ∞

0

e−pτdτ =
[
− e−pτ

p

]∞
0
⇔

F (p) =
1
p

On note ici que la convergence de l’intégrale n’est en réalit́e assuŕee que siα = Re(p) > 0, sinon la borne infinie n’a
pas de limite. Cette valeur limite est appelée abscisse de sommabilité d́efinissant un domaine de sommabilité dans le plan
de Laplace. On peut se poser la question de savoir ce que cette supposition imposeà l’automaticien. Les mathématiques
viennentà nouveaùa son secours. En effet, la théorie de la variable complexe et en particulier le théor̀eme d’extension
analytique (voir cours de mathématiques) permet d’affirmer que ce résultat reste valable pour toute valeur dep. Seule la
valeurp = 0 pose probl̀eme puisqu’en effet,F (p) n’est clairement pas définie pour cette valeur là.

• Retard pur θ i.e.g(t) = f(t− θ)

On a :

G(p) = L (g(t)) =
∫ ∞

0

e−p(τ−θ)dτ = e−θp

∫ ∞

0

e−pτdτ ⇔

G(p) = e−θpF (p)

• Impulsion de dirac f(t) = δt

L’impulsion de Diracδ(t) est difficile à repŕesenter. On aδ(t) = 0∀t 6= 0 et δ(0) prend une valeur infinie telle que∫∞
−∞ δ(τ)dτ = 1. Telle est la d́efinition d’une telle impulsion qui est donc la dérivée de la fonction de Heaviside. Elle

peutêtre approximativement représent́ee sur la figure32.

Fig. 32Impulsion de Dirac

En ŕealit́e, une vraie impulsion de Dirac est telle que∆t tend vers0.
Pour calculer la transforḿee de Laplace de cette impulsion, il faudrait en toute rigueur utiliser la théorie des distributions
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car δ(t) n’est pas une fonction mais une distribution. Cependant, on propose ici un calcul un peu moins rigoureux qui
s’appuie sur un raisonnement aux limites. On a :

F (p) = L (δ(t)) = lim
∆t→0

∫ ∆t

0

(
1

∆te
−pτdτ

)
= lim

∆t→0

(
1

∆t

(
1−e−p∆t

p

) )
Or, un d́eveloppement limit́e deept autour det = 0 (ce qui correspond bieǹa∆t→ 0), cecià l’ordre1, conduità écrire :

e−p∆t = 1− p∆t ⇒

F (p) = lim
∆t→0

(
1

∆t

(
1−(1−p∆t)

p

) )
= lim

∆t→0

1
∆t

∆t ⇔

F (p) = 1

On peut toutefois proposer une démonstration alternative. En remarquant que l’impulsion de Dirac peut s’esprimer :

δ(t) = lim
∆t→0

(
1

∆t (Γ(t) − Γ(t−∆t)
)

Compte tenu des résultats relatifs̀aL (Γ(t)) etL (f(t− θ)), il vient :

F (p) = L (δ(t)) = lim
∆t→0

1
∆t

(
1
p −

e−∆tp

p

)
Or, en introduisant le d́eveloppement limit́e d́ejà utilisé ci-desus, on d́eduit :

F (p) = lim
∆t→0

1
∆t

(
1−1+∆tp

p

)
⇔

F (p) = 1

• Fonction f(t) = e−at

Il vient :

F (p) = L (f(t)) =
∫ ∞

0

e−aτe−pτdτ =
∫ ∞

0

e−(p+a)τdτ =
[
− e−(p+a)τ

p+a

]∞
0
⇔

F (p) =
1

p+ a

Ici, l’ abscisse de sommabilité est−α.

• fonction f(t) = sin(ωt)

On peutécriref(t) = sin(ωt) de la façon suivante :

f(t) =
ejωt − e−jωt

2j

A partir de cette autréecriture, il est plus facile de calculerF (p) :

F (p) = L (f(t)) =
∫ ∞

0

ejωτ − e−jωτ

2j
e−pτdτ =

∫ ∞

0

e(jω−p)τ − e−(jω+p)τ

2j
dτ =

1
2j

[
e(jω−p)τ

jω−p + e−(jω+p)τ

p+jω

]∞
0

=
1
2j

( 1
p−jω −

1
p+jω

)
⇔

F (p) =
ω

p2 + ω2

Une fois de plus, l’existence de cette transformée, si l’on se ŕefèreà ce calcul, conduit̀a restreindre le plan de Laplaceà
α > 0. L’ abscisse de sommabilité est donc nulle.

39



C.2 Remarques sur la transforḿee de Laplace inverse

On a vu qu’on pouvait souvent retrouver un signal temporel causalà partir d’une fonction enp grâceà une utilisation
judicieuse du tableau1. Cependant, compte tenu du problème líe au domaine desommabilit́e, on peut se poser la question
de savoir ce qu’il advient si les résultats du tableau1 sont obtenus en restreignant le domaine de Laplace. Par exemple, en
affirmant

L −1
( 1

p+a

)
= eat

(voir paragrapheci-dessus), on peut se demander ce qu’entraı̂ne la restrictionp 6= −a. La réponse n’est pas simple mais
elle ŕeside dans l’expression mathématique deL −1 donńee par l’int́egrale suivante :

F (p) L−1

7−→ f(t) =
1

2πj

∫ α0+j∞

α0−j∞
F (q)eqtdq

oùα0, l’abscisse de sommabilité, est suṕerieure aux parties réelles de toutes les valeurs dep qui rendentF (p) non d́efinie.
Pour l’exemple donńe, α0 > −a. Une fois de plus, la th́eorie de la variable complexe et en particulier le théor̀eme
des ŕesidus (non d́etaillé ici) permet de conclure que l’on peut, malgré cette hypoth̀ese restrictive sur le domaine de
sommabilit́e, calculerL −1. En d’autres termes, m̂eme si cela est difficilèa d́emontrer, le fait queF (p) ne soit pas
définie en−a n’emp̂eche pas d’utiliser le tableau1. L’Automaticien n’a donc pas̀a se pŕeoccuper de ces considérations
math́ematiques lorsqu’il utilise ce tableau.

D Démonstration de la formule de Black

La formule de Blackest en ŕealit́e tr̀es simplèa d́emontrer. On s’int́eresse ici au cas du retour non unitaire (voir figure14).
Il vient :

Y (p) = G1(p)ε(p) = G1(p)(Yc(p)− Y (p)) = G1(p)(Yc(p)−G2(p)ε(p)) ⇔

Y (p)(1 +G1(p)G2(p)) = G1(p)Yc(p) ⇔

H(p) =
Y (p)
Yc(p)

=
G1(p)

1 +G1(p)G2(p)

Le cas du retour unitaire se déduit de ce qui pŕec̀ede en prenantG2(p) = 1.

E Expression du gain statique

Au paragraphe3.3.1, il est affirḿe que legain statiqueK d’unefonction de transfertG(p) est :

K = G(0)

ce qui sous-entend quep = 0 revientà consid́erer le comportement statique c’est-à-dire en ŕegime permanent. Ceci peut
être aiśement montŕe en utilisant le th́eor̀eme de la valeur finale (voir propriét́es de latransformation de Laplace).
En effet, on a vu que le gain statiqueK correspondait au rapport constant entre l’entrée constanteU0 (ce qui revient̀a dire
que l’entŕeeu(t) est de la forméechelonu(t) = U0Γ(t)) et la sortie en ŕegime permanentY∞, également constante si le
mod̀ele estasymptotiquement stable. Donc, on a :

Y (p) = G(p)
U0

p

Le théor̀eme de la valeur finale conduità écrire :

lim
t→∞

y(t) = lim
p→0

pY (p) = lim
p→0

G(p)U0

Donc, il vient bien :

40



K =
Y∞
U0

= lim
p→0

G(p)

Pour un syst̀eme asymptotiquement stable,G(p) est calculable en0 doncK = G(0).

Attention ! On vient de voir que pour un système asymptotiquement stable, le gain statique estK = G(0).

Cependant, pour un systèmeinstable, il se peut que l’on puisse aussi calculerG(0). Ceci ne signifie pas queG(0) est le
gain statique. En effet, soit le système de fonction de transfert :

G(p) =
1

(p− 1)(p− 2)

Ce syst̀eme est clairement instable selon lecritère des racinespuisque ses deuxpôles, p1 = 1 etp2 = 2 sont ŕeels positifs.

Sa ŕeponse indicielle est franchement divergeante. PourtantG(0) = 1/2.

F Influence des p̂oles sur la ŕeponse d’un syst̀eme

Le but de cette partie est d’analyser plus en détails l’influence despôles(voire deszéros) du syst̀eme sur la ŕeponse de ce
dernier. L’́etude est faite surtout sur la réponse impulsionnelle définie au paragraphe3.2.

On rappelle que la forme géńerale de lafonction de transfertd’un syst̀eme lińeaire est :

G(p) =
N(p)
D(p)

=
bmp

m + ... + b1p + b0
anpn + ... + a1p + a0

et que la ŕeponse impulsionnelle correspondante est latransforḿee de LaplaceinverseL −1 de cette transmittance. On
a vu au paragrapheC.2 qu’il était difficile d’utiliser l’expression deL −1 mais qu’il valait mieux, comme indiqué au
paragraphe3.3.5, décomposerG(p) (dans le cas de la réponse impulsionnelle) ouG(p)/p (dans le cas de la réponse
indicielle) et appliquer ensuite sur chaqueélément simple les résultats connus et fournis par le tableau1.
Par ailleurs, compte tenu de la définition despôleset deszérosd’un syst̀eme, on peut́ecrireG(p) ainsi :

G(p) = K
(p− z1)....(p− zm)
(p− p1)...(p− pn)

oùK est legain statique, z1, z2, ...,zm sont les źeros etp1, p2,...,pn sont les p̂oles. Il faut alors distinguer deux cas :

– le cas òu les p̂oles sont tous distincts qui sera traité de manìere ǵeńerale.
– le cas òu certains p̂oles sont multiples qui fera l’objet d’un exempleà part.

Remarque 7 : Comme les ŕeponses sont́etudíees gr̂aceà la fonction de transfert, ceci sous-entend que les conditions
initiales sont suppośees nulles.

F.1 Pôles distincts

Dans le cas òu la fonction de transferteststrictement propre, on peut d́ecomposerG(p) en éléments simples et l’écrire
ainsi :

G(p) =
n∑

i=1

Ri

p− pi

où les nuḿerateursRi sont appeĺes ŕesidus. En ŕealit́e, ces ŕesidus sont́etroitement líes aux źeros.
Lorsquepi est ŕeel, alorsRi est ŕeel. De plus, sipi est complexe alors son conjugué p̄i est aussi un p̂ole du syst̀eme.
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Leurs ŕesidus respectifsRi et R̄i sontégalement conjugúes. Si cette conjugaison n’était pas respectée, les nuḿerateur et
dénominateur deG(p) ne seraient pas des polynômesà coefficients ŕeels ce qui n’est pas réaliste.
Le tableau1 permet de d́eduire que la ŕeponse impulsionnelle est :

y(t) = L −1(G(p)) =
n∑

i=1

Rie
pitΓ(t)

(l’apparition de l’́echelonΓ(t) marque simplement le fait que les termes sont des fonctions causales (nulles pourt < 0)).
On s’aperçoit avec cette formule que :

– chaque p̂ole engendre un comportement exponentiel réel ou complexe dans la réponse.
– les ŕesidus (donc indirectement les zéros) vont “ŕepartir” l’influence de ses divers comportements sur la réponse globale.

On doit maintenant essayer de comprendre ce qui se cache derrière chaque comportement exponentiel, c’est-à-dire derrìere
chaque p̂ole. Il faut à nouveau consid́erer deux cas.

� pi est un p̂ole ŕeel donc, dans la réponse impulsionnelle, il engendrera un terme de décroissance exponentielle sipi < 0
ou un terme de croissance exponentielle dangereuse caractéristique d’un syst̀eme instable sipi > 0. Cette constatation
est conforme aucritère des racines.

� pi et son conjugúe p̄i sont complexes. On peut alorsécrireRi = ρjθ etpi = α+ βj. On a alors :

(Rie
jpit + R̄ie

p̄it)Γ(t) = (ρejθeαt+jβt + ρe−jθeαt−jβt)Γ(t) =

ρeαt(ej(βt+θ) + e−j(βt+θ))Γ(t) = 2ρeαt cos(βt+ θ)Γ(t)

Ceci signifie que chaque paire de pôles complexes engendre un terme sinusoı̈dal de pulsationβ dont l’amplitude
suit une loi de croissance ou de décroissance exponentielle selon le signe deα. Si α > 0, ce terme est d’amplitude
croissante et le système est instable. Siα < 0, ce terme est d’amplitude décroissante correspondantà un comportement
asymptotiquement stable. Ces constatations sont conformes aucritère des racines.

En ŕesuḿe, un syst̀eme est asymptotiquement stable lorsque tous ces pôles sont̀a partie ŕeelle ńegative. En outre, ce
sont les p̂oles complexes qui engendrent les oscillations de la réponse impulsionnelle et ces oscillations sont d’autant plus
marqúees que la partie imaginaire des pôles est importante devant la partie réelle. Ceci constitue un début de preuve du
critère des racines. Ces effets sont résuḿes sur la figure33.

Im (p)

Re (p)

Fig. 33Influence des p̂oles sur la ŕeponse impulsionnelle
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La réponse est une combinaison des comportements de chaque pôle. Ainsi tout p̂ole à droite de l’axe imaginaire rend le
syst̀eme instable. Si tous les pôles sont̀a gauche de cet axe, le système est asymptotiquement stable. Parmi ces pôles,
lespôles dominantsou lents sonta priori les plus influents sur la réponse. Cependant, les résidus viennent tempérer ce
raisonnement “simpliste”̀a savoir qu’ils pond̀erent l’influence de chaque pôle. Cette influence des résidus (indirectement
celle des źeros) est beaucoup plus délicateà analyser. Il est très difficile de traduire, par exemple, cette influence en termes
de localisation des zéros dans le plan de Laplace.

Enfin, il faut noter que ces comportements vont se retrouver dans la réponse indicielle. En effet, il s’agit alors de
décomposerG(p)/p plutôt queG(p). On retrouve alors les m̂emes racines au dénominateur (c’est-à-dire les p̂oles) plus
une racine nulle líeeà l’échelon. Les ŕesidus sont eux différents. On obtient :

G(p)
p

=
n∑

i=1

R′i
p− pi

+
K

p

La réponse est alors :

y(t) = L −1
(

G(p)
p

)
= (K +

n∑
i=1

R′ie
pit)Γ(t)

On retrouve donc bien l’influence des pôles dans cette réponse indicielle.

F.2 Pôles multiples

Dans le cas òu lespôlesne sont pas distincts, la décomposition eńeléments simples n’est plus aussi facile. Si l’on prend
l’exemple d’ordre3 propośe dans [7]

G(p) =
p2 + 2p+ 3

(p+ 1)3
,

le pole−1 est de multiplicit́e3 et la d́ecomposition eńeléments simples est la suivante :

G(p) =
2

(p+ 1)3
+

1
p+ 1

(voir le cours de math́ematiques pour les techniques de décomposition eńeléments simples). Il vient alors, en utilisant le
tableau1, la réponse impulsionnelle :

y(t) = L −1(G(p)) = (t2 + 1)e−tΓ(t)

On voit sur cet exemple que si les comportements exponentiels interviennent toujours, ce n’est plus de manière aussi
évidente et des termes entqepit apparaissent, ce qui ne change rien aucritère des racinespuisque

lim
t→∞

(tqep
i t) = 0 si Re(pi) < 0.

Ce cas n’est pas traité de manìere ǵeńerale. On peut toutefois mentionner qu’il existe des outils numériques permettant de
faire la d́ecomposition eńeléments simples d’expressions non triviales.

G Fonction de transfert et réponse harmonique

Dans cette partie, on revient sur les assertions du paragraphe3.4.2. Il y est dit que la ŕeponse d’un système lińeaireà une
entŕee sinusöıdale est, en ŕegime permanent (pourt→∞), une sinusöıde. En ŕealit́e, ceci n’est vrai que si le système est
asymptotiquement stablece qui sera supposé ici. Il estégalement affirḿe que lafonction de transfertpermet de recons-
truire cette sortie. En voici les justifications.

Le signal d’entŕee est sinusoı̈dal :
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u(t) = Um sin(ωt)

D’après le tableau1, satransfroḿee de Laplaceest :

U(p) =
Umω

p2 + ω2

SoitG(p), la fonction de transfertdu syst̀eme que l’on supposera de manière ŕealistestrictement propre. La transfroḿee
de Laplace de la sortiey(t) est :

Y (p) = G(p)
Umω

p2 + ω2
(12)

CommeG(p) est strictement propre,Y (p) est d́ecomposable eńeléments simples. Par souci de simplicité, on suppose,
dans les calculs, que lespôlesdu syst̀eme sont distincts. La décomposition conduit̀a :

Y (p) =
a

p+ jω
+

ā

p+ jω
+

∑
i=1

n
Si

p− pi
(13)

Les valeurspi correspondent auxn pôles du syst̀eme et lesSi sont les ŕesidus associésà ces p̂oles dans cette décomposition.
a et ā sont les ŕesidus associésà l’entŕee sinusöıdale qui ǵeǹere deux racines imaginaires pures conjuguéesjω et−jω au
dénominateur deY (p).
Si on appliqueL −1 àY (p), on obtient :

y(t) = ae−jωt + āejωt +
n∑

i=1

Sie
−pit

Comme le syst̀eme est supposé asymptotiquement stable, la partie réelle de ses p̂oles est strictement négative et chaque
termee−pit tend vers źero quandt tend vers l’infini. Donc, apr̀es un certain temps de régime transitoire, ce sont les deux
premiers termes qui vont déterminer la ŕeponse en régime permanent.
Dans le cas des pôles multiples, les expressions sont un peu plus compliquéesà écrire et en appliquantL −1, des termes
entqe−pit apparaissent mais ils tendent eux aussi vers0 quandt tend vers l’infini. Il reste donc en régime permanent :

y∞(t) = y(t→∞) = ae−jωt + āejωt (14)

expression dans laquelle il convient de déterminera et ā. L’identification des deux expressions deY (p) donńees par les
équations (12) et (13) permet, en multipliant ces deux expressions par(p+ jω) et en posantp = −jω de d́eduire :

a = −Um

2j
G(−jω)

Le même raisonnement mais en multipliant par(p− jω) et en posantp = jω conduità :

ā =
Um

2j
G(−jω)

G(jω) est un nombre complexe paramétŕe parω. Son module peut̂etre not́e A(w) et son argumentφ(ω). G(p) étant
une fraction de deux polynômes enp, à coefficients ŕeels, il facile de voir queG(−jω) est de m̂eme moduleA(ω). En
revanche, on a Arg(G(−jω)) = −φ(ω). On peut donćecrireG(jω) etG(−jω) ainsi :

G(jω) = A(ω)ejφ(ω) ; G(−jω) = A(ω)e−jφ(ω)

On reprend l’́equation (14) avec ces valeurs de résidus et il vient :

y(t) = A(ω)Um
ej(ωt+φ(ω)) − e−j(ωt+φ(ω))

2j
⇔
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y(t) = A(ω)Um sin(ωt+ φ(ω))

La fonction de transfert calculée enp = jω permet donc de retrouver laréponse harmoniquedu syst̀eme. On comprend
ici pourquoi poserp = jω revient à supposer que l’excitation d’entrée est sinusoı̈dale. Enélectronique òu les circuits
linéaires sont souvent plus considéŕes comme des filtres, les excitations sont très souvent sinusoı̈dales et les fonctions de
transfert s’expriment en fonction dejω. En fait, lesélectroniciens utilisent la transformation de Fourier7, not́eeF , qui est
définie de manìere assez similairèa celle de Laplace :

f(t) F7−→= F (β) =
∫ ∞

−∞
f(τ)e−jβτdτ

F est une restriction de latransforḿee de Laplacedite “bilatérale” c’est-̀a-dire quand l’int́egration se fait entre−∞ et
∞. Dans le cas “Laplace bilatérale”,p est complexe quelconque ; dans le cas deF , p = jβ est imaginaire pur.

Enfin, on note que siω = 0 (fréquence nulle correspondantà une entŕee continue typéechelon), on retrouve,en régime
permanent, G(0) = K, le gain statique. Ceci-dit, la d́emonstration de ce dernier point proposée en annexeE est plus
apropríee.

H A propos du diagramme de Bode

Dans cette partie, quelques notions supplémentaires relatives̀a la construction desdiagrammes de Bodesont propośees.
La réponse fŕequentielled’éléments simples de premier ordre est d’abord présent́ee et justifíee, puis, le diagramme de
Bode dumoteurà courant continúetudíe dans le cours est construit.

H.1 Quelques r̀egles simples de construction

Lorsque l’on s’int́eressèa la réponse harmoniqued’un syst̀eme, on consid̀ere safonction de transfertpour p = jω, à
savoirG(jω), ω étant la pulsation du signal sinusoı̈dal cenśe exciter le syst̀eme. Par ailleurs, si lediagramme de Bode
est choisi pour représenter graphiquement cette réponse, il áet́e vu au paragraphe3.4.3(sous-paragraphec), que si la
fonction de transfert du système s’́ecrit

G(p) =
r∏

k=1

Gk(p),

alors legain en d́ecibelstotal s’́ecrit :

T (ω) = 20log(|G(jω)|) =
r∑

k=1

Tk(ω)

où chaqueTk(ω) est d́efini parTk(ω) = 20log(|Gk(jω)|).
De même, ledéphasageglobal s’exprime ainsi :

φ(ω) = Arg(G(jω)) =
r∑

k=1

φk(ω)

où chaqueφk(ω) est d́efini parφk(ω) = Arg(Gk(jω)).
De cette constatation, il convient de tirer la conclusion suivante : il faut exprimer la fonction de transfert comme un produit
de facteurs simples dont le diagramme de Bode est aisé à tracer. Une fois chaque diagramme asymptotique ou réel traće,
le diagramme global est la somme géoḿetrique de tous les sous-diagrammes dans le plan de Bode.

Quelques diagrammes simples sont maintenant proposés. Ils peuvent souvent servir au tracé de diagrammes plus com-
plexes.

• G(p) =
p

ω0
. Il s’agit là du d́erivateur. Le gain en d́ecibels est :

7Baron Joseph Fourier (1768-1830) : mathématicien français contemporain de Laplace
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T (ω) = 20log
(∣∣∣ j ω

ω0

∣∣∣) = 20log
(∣∣∣ ω

ω0

∣∣∣) = 20log(ω) − 20logω0

Il est facile de voir queT (ω) crôıt avecω et s’annule pourω = ω0. En outre, si l’on calcule le gain en décibels pour10ω,
on obtient :

T (10ω) = 20log(10ω) − 20logω0 = 20log(ω) − 20logω0 + 20 = T (ω) + 20

On en d́eduit que pour chaque changement de décade, le gain en décibels crôıt de20dB, ce qui signifie que ǵeoḿetriquement,
dans le plan de Bode, en raison de l’échelle logarithmique en abscisse, ce dérivateur produit une droite de pente20dB par
décade passant par0dB enω0.

Concernant le d́ephasage, ce dernier est constant puisque :

φ(ω) = Arg
(
j
ω

ω0

)
= 90◦

Ces ŕesultats sont ŕesuḿes par la figure34.
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Fig. 34Diagramme de Bode d’un dérivateur

• G(p) =
ω0

p
. Il s’agit là d’un int́egrateur. Son gain en décibels s’exprime :

T (ω) = 20log
(∣∣∣ ω0

jω

∣∣∣) = 20log

(∣∣∣∣ j

j ω
ω0

∣∣∣∣) = −20log
(∣∣∣ j ω

ω0

∣∣∣) = −20log(ω) + 20log(ω0)

On peut faire les m̂emes constatations qu’avec le dérivateur si ce n’est qu’en raison du signe moins, la pente est de−20dB
par d́ecade. On a toujoursT (ω0) = 0.

Pour le d́ephasage, il vient :

φ(ω) = Arg
( ω0

jω

)
= −90◦

La réponse fŕequentielle de cet intégrateur est donné par la figure35.
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Fig. 35Diagramme de Bode d’un intégrateur

•G(p) = 1+
p

w0
. Il s’agit là d’un pseudo-d́erivateur. Il se comporte comme un dérivateur en hautes fréquences et comme

un simple gain unitaire en basses fréquences. On distingue justement ces deux comportements extrèmes pour ŕealiser un
traće asymptotique.
Lorsqueω tend vers l’infini, le terme1 est ńegligeable etG(jω) se comporte comme un dérivateur avec, pour le gain, une
pente de20dB par d́ecade et un d́ephasage constant de90◦. Ceci permet de tracer une première asymptote pour le gain et
pour la phase.
En basses fŕequences,G(jω) tend vers1 (soit un gain en d́ecibels de0 et un d́ephasage nul). Ceci permet de tracer une
seconde asymptote pour le gain et pour la phase.
La limite entre ces deux zones de pulsations estω0, appeĺee pulsation de cassure. En effet, pourω = ω0, les deux termes
de la fonction de transfert sont aussi influents l’un que l’autre puisque parties réelle et imaginaire sontégales. On a :

T (ω0) = 20log(|1 + j|) = 20log(
√

2) = 3dB ; φ(ω0) = Arg(1 + j) = Arctan(1) = 45◦

A la pulsation de cassure, la courbe de gain réelle se situe donc3dB au dessus de l’intersection des asymptotes. Le
déphasagèa cette pulsation est de45◦. De plus, on a :

T
( ω0

2

)
= 20log

(∣∣∣∣ 1 + j
1
2

∣∣∣∣) = 20log

( √
5
4

)
' 1dB

T (|2ω0|) = 20log(|1 + 2j|) = 20log(
√

5) ' 7dB

log(|2j|) = 20log(
√

4) ' 6dB

La premìereéquation montre que pourω = ω0/2, la courbe de gain réelle se situe1dB au dessus de l’asymptote hori-
zontale. La deuxième et la troisìeme montrent que pourω = 2ω0, la courbe ŕeelle se trouvèa nouveaùa 1dB au dessus
de l’asymptote oblique. Ces constatations aidentà tracer la courbe réelle une fois les asymptotes en place.
En outre, on a : 

φ
( ω0

10

)
= Arg

(
1 + j

1
10

)
= Arctan

( √
1
10

)
' 5, 7◦

φ(|10ω0|) = Arg(1 + 10j) = Arctan(10) ' 84, 3◦

Ces deux́equations permettent de tracer un segment de droite oblique sur la courbe des phases qui donne une idée ap-
proximative du d́ephasage dans les fréquences interḿedaires. Tout ceci est résuḿe sur la figure36.
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Fig. 36Diagramme de Bode d’un pseudo-dérivateur

• G(p) =
1

1 +
p

ω0

. Il s’agit là d’un filtre passe bas de premier ordre que l’on aétudíe sous le nom desyst̀eme canonique

de premier ordre. Sans entrer dans tous les détails de construction qui sont similairesà ce qui aét́e vu pour le pseudo-
dérivateur, on voit bien qu’en basses fréquences, le système se comporte comme un gain unitaire (T0 = 0dB, φ(0) = 0◦)
et qu’en hautes fréquences, c’est-à-dire grossìerement au-delà deω0, la pulsation de cassure, l’amplification diminue. Ce
comportement est expliqué sur la figure37.
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Fig. 37Diagramme de Bode d’un modèle canonique de premier ordre

• Enfin, quelle que soit lafonction de transfertG(p), il faut garder pŕesentà l’esprit que si l’on souhaite tracer ledia-
gramme de BodedeAG(p) oùA est un gain, on a Arg(AG(jω)) = Arg(G(jω)) donc le d́ephasage reste inchangé par le
gainA et on a :

20log(|AG(jω)|) = 20log(A) + 20log(|Gjω|)

Ainsi, si l’on fait préćeder un syst̀eme de fonction de transfertG(p) d’un gainA, la phase n’est pas altéŕee et la courbe
de gain est translatée vers le haut de20log(A). SiA > 1, alors20log(A) > 0dB et c’est une translation effective vers le
haut. SiA < 1, alors20log(A) < 0dB et c’est en fait une translation vers le bas. On remarqueà ce propos qu’un gain
suṕerieurà0dB correspond̀a une vraie amplification alors qu’un gain inférieur correspond̀a une att́enuation.
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H.2 Construction du diagramme de Bode associé au mod̀ele complet du moteur

Dans cette annexe, on chercheà illustrer l’utilité de la propríet́e vue au paragraphe3.4.3(sous paragraphec) ainsi qu’au
paragraphe préćedent. Le mod̀ele d’ordre2 dumoteurà courant continuest le suivant :

G(p) =
0, 5

(1 + τ1p)(1 + τ2p)

avecτ1 = 0, 5, uneconstante de tempsessentiellement liée aux ph́enom̀enes ḿecaniques etτ2 = 0, 01, une constante de
temps essentiellement liée aux ph́enom̀eneśelectriques. On peut́ecrireG(p) ainsi :

G(p) = G1(p)G2(p) avec :

G1(p) =
0, 5

1 + τ1p
et G2(p) =

1
1 + τ2p

Au paragraphe3.4.3(sous paragraphec) ainsi qu’au paragrapheH.1, il est expliqúe que la ŕeponse harmonique dans le
plan de BodedeG(p) est la somme ǵeoḿetrique des ŕeponses respectives deG1(p) etG2(p).

Fig. 38Diagrammes de Bode deG1(p), G2(p) etG(p)

Sur la figure38, on voit qu’une fois les diagrammes associésàG1(p) etG2(p) traćes (ce sont des réponses fŕequentielles
de mod̀elescanoniquesde premier ordre), ajouter les deux dans le plan de Bode permet d’obtenir le diagramme de Bode
deG(p). On constate aussi que pour des basses fréquences correspondant plutôt à la dynamique ḿecanique, la ŕeponse
deG1(p) est une bonne approximation de celle deG(p). En revanche, en hautes fréquences òu la dynamiquéelectrique
intervient,G1(p) n’est plus assez précis. On voit bien aussi que négliger les ph́enom̀eneśelectriques dans le moteur revient
à ńegliger les hautes fréquences.

I Perturbation en 1/pq et position des int́egrateurs

Cette partie illustre le fait que l’action destinéeà ŕeduire l’effet d’une perturbation de typeD0/p
q doit être exerćee en

amont de cette perturbation comme affirmé au paragraphe5.2.4. On se ŕefèreà la figure28 pour le justifier. On suppose
que la consigneyc et la perturbationd sont toutes deux de typéechelon, c’est-̀a-dire que leurstransforḿees de Laplace
sont :

Yc(p) =
Yc0

p
; D(p) =

D0

p
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On suppose queG1(p) etG2(p) sont lesfonctions de transfertde syst̀emes de gains statiques respectifsK1 etK2. La
transforḿee de Laplace de l’erreurε est :

ε(p) = Y c(p) − Y (p) = Yc(p) − A2G2(p)D(p) − A1A2G1(p)G2(p)ε(p)− ⇔

ε(p)(1 +A1A2G1(p)G2(p)) = Yc(p)−A2G2(p)D(p) ⇔

ε(p) =
Yc(p)

1 +A1A2G1(p)G2(p)
− A2G2(p)D(p)

1 +A1A2G1(p)G2(p)

On souhaite annuler l’influence ded sur ε en régime permanent(pour t → ∞) par l’adjonction d’un int́egrateur. On
envisage deux cas :

1. G1(p) est detype0 etG2(p) est de type1 (l’int égrateur se situe dansG2(p)).

2. G1(p) est de type1 etG2(p) est de type0 (l’int égrateur se situe dansG1(p)).

• Cas 1 :en calculant l’erreur en régime permanent, on obtient :

lim
t→∞

(ε(t)) = lim
p→0

(pε(p)) = lim
p→0


Yc0p

p

1 +
A1A2K1K1

p

−

D0A2K2p

p
× 1
p

1 +
A1A2K1K1

p

 = − D0

A1K1

L’erreur en ŕegime permanent n’est donc pas nulle.

• Cas 2 : il vient maintenant :

lim
t→∞

(ε(t)) = lim
p→0

(pε(p)) = lim
p→0


Yc0p

p

1 +
A1A2K1K1

p

−

D0A2K2p

p

1 +
A1A2K1K1

p

 = 0

Cette fois-ci, l’erreur statique s’annule et l’on voit bien que l’action doitêtre exerćee en amont de la perturbation.

J Calcul d’un r égulateur par compensation de p̂ole

Soit un proćed́e defonction de transfertG(p) tel queG(p) fait apparâıtre uneconstante de tempsdominanteτ , c’est-̀a-dire
unpôleλ = −1/τ dominant :

G(p) =
N(p)

(1 + τp)D′(p)

N(p) est un polyn̂ome qui est supposé non factorisable parp.D′(p) est un polyn̂ome quelconque. Selon le principe de la
commande par retour unitaire, on peut commander le système gr̂ace un ŕegulateurR(p).

J.1 Régulateur PI

La technique de compensation de pôle consistèa choisir unrégulateur PId’une forme particulìere :

R(p) =
A

p
(1 + τp) = Aτ +

A

p
(15)

On voit clairement qu’un terme est un simple gain (effet proportionnel) alors que l’autre est en1/p (effet int́egral). La
constante de tempsτ apparâıt dans cette fonction de transfert. Celle de lachâıne directeest :

F (p) =
AN(p)
pD′(p)
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La formule de Blackconduità la fonction de transfert en boucle fermée :

H(p) =

AN(p)
pD′(p)

1 +
AN(p)
pD′(p)

=
1

1 +
pD′(p)
AN(p)

On constate que quel que soit letypeα deG(p) (voir paragraphe5.2.3), le gain statiqueen boucle ferḿee est́egalà :

lim
p→0

F (p) = 1

Ceci correspond̀a un syst̀eme pŕecis ayant une erreur de position nulle (voirà nouveau le paragraphe5.2.3). Ainsi, ce
correcteur, comme tout régulateur PI, permet d’augmenter letypedeF (p) donc de rendre le système en boucle ferḿee
plus pŕecis. En outre, la dynamique liéeà la constante de tempsτ est compenśee par le ŕegulateur et n’apparaı̂t plus sur la
réponse du système en boucle ferḿee (sous ŕeserve que le modèle soit suffisamment fid̀ele et donc queτ soit connue avec
exactitude). De plus,A peut permettred’acćelérer ou de ralentirun peu la ŕeponse en boucle ferḿee.

Cette technique est souvent utilisée sur des mod̀elescanoniques de premier ordrepour lesquels on a :

G(p) =
K

1 + τp

Un régulateur de mod̀ele donńe par (15) conduità une châıne directe et une boucle fermée dont les fonctions de transfert
respectives sont données par :

F (p) =
AK

p
; H(p) =

1

1 +
p

AK

=
Kbf

1 + τbfp
(16)

On retrouve un mod̀ele canonique de premier ordre. Par ailleurs, on constate que le gain statique en boucle fermée
est unitaire (Kbf = 1) (donc le syst̀eme devient pŕecis) et la constante de temps en boucle fermée d́epend deA (car
τbf = 1/AK). Comme attendu, plus grand estA, plus rapide est le système boucĺe. On a donc, dans ce cas très pŕecis, un
seul param̀etre pour ǵerer laraideurtout en assurant laprécision.
Dans le cas du modèle simplifíe dumoteurà courant continu, le mod̀ele en boucle ouverte est le suivant :

G(p) =
0, 5

1 + 0, 5p

Ce mod̀ele n’est pas précis puisqueK = 0, 5. Si on cherchèa acćelérer saréponse indiciellepar unerégulation propor-
tionnelle(R(p) = A), on s’aperçoit que la précision est variable (cf paragraphe5.2.2). On peut bien ŝur tenter de ŕeduire
l’erreur de position par un grand gainA (cf. figure27) mais ceci risque de conduireà de trop fortes valeurs du signal de
commandeu(t) doncà une saturation des actionneurs. C’est pourquoi, il vaut mieux utiliser un régulateur PI tel que celui
présent́e en (15). On obtient la fonction de transfert en boucle fermée donńee par(16), soit :

H(p) =
1

1 +
p

0, 5A

On choisit donc la constante de temps en boucle fermée gr̂aceà A tout en conservant la précision. Il faut toutefois
toujours veillerà ce que les actionneurs ne soient pas saturés (le signal de commandeu(t) ne doit pas prendre des valeurs
excessives).

Remarque 8 : dans le cas dumoteur, une forte augmentation deA peut conduirèa l’apparition d’une oscillation en
boucle ferḿee. En ŕealité, ce ph́enom̀ene est d̂u au fait que la constante de tempsélectrique est ńegligée dans le mod̀ele
simplifié. Si on la prend en compte, lamarge de phasemesuŕee sur lediagramme de Bodede la châıne directes’en
trouve diminúee ce qui ŕeduit lecoefficient d’amortissement. En effet, lorsqueA augmente, la courbe de gain estdécaĺee
vers le hautet la pulsation critiqueà laquelle cette marge est mesurée se d́eplace vers la droite, c’est-à-dire vers des
fréquences òu les ph́enom̀eneśelectriques ne sont plus négligeables. Sur la figure38, les marges de stabilité sont infinies.
Toutefois, on voit que si un gainA > 2 venait multiplier le transfert de la chaı̂ne directe, on pourrait alors mesurer une
marge de phase. PlusA serait grand, plus la courbe degain monterait (puisqu’il faut ajouter20logA à cette dernìere)
et la pulsation critique se d́eplacerait vers les fŕequences òu le déphasagediminue en raison de la constante de temps
électrique.
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J.2 Régulateur PD

Il faut également remarquer que cette compensation de pôle peutêtre effectúee avec d’autres types de régulateurs. Ainsi,
si l’on choisit, comme sortie dumoteur, la position angulaire, plutôt que sa vitesse angulaire, la fonction de transfert du
proćed́e devient :

G(p) =
K

p(1 + τp)

Le typedeG(p) passèa1 car la position est l’int́egrale de la vitesse et de ce fait, un intégrateur apparaı̂t maintenant dans
G(p). On note d’ailleurs que ce modèle en boucle ouverte n’est pasasymptotiquement stablepuisqu’il comporte unpôle
nul. En effet, si on perturbe le moteur au repos, il se peut que la position de son arbre change et donc la sortie ne reviendra
pasà sa position initiale. Le typéetant d́ejà de1, il est inutile, pour obtenir uneerreur de positionnulle en boucle ferḿee,
d’ajouter un int́egrateur dans la chaı̂ne directe. On peut utiliser par exemple unrégulateur PDen supprimant l’int́egrateur
du ŕegulateur donńe par (15) ce qui conduit̀a :

R(p) = A(1 + τp) = A + Aτp

On voit clairement apparaı̂tre un terme constant (effet proportionnel) et un terme enp (effet d́erivé). La fonction de
transfert en boucle ferḿee est la m̂eme dans le cas de l’asservissement de vitesse donc le système en boucle ferḿee est
précis etA détermine la raideur.

J.3 Régulateur PID

On peut encore s’inspirer de la technique de la compensation de pôle pour concevoir un régulateur PID, donc faire
intervenir les trois effets. Pour cela, on considère un ŕegulateur de la forme :

R(p) =
A

p
(1 + τp)(1 + Tdp)

Il s’agit donc d’un ŕegulateur de forme série. La partie PI,̀a savoir(A/p)(1 + τp), est obtenue en utilisant une com-
pensation de p̂ole comme d́etaillée au paragrapheJ.1mais il se peut alors que lamarge de phasesoit insuffisante aussi
décide-t-on d’apporter de la phase grâceà l’effet dérivé contenu dans le facteur(1 + Tdp). Td est la constante de temps
du facteur d́erivatif. L’expérience des tracés desdiagrammes de Bodedeschâınes directesconduità utiliser la ḿethode
suivante pour choisirTd :

1. Tracer la ŕeponse harmonique de(A/p)(1 + τp)G(p) dans le plan deBode.

2. Déterminer la pulsationω′ pour laquelle legain en d́ecibelsestT = T0 − 20dB.

3. Opter pour le choixTd = 10/ω′.

4. Toujours sur le diagramme de Bode tracé en 2, lire,̀a la pulsationω′, l’ écart∆φ entre ledéphasageet−180◦.

5. Si la marge de phasevoulue (ǵeńeralement autour de45 ou 50◦) est suṕerieureà ∆φ + 90◦, diminuerTd, sinon,
l’augmenter.

Il faut garder pŕesentà l’esprit que cette ḿethode peut ne pas aboutirà un ŕegulateur tout-̀a-fait satisfaisant. On peut
l’affiner en tenant compte deseffetsdes trois termes de la commande.

K M éthodes de Ziegler-Nichols

Dans cette partie, deux ḿethodes de réglage desrégulateurs PIDsous formeparall̀ele (équation (10)) sont pŕesent́ees.
Elles sont dites ḿethodes deZiegler Nicholset ont un caractère presqu’empirique. Elles ont pur buta priori d’obtenir une
réponse indicielle avec un dépassement de25% comme le montre la figure39.
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t

y(t)

25%
1,25

1

Fig. 39Réponse indicielle avec25% de premier d́epassement

Il existe deux ḿethodes de Ziegler-Nichols :

– la premìere est dite“méthode de la ŕeponse indicielle”;
– la seconde est dite“méthode de la juste oscillation”.

K.1 Méthode de la ŕeponse indicielle

Cette ḿethode n’est valable que pour des procéd́esstablesdont lafonction de transfertne comporte ni int́egrateur, nipôle
dominant complexe. De tels proćed́es ont uneréponse indiciellequi peut se rapprocher de la réponse dite “en S” donnée
par la figure40.

t

y(t)

K

Point d’inflexion

Tangente au point d’inflexion

θ τ

Fig. 40Réponse indicielle “en S”

Cette forme forme de courbe peutêtre approch́ee par un mod̀ele canonique de premier ordrede gain statiqueK et de
constante de tempsτ auquel on ajoute unretard purθ ce qui am̀ene la fonction de transfert approximative :

G(p) =
K−θp

1 + τp

(On note que le retard pur est une non-linéarit́e).
Ziegler et Nichols, sur la base de leur expérience, proposent d’affecter aux paramètres du ŕegulateur P, PI, ou PID de
formeparall̀ele(équation (10)), les valeurs donńees par le tableau3

K.2 Méthode de la juste oscillation

Dans cette seconde méthode, on suppose que le système eststabilisablepar unrégulateur proportionnel. Cette ḿethode
est utiliśee pour des systèmes dont on ne veut pas tracer la réponse indicielle en boucle ouverte (parce qu’il estinstable
par exemple). On cherche alors quel est le gain proportionnel critiqueAcr tel que le syst̀eme en boucle ferḿee est en
limite de stabilit́e, c’est-̀a-dire se comporte comme un oscillateur dont la réponse indicielle est une sinusoı̈de d’amplitude
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Régulateur k τi τd

P
τ

θ
∞ 0

PI 0, 9
τ

θ

θ

0, 3
0

PID 1, 2
τ

θ
2θ 0, 5θ

TAB . 3 – R̀egles de Ziegler-Nichols (ḿethode “de la ŕeponse indicielle”)

Régulateur k τi τd

P 0, 5Acr ∞ 0

PI 0, 45Acr
1

1, 2
Tcr 0

PID 0, 6Acr 0, 5Tcr 0, 125Tcr

TAB . 4 – R̀egles de Ziegler-Nichols (ḿethode “de la juste oscillation”)

constante. Ceci explique le nom de la méthode. On relève alorsTcr, la ṕeriode, dite aussi critique, de cette oscillation.
Toujours sur la base de leur expérience, Ziegler et Nichols proposent d’utiliser le tableau4 pour affecter des valeurs̀a k,
τi et τd.

K.3 Commentaires sur les deux ḿethodes

Ces deux ḿethodes ont permis de résoudre nombre de problèmes de ŕegulation et d’asservissement. Lapremìeresuppose
que le mod̀ele du proćed́e eststableet ne comporte aucun intégrateur. Elle suppose aussi que sa réponse en boucle ou-
verte n’oscille pas ou peu. Lasecondesuppose que le système est stabilisable par un régulateurproportionnel. Certains
proćed́es peuvent ne satisfaire aucune de ces contraintes et une autre méthode doit alorŝetre utiliśee.

En outre, il faut noter qu’en pratique, l’application de ces méthodes engendre des dépassements indiciels allant de10%
à 60%, ce qui peut donĉetre bien suṕerieur aux25% annonćes par Ziegler et Nichols. En réalit́e ce pourcentage n’est
qu’une valeur moyenne c’est pourquoi il faut toujours se souvenir deseffetsde chacun des termes de la commande.

Enfin, pour des systèmes de mod̀eles connus avec précision, on peut s’interroger sur l’intér̂et de telles ḿethodes et sans
doute leur pŕeférer des ḿethodes baśees sur lediagramme de Bodede lachâıne directeet/ou sur lacompensation de pôle
même si dans ce cas,Acr etTcr peuvent̂etre calcuĺes. En revanche, lorsque la dynamique du procéd́e restéenigmatique
mais qu’elle semble satisfaire aux contraintes imposées par l’une ou l’autre des méthodes, alors ces dernières peuvent
s’avérer un bon moyen de trouver un “premier” régulateur PID satisfaisant qui peutêtre aḿelioré en jouant sur les trois
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effets.

L Filtrage de l’effet d érivé

Dans la partie du cours concernant lerégulateur PID, il est sṕecifié qu’en pratique, il est imprudent d’utiliser uneffet
dérivé pur. En effet, ce dernier présente une facheuse tendanceà ŕepercuter les dynamiques de hautes fréquences sur la
commande, sollicitant ainsiénorḿement les actionneurs. Parmi ces dynamiques de hautes fréquences, on peut citer les
bruits liés aux capteurs de mesure de la sortie.
Par ailleurs, en reprenant la logique du retour unitaire présent́ee sur la figure14, on se rend mieux compte du danger d’une
dérivation pure. Si laconsigneyc évolue eńechelonà un instantt, il est impossible que la sortie la suive instantanément.
De ce fait, l’erreurε subit elle aussi uńechelonà ce m̂eme instantt. Sa d́erivée est donc infinie et la commandeu subira
par conśequent un accoup très violent qu’il convient de limiter. La solution consisteà filtrer l’effet dérivé. En supposant
que le ŕegulateur initialement calculé comporte une facteur dérivatif pur, lafonction de transfertsous forme śerie de ce
régulateur est :

R(p) = A(1 +
1
Tip

)(1 + Tdp)

où Td est la constante de temps du facteur dérivatif. On multiplie cette fonction de transfert par un filtre passe-bas de
premier ordre afin d’obtenir :

R(p) = A(1 +
1
Tip

)
(1 + Tdp)
(1 + Tfp)

Tf est une constante de temps de filtrage qui est géńeralement prise nettement inférieureàTd. On filtre ainsi les fŕequences
suṕerieures̀a1/Tf et on limite les accoups dans la commande.

On peut aussi appliquer ce principeà une forme parallèle de ŕegulateur PID et l’on obtient

R(p) = k +
k

τip
+

kτdp

1 + τdp

où τd est alors la constante de temps du filtrage.
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Décroissance exponetielle,43
Dépassement,22, 55
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Douche

collective,6
personnelle,6

Echantillońe
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diff érentielle non lińeaire,9
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(Transforḿee Inverse de),13
(Transforḿee de),12
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Régulateur,29

PD,52
PI, 32, 51
PID, 32, 53, 55

Régulateur proportionnel,30
Régulation,6

proportionnelle,30
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de deuxìeme ordre,20
de premier ordre,18, 23, 24
monovariable,9
multivariable,9
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(Méthodes de),53
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