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Introduction générale

L'utilisation de l'informatique temps réel ne cesse de se répandre dans notre quotidien, que ce
soit au travers de la téléphonie mobile, de systèmes de contrôle embarqués, l'électroménager ou
le multimédia. L'idée sous-jacente des systèmes temps réel n'est pas la notion de rapidité mais
de réactivité : un système temps réel évolue dans un environnement dynamique, et doit donc
s'adapter en permanence aux changements survenant dans cet environnement. Ceci induit donc
que la réponse à ces changements doit être adaptée (correction fonctionnelle), mais doit égale-
ment respecter des contraintes de temps (correction temporelle), de part la nature dynamique
de l'environnement dans lequel évolue le système.
Les systèmes temps réel s'immisçant de plus en plus dans notre quotidien gagne en complexité,
que ce soit en complexité architecturale (nombre de processeurs, présence de réseaux), ou en
complexité des exigences (criticité des tâches, consommation électrique, etc...). C'est dans ce
contexte de complexité grandissante que se situent les travaux présentés dans le cadre de cette
thèse.
Dans la partie état de l'art, nous introduirons les systèmes temps réel, ainsi que la problématique
de l'ordonnancement. Nous présenterons des résultats de base qui ont été développés dans la
littérature dans le but de répondre à cette problématique. Nous introduirons également la
notion de validation, réalisée durant la conception d'un système temps réel a�n de prouver
la correction temporelle des applications. Nous présenterons les méthodes de validation qui
ont été utilisées dans le cadre de nos contributions, avec notamment le calcul des pires temps
de réponse en priorité �xe monoprocesseur, l'analyse de la demande processeur et l'analyse
holistique, prenant en compte les dépendances entre les tâches et les messages, dans le cas des
architectures distribuées.
Dans le chapitre 3, nous présenterons une solution pour simultanément placer et ordonnancer
des tâches dans un système temps réel distribué, tout en minimisant le nombre de processeurs
nécessaires pour respecter les spéci�cations temporelles des tâches. Le principe de l'algorithme
repose sur l'énumération implicite (méthode de type Branch and Bound) de tous les ordon-
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nancements possibles. La technique de validation utilisée est un dérivé de l'analyse holistique,
qui permet d'obtenir une borne inférieure des pires temps de réponse des tâches et des mes-
sages durant le processus de placement et d'a�ectation des priorités, et ainsi d'éliminer les
ordonnancements non valides.
Dans le chapitre 4, nous étudierons le modèle de tâches à criticité multiple. L'objectif de ce
modèle est de prendre en compte la notion de criticité, telle qu'elle a été introduite par exemple
dans la norme DO-178B utilisée en aéronautique. En e�et, ce standard dé�nit plusieurs niveaux
de criticité en fonction des conséquences qu'aurait une défaillance temporelle sur le système, en
allant de la tâche critique, dont une défaillance provoquerait le crash d'un avion, à la tâche non
critique, dont la défaillance ne serait que peu ou pas notable. L'objectif est donc de pouvoir
prendre en compte cette notion de criticité durant la validation du système. Nous avons prouvé
que dans ce cadre, d'une part que l'algorithme d'Audsley est optimal et d'autre part que l'al-
gorithme développé par Vestal minimise la vitesse du processeur nécessaire pour ordonnancer
�ablement les tâches. Nous avons également adapté la méthode d'analyse de sensibilité déve-
loppée par Bini pour déterminer les variations admissibles des durées d'exécution des tâches.
Dans le chapitre 5, nous nous intéresserons aux systèmes multiprocesseurs ordonnancés par
des algorithmes d'ordonnancement semi-partitionné. Cette classe d'algorithme utilise une stra-
tégie par partitionnement pour répartir les tâches parmi les processeurs tout en autorisant la
migration des tâches qui ne peuvent pas être a�ectées à un processeur donné sans violation
d'échéance. Nous avons développé des algorithmes semi-partitionnés en priorité dynamique
(EDF), autorisant la migration des tâches, mais interdisant la migration des instances, a�n
de limiter le surcoût processeur induit par les migrations. Le principe de nos algorithmes est
de dupliquer chaque tâche migrante sur chacun des processeurs devant exécuter au moins une
instance de cette tâche, en utilisant une tâche multiframe. Nous avons comparé nos algorithmes
avec l'algorithme First Fit Decreasing (systèmes partitionnés) et avec un autre algorithme de
semi-partitionnement, développé par Shinpei Kato (qui autorise les migrations des instances de
tâches en cours d'exécution).
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Résumé

Ce chapitre est une introduction aux systèmes temps réels. Nous y introduirons l'en-
semble des notions nécessaires à la compréhension des chapitres suivants. Ce chapitre est
composé d'une première partie décrivant les systèmes temps réel puis d'un état de l'art
sur les notions qui seront utilisées : architectures monoprocesseurs, multiprocesseurs et
distribuées, partage de ressources, contraintes de précédence, etc.
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I. INFORMATIQUE TEMPS RÉEL

I. Informatique temps réel

L'informatique occupe une place de plus en plus importante dans notre société, avec l'expansion
de systèmes informatisés : on peut penser aux ordinateurs, bien entendu, mais également à des
objets que nous utilisons tous les jours : téléphones portables, voitures, appareils électroména-
gers, etc...
Tous ces systèmes se doivent d'être fonctionnellement correct, c'est-à-dire faire ce pour quoi ils
sont faits. Par exemple, une calculatrice se doit de faire des calculs justes.
Ce qui distingue l'informatique temps-réel de l'informatique �classique�, c'est la prise en compte
de la notion de temps. Pour bien comprendre comment ce temps est pris en compte, arrêtons-
nous sur ces deux mots, temps et réel, comme l'a fait Buttazzo dans [But97] :
� Le nom temps est là pour signi�er que l'exactitude d'un système dépend non seulement du
résultat d'un calcul, mais également de la date à laquelle le résultat est produit.

� L'adjectif réel est là pour indiquer que la réaction d'un système à des événements externes
doit survenir pendant leurs évolutions.

Pour bien comprendre cette nécessité, prenons l'exemple de l'ABS 1. Ce système doit se déclen-
cher dès que les roues de la voiture se bloquent lors d'un freinage brusque, et non plusieurs
secondes après. Ainsi donc, un tel système se doit d'être correct fonctionnellement (i.e., se dé-
clencher en cas de blocage des roues) et temporellement (i.e., se déclencher dès que le blocage
des roues a lieu).
Ce type de système est présent dans de nombreux domaines. Sans être exhaustif, nous pouvons
citer entre autres le contrôle de procédés industriels (centrale nucléaire [NSKT98], sidérurgie
[Wal97], etc...), les applications multimédias [Owe97] ou encore les systèmes embarqués (aéro-
nautique et aérospatiale [Bla09], automobile [AUT, FMB+09], etc...).
Une erreur courante, due à l'utilisation fréquente de l'expression temps réel de nos jours, est
de croire qu'un système temps réel doit agir vite. En réalité, la notion de vitesse dépend de
l'environnement dans lequel évolue le système.
Par exemple, un pilote automatique permettra à un petit robot autonome de réaliser un par-
cours tout en évitant des obstacles statiques (comme un mur) ou lents (comme une personne
marchant). Mais si un événement �rapide� survient, c'est-à-dire qui évolue plus rapidement que
ce que le robot peut prendre en compte, comme la présence d'une personne en train de courir
au lieu de marcher, alors le robot peut ne pas avoir le temps de réagir et donc ne pas avoir le
temps d'éviter la collision.
Cet exemple montre que le concept de temps n'est pas une propriété du système de contrôle
(le robot), mais est lié à l'environnement dans lequel évolue le système. Et si un événement
survient plus vite que ce que le système de contrôle peut prendre en compte, alors cela met en
danger la survie du système.
Nous venons de voir un exemple de système temps réel. Une formalisation de cette notion est
donnée �gure 1.1. Le système de contrôle agît sur son environnement à travers des actionneurs,

1. Anti-Blocking System
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Capteurs Actionneurs

Système de contrôle

Procédé

Figure 1.1 � Système temps réel

et récupère des informations sur l'état de l'environnement grâce à des capteurs.

Il existe une classi�cation répandue des systèmes temps réel en fonction des conséquences que
peut avoir le non respect d'une échéance :

� un système temps réel sera à contraintes strictes (hard-real-time system), si le non respect
d'une échéance a des conséquences catastrophiques sur le système temps réel, au point de
pouvoir nuire à son intégrité.

� un système temps réel sera à contraintes non strictes (soft-real-time system), si le non respect
d'une échéance produit seulement une altération de la qualité du résultat, sans pour autant
nuire à l'intégrité du système (par exemple, application multimédia).

II. Architecture des systèmes temps réel

Un système temps réel est constitué d'une couche logicielle s'exécutant sur un ou des calcula-
teur(s) formant la couche matérielle.
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II. ARCHITECTURE DES SYSTÈMES TEMPS RÉEL

II.1. Architecture matérielle

Le terme architecture matérielle désigne ici l'ensemble des ressources matérielles (ou physiques)
qui peuvent être nécessaire à l'exécution de la couche logicielle : cela inclut donc les processeurs,
mais également la mémoire, les réseaux, les cartes d'entrées / sorties (qui sont reliées, par
exemple, aux capteurs et actionneurs), support de stockage, etc.
Les architectures peuvent être classées dans trois grandes catégories en fonction de leur com-
position, et notamment en fonction du nombre de processeurs utilisés et à la présence ou non
de réseaux :
� architecture monoprocesseur : la couche matérielle est dans ce cas composée d'un unique
processeur et il n'y a pas de réseaux. Ceci implique que le processeur exécute toutes les
applications composant le système temps réel, le temps processeur étant alors partagé entre
les di�érentes applications ;

� architecture multiprocesseur : la couche matérielle est composée de plusieurs processeurs
partageant une même mémoire centrale. Les applications du systèmes sont donc réparties sur
ces di�érents processeurs. Notons, comme pour l'architecture monoprocesseur, l'absence de
réseaux.

� architecture distribuée : la couche matérielle est composée de plusieurs processeurs, chaque
processeur ayant une mémoire qui lui est propre. Il n'y a donc pas de mémoire commune
comme dans le cas des architectures multiprocesseurs. Des applications se trouvant sur des
processeurs di�érents et ayant besoin de communiquer entre elles le feront à travers un réseau.

II.1.a. Les processeurs

Un processeur est une unité de calcul. Sauf avis contraire, lorsque nous parlerons d'architectures
multiprocesseurs ou distribuées, tous les processeurs seront identiques, c'est-à-dire qu'ils seront
interchangeables : une application pourra s'exécuter aussi bien sur un processeur que sur un
autre. De tels systèmes sont dit homogènes.
Dans le cas où un système est composé de processeurs dont au moins une caractéristique di�ère
d'un processeur à l'autre (vitesse de calcul, mémoire, jeu d'instruction, etc...), le système est
dit hétérogène.

II.1.b. Les réseaux

Les réseaux sont le moyen de communication utilisé par les tâches. Deux tâches se trouvant
sur des processeurs di�érents et souhaitant communiquer le font en envoyant des données sous
forme de messages qui transitent par les réseaux.
Ils existent plusieurs types de réseaux, dont voici une liste non exhaustive :
� le réseau CAN [ISO94a] ;
� le réseau VAN [ISO94b] ;
� le réseau AFDX / ARINC [Ari09].
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Certains de ces réseaux sont très employés dans un domaine particulier. Par exemple, le type
de réseau CAN est largement employé dans l'industrie automobile, tandis que le type de réseau
AFDX est plutôt employé dans l'industrie aéronautique et spatiale.

II.2. Architecture logicielle

L'architecture logicielle d'un système temps réel se décompose typiquement en deux parties
distinctes :
� un exécutif temps réel, qui est une partie de bas niveau faisant le lien avec la couche matérielle ;
� un programme applicatif, qui est une partie de haut niveau, correspondant aux fonctions
permettant de contrôler le système temps réel.

II.2.a. Exécutif temps réel

L'exécutif temps réel est composé de deux parties :
� un noyau temps réel, qui est le coeur de l'exécutif temps réel ;
� de modules ou bibliothèques venant compléter le noyau temps réel et facilitant la conception
d'une application à travers l'apport de routines de gestion de �chiers, de gestion de timers,
de gestion de réseaux, etc...

Un noyau, pour pouvoir être quali�é de temps réel, doit répondre à certaines exigences, notam-
ment en fournissant des services de base [But97] :
� ordonnancement ;
� routines de gestion de ressources ;
� primitives de communication.
En fonction de la politique d'ordonnancement retenue, on parlera d'ordonnanceur (cas d'une
politique en ligne), ou de séquenceur (cas d'une politique hors ligne). Les notions de politiques
en-ligne et hors-ligne seront dé�nies ultérieurement dans le paragraphe II.2.j.
En plus de ces services, un exécutif temps réel se doit de fournir des garanties, notamment
concernant le temps d'exécution nécessaire aux di�érentes primitives fournies par l'exécutif
temps réel (ou plus précisément, des bornes supérieures de temps d'exécution), a�n de permettre
d'estimer le temps d'exécution nécessaire pour chaque tâche du système temps réel.
Voici une liste de quelques exécutifs temps réel utilisés dans les systèmes embarqués :
� VxWorks [Riv]
� RT Linux [Bar97]
� Ada Temps Réel [Ros, BDV04]
� Osek / VDK [Ose05]
� POSIX [IEE04]
Concernant les derniers exécutifs temps réel (Ada, Osek / VDX et Posix), il s'agit en réalité
de normes dé�nissant des spéci�cations et qu'une implémentation se doit de suivre a�n de
respecter lesdites normes.
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Capteurs Actionneurs

Procédé

Système de contrôle

Tâche 1

Tâche 2

...

Tâche n

Programme applicatif

Exécutif temps réel

Architecture physique

Figure 1.2 � Structure de l'architecture logicielle d'un système temps réel

II.2.b. Programme applicatif

Le programme applicatif correspond à la partie logicielle du système qui va exécuter les dif-
férentes fonctions nécessaires au contrôle du système, et plus particulièrement du procédé. Le
programme applicatif est divisé en entités distinctes appelées tâches, chacune ayant un rôle qui
lui est propre, comme par exemple :
� réaliser un calcul ;
� être associé à une alarme ;
� traiter des entrées / sorties ;
� etc...
La notion de tâche que nous venons d'introduire joue un rôle clé dans les systèmes temps réel,
puisque ce sont ces entités de base qui composent le programme applicatif d'un système temps
réel. L'exécutif temps réel met à disposition des routines que peuvent utiliser les tâches pour
réaliser leur fonction. Ces routines permettent notamment :
� de gérer les communications entre tâches ;
� de réaliser de l'acquisition de données en provenance des capteurs ;
� d'actionner des commandes sur le système contrôlé, à l'aide des actionneurs.
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Nous avons vu que la caractéristique majeure d'un système temps réel était la prise en compte
du temps. Le temps est pris en compte grâce à la dé�nition de caractéristiques et de contraintes
temporelles au niveau des tâches. Il est possible de classer les tâches en di�érentes catégories,
en fonction de leurs caractéristiques :
� une tâche périodique est une tâche dont l'activation est régulière et le délai entre deux ac-
tivations successives est constant. Ce type de tâche est généralement utilisé pour des tâches
de contrôle de procédé.

� une tâche sporadique est une tâche caractérisée par un délai minimum entre deux activations
successives. Ainsi, la pire charge induite par une tâche sporadique est connue a priori.

� une tâche apériodique est une tâche dont on ne connaît aucune caractéristique. Elle est
généralement activée sur un événement extérieur.

Cette classi�cation nous amène également à introduire la notion d'instance, et de bien distinguer
cette notion avec celle de tâche :
� une tâche correspond à du code exécutable, sur lequel sont dé�nies des contraintes ;
� une instance d'une tâche correspond à une occurrence (ou exécution) de cette tâche.
Cette prise en compte induit l'utilisation sous-jacente de modèles. Dans le paragraphe qui suit,
nous allons donc logiquement introduire un modèle de tâches que nous utiliserons dans le cadre
de cette thèse : le modèle de tâche périodique.

II.2.c. Modèle de tâche périodique

Le modèle de tâche périodique présenté est celui dé�ni par Liu et Layland dans [LL73], qui
dé�nit une tâche τi comme étant un triplet (Ci, Di, Ti), où :
� Ci est la pire durée d'exécution de la tâche τi. Cela correspond au temps processeur maximum
nécessaire à l'exécution d'une instance de la tâche τi. La détermination du temps d'exécution
d'une tâche est un problème à part entière ayant été et continuant d'être étudié dans la
littérature [WEE+08].

� Di est l'échéance relative de la tâche τi. Une instance j de la tâche τi activée à l'instant t doit
avoir terminée son exécution avant l'instant t+Di. Cet instant t+Di est également appelé
échéance absolue de l'instance j de τi et est notée di,j.

� Ti est la période de la tâche τi. Si une instance de la tâche τi est activée à l'instant t, alors la
prochaine instance de la tâche τi sera activée à l'instant t+ Ti.

Chaque caractéristique est représentée visuellement sur la �gure 1.3.
En fonction de la valeur de l'échéance relative Di par rapport à la période Ti de chaque tâche
d'un système, on dit qu'un système de tâches τ est un système de tâches :
� à échéance sur requête, si l'échéance relative est égale à la période pour chaque tâche, i.e.,
Di = Ti,∀τi ∈ τ ;

� à échéance contrainte, si l'échéance relative est inférieure ou égale à la période pour chaque
tâche, i.e., Di ≤ Ti,∀τi ∈ τ ;

� à échéance arbitraire, si l'échéance relative n'est pas reliée à la période, c'est-à-dire qu'il existe
une tâche τi du système ayant une échéance Di supérieure à sa période Ti.
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Ci

Ti

Di

j ème occurence de τi j + 1ème occurence de τi

Figure 1.3 � Représentation graphique du modèle de Liu et Layland

Ci

Tri

t t + Di

Figure 1.4 � Temps de réponse d'une instance d'une tâche τi

II.2.d. Système synchrone / asynchrone

Un système de tâche sera dit synchrone si toutes les tâches le composant démarrent leur exé-
cution au même instant. Sans perte de généralité, cet instant est habituellement pris comme
instant de référence, c'est-à-dire l'instant 0.
Dans le cas contraire, c'est-à-dire lorsqu'il existe au moins une tâche démarrant de manière
di�érée par rapport aux autres tâches, alors le système de tâches sera dit asynchrone.

II.2.e. Temps de réponse

La notion de temps de réponse est une notion souvent utilisée pour véri�er l'ordonnançabilité
d'un système de tâches temps réel. Nous allons donc en donner une dé�nition ci-dessous.

Dé�nition 1. Le temps de réponse d'une instance d'une tâche τi est dé�ni comme étant le
délai entre la date d'activation de l'instance et sa date de �n d'exécution (cf. �gure 1.4).

Cette dé�nition nous permet de dé�nir le pire temps de réponse d'une tâche :

Dé�nition 2. Le pire temps de réponse d'une tâche τi, noté Tri, est le plus grand temps de
réponse parmi toutes les instances de τi.

11



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Autrement dit, le temps de réponse d'une instance de la tâche τi est forcément inférieur ou égal
au pire temps de réponse de la tâche τi.

II.2.f. Ordonnançabilité

Lorsqu'un système temps réel est exécuté sur une architecture donnée, nous devons avoir un
moyen �able de décider, à un instant donné, quelle tâche va s'exécuter, de sorte que toutes les
contraintes temporelles soient véri�ées : c'est l'objectif de l'ordonnancement. Autrement dit,
l'ordonnancement est la technique qui consiste à organiser l'exécution des instances des tâches
de sorte que toutes les instances terminent leur exécution avant d'atteindre leur échéance, et
ainsi garantir l'intégrité du système. Ce qui nous permet d'introduire les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 3. Une tâche τi est dite ordonnançable ou valide lorsque toutes les instances de la
tâche τi respectent leur échéance.

Et nous pouvons maintenant étendre cette dé�nition au système temps réel tout entier :

Dé�nition 4. Un système temps réel est dit ordonnançable ou valide lorsque toutes les tâches
qui le composent sont elles-mêmes ordonnançables.

Lorsqu'on parle d'ordonnancement, il est également possible d'inclure d'autres critères, comme
des critères d'optimisation des temps de réponses ou de réduction de consommation énergétique.

II.2.g. Optimalité

Une notion importante, lorsqu'on étudie des algorithmes d'ordonnancement, est la notion d'op-
timalité.

Dé�nition 5. Un algorithme A est dit optimal si, et seulement si, il peut ordonnancer �able-
ment tout système de tâches ordonnançables.

C'est-à-dire que si un système de tâches τ est ordonnançable par un algorithme quelconque
A′, alors l'algorithme A pourra ordonnancer �ablement τ . Il est à noter qu'un algorithme ne
sera dit optimal que dans un cadre précis, comme par exemple, pour un système de tâches
indépendantes, synchrones et à échéance sur requête.

II.2.h. Dominance / non comparabilité

Il peut être utile parfois de pouvoir comparer des algorithmes entre eux. Cela peut être fait à
travers deux notions, celle de dominance, et celle de non-comparabilité.

Dé�nition 6. Un algorithme A domine un algorithme B si tout système de tâches ordonnan-
çable par B l'est par A et s'il existe au moins un système de tâche ordonnançable par A et qui
ne le soit pas par B.
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Dé�nition 7. Deux algorithmes A et B seront dit non comparable si, et seulement si :
� il existe un système de tâches τ qui soit ordonnançable par A et non ordonnançable par B ;
� il existe un système de tâches τ ′ qui soit ordonnançable par B et non ordonnançable par A ;

II.2.i. Notion de facteur d'utilisation

Une notion très utilisée est la notion de facteur d'utilisation, car de nombreuses conditions
nécessaires et / ou su�santes d'ordonnançabilité l'utilisent :

Dé�nition 8. Le facteur d'utilisation d'une tâche τi est dé�nie comme étant le rapport entre
son temps d'exécution Ci et sa période Ti. Il est noté ui :

ui =
Ci
Ti

(1.1)

Le facteur d'utilisation d'une tâche correspond au temps processeur nécessaire pour l'exécution
correct de la tâche. Par exemple, un facteur d'utilisation de 0.2 indique que la tâche requiert
20% du temps processeur pour s'exécuter dans les temps.
Par extension, on peut dé�nir le facteur d'utilisation d'un système de tâches :

Théorème 1. Le facteur d'utilisation d'un système de tâches correspond à la somme des fac-
teurs d'utilisation des tâches composant le système :

U =
n∑

i=1

ui (1.2)

De la dé�nition du facteur d'utilisation découle une condition nécessaire à l'ordonnancement
d'un système sur un processeur :

Théorème 2. Un système de tâche τ ne peut être ordonnançable sur m processeurs si son
facteur d'utilisation est strictement supérieure à m.

En e�et, dans ce cas, on demande aux processeurs plus de puissance qu'ils ne peuvent en fournir.
Le système est donc forcément non ordonnançable.

II.2.j. Algorithme en-ligne / hors-ligne

Les algorithmes d'ordonnancement peuvent être classés dans deux catégories, en fonction de
leur nature :
� algorithme d'ordonnancement hors-ligne : l'ordonnancement consiste à dé�nir une séquence
d'exécution qui sera ensuite répétée indé�niment par le séquenceur. La séquence est issue
d'un calcul e�ectué hors-ligne, c'est-à-dire a priori de l'exécution du système de tâches.

� algorithme d'ordonnancement en-ligne : l'ordonnancement consiste à déterminer la séquence
d'exécution durant la vie du système temps-réel. L'ordonnanceur choisit quelle tâche doit
s'exécuter en fonction des caractéristiques des tâches.

Les travaux de cette thèse se placent dans le cadre des ordonnancements en-ligne.
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II.2.k. Priorité �xe / dynamique

La majorité des algorithmes en ligne s'appuie sur une politique d'a�ectation de priorité pour
l'ordonnancement des tâches : le processeur est donné à la tâche ayant la plus grande priorité.
La convention retenue dans le cadre de cette thèse est de représenter la priorité de la tâche τi
par un entier πi, et de considérer que plus πi est grand, plus faible est la priorité de τi. Avec
cette convention, une valeur de 0 pour πi indique donc que la tâche τi est la plus prioritaire.
L'étape d'ordonnancement consiste alors à a�ecter des priorités aux tâches, qui peuvent être :
� à priorité �xe : une tâche est a�ectée d'une priorité. Toutes les instances de cette tâche
hériteront de cette priorité.

� à priorité dynamique : la priorité n'est plus a�ectée à une tâche mais aux instances. Ici encore,
il est possible de distinguer deux types de priorité :
� FJP (Fixed Job Priority) : la priorité d'une instance d'une tâche est constante ;
� DP (Dynamic Priority) : la priorité d'une instance peut évoluer au cours du temps.

II.2.l. Caractère préemptif / non préemptif

Le caractère préemptif ou non préemptif des tâches modi�e la façon dont elles sont agencées :
� une tâche préemptible peut, à tout moment, être interrompue pour permettre à une autre
tâche de s'exécuter (par exemple, parce qu'elle est plus prioritaire).

� une tâche non préemptible ne peut être interrompue à partir du moment où elle a commencé
son exécution, même si une tâche plus prioritaire demande à avoir le processeur. Dans ce cas,
la tâche de plus forte priorité devra attendre que la tâche de plus faible priorité ait terminé
son exécution pour pouvoir à son tour s'exécuter.

III. Ordonnancement monoprocesseur

Un ordonnanceur est un algorithme de l'exécutif temps réel qui attribue à chaque instant le
processeur à la tâche la plus prioritaire.

III.1. Priorité �xe

Il existe de nombreux algorithmes d'attribution des priorités �xes, et les paragraphes suivant
sont consacrés à la description de quelques-uns d'entre eux.

III.1.a. Rate Monotonic

Rate Monotonic est un algorithme à priorité �xe introduit par Liu et Layland dans [LL73]. Cet
algorithme a�ecte des priorités aux tâches en fonction de leur période : plus leur période est
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Tâche Pi Ci πi
τ1 10 1 3
τ2 4 1 0
τ3 5 1 1
τ4 8 2 2

Table 1.1 � A�ectation des priorités selon Rate Monotonic

τ2

τ3

τ4

τ1

Figure 1.5 � Ordonnancement selon Rate Monotonic

petite, plus la tâche est prioritaire. Un exemple de système de tâche ordonnancée par Rate Mo-
notonic est donné table 1.1. La �gure 1.5 est une représentation graphique de l'ordonnancement
correspondant.

Optimalité Cet algorithme est optimal dans le cadre résumé par le théorème 3 :

Théorème 3 ([LL73]). Rate Monotonic est optimal pour l'ordonnancement de systèmes de
tâches synchrones, indépendantes et à échéance sur requête en présence de préemption.

Conditions su�santes d'ordonnançabilité Liu et Layland ont donné dans [LL73], la
condition su�sante d'ordonnançabilité :
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Théorème 4 ([LL73]). Un système temps réel composé de n tâches est ordonnançable par Rate
Monotonic si la condition suivante est véri�ée :

U =
n∑

i=1

Ci
Ti
≤ n

(
2

1
n − 1

)
(1.3)

Une forme dérivée fréquemment utilisée pour sa simplicité, même si elle est un peu moins
précise, est obtenue à partir de l'équation 1.3 en faisant tendre n vers l'in�ni :

U ≤ 1

ln 2
≈ 0.69 (1.4)

Il est à noter que les conditions précédentes sont des conditions su�santes d'ordonnançabilité,
ce qui signi�e que si ces conditions ne sont pas véri�ées, alors elles ne permettent pas de conclure
quant à l'ordonnançabilité du système de tâches étudié (il peut être ordonnançable comme non
ordonnançable).

III.1.b. Deadline Monotonic

Deadline Monotonic est un algorithme à priorité �xe introduit par Leung et Whitehead dans [LW82].
Cet algorithme est proche de celui de Rate Monotonic, à la di�érence que les priorités sont
maintenant a�ectées en fonction de l'échéance relative de chaque tâche au lieu de leur période.

Optimalité Tout comme Rate Monotonic, cet algorithme est optimal dans un cadre explicité
par le théorème 5 :

Théorème 5 ([LW82]). Cet algorithme est optimal dans le cadre des algorithmes à priorité
�xe pour des systèmes de tâches synchrones à échéance contrainte lorsque la préemption est
autorisée.

Notons également que lorsque les tâches d'un système sont à échéance sur requête, alors Rate
Monotonic et Deadline Monotonic se confondent.

Condition su�sante d'ordonnançabilité La condition su�sante d'ordonnançabilité est
inspirée de la condition su�sante d'ordonnançabilité de Liu et Layland (cf. théorème 4) :

Théorème 6. Un système temps réel composé de n tâches est ordonnançable par Deadline
Monotonic si la condition suivante est véri�ée :

U =
n∑

i=1

Ci
Di

≤ n
(

2
1
n − 1

)
(1.5)
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Tâche Pi Di Ci πi
τ1 10 5 1 2
τ2 4 3 1 0
τ3 5 4 1 1
τ4 8 7 2 3

Table 1.2 � A�ectation des priorités selon Deadline Monotonic

τ2

τ3

τ1

τ4

τ2

τ3

τ1

τ4

τ2

τ3

τ1

τ4

τ2

τ3

τ1

τ4

Figure 1.6 � Ordonnancement selon Deadline Monotonic

III.1.c. Audsley

Lorsque nous considérons un système de tâches à échéance arbitraire, les algorithmes précé-
dents ne sont plus optimaux. Audsley, dans [Aud91], a introduit un nouvel algorithme qui a la
particularité d'être optimal dans ce cadre, comme le résume le théorème 7 :

Théorème 7 ([Aud91]). L'algorithme d'Audsley est optimal dans le cadre de systèmes de tâches
asynchrones, indépendantes et à échéance arbitraire en présence de préemption.

Cet algorithme est basé sur le constat suivant : l'interférence due aux tâches plus prioritaires
dépend uniquement des tâches qui composent l'ensemble des tâches plus prioritaires, et non
de leur priorité relative. L'idée d'Audsley est alors la suivante : il s'agit de parcourir tous les
niveaux de priorité, du moins prioritaire au plus prioritaire. A chaque niveau de priorité est
assignée la première tâche qui est ordonnançable à ce niveau. S'il y a au moins un niveau de
priorité pour lequel aucune tâche ne peut être assignée, alors le système est non ordonnançable.
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III.2. Priorité dynamique

Les algorithmes à priorité dynamique a�ectent une priorité qui n'est plus une donnée statique.
La priorité d'une tâche est mise à jour durant la vie du système en fonction de certains critères,
les critères utilisés dépendant de l'algorithme utilisé. Nous allons ainsi voir, dans les paragraphes
suivant, deux algorithmes bien connus en priorité dynamique : Earliest Deadline First (EDF)
et Last Laxity (LL).

III.2.a. Earliest Deadline First

Earliest Deadline First est un algorithme connu et étudié depuis longtemps [LL73, Der74,
Hor74]. Le principe de cet algorithme est d'accorder la priorité la plus grande à la tâche ayant
une instance dont l'échéance absolue est la plus proche.
L'avantage majeur de cet algorithme est qu'en présence d'un système de tâche à échéance sur
requête, le taux d'utilisation maximum du processeur est de 100% (théorème 8).

Théorème 8 ([LL73]). Un système de n tâches à échéance contrainte est ordonnançable par
Earliest Deadline First si et seulement si :

U =
n∑

i=1

Ci
Ti
≤ 1 (1.6)

Notons également que cet algorithme est optimal :

Théorème 9 ([Der74]). Earliest Deadline First est optimal pour ordonnancer des systèmes de
tâches indépendantes lorsque le facteur d'utilisation U du système est inférieure ou égale à 1
(absence de surcharge).

III.2.b. Least Laxity

L'algorithme Least Laxity [Mok83] utilise la notion de laxité pour attribuer des priorités aux
tâches.

Dé�nition 9. La laxité correspond à la longueur de l'intervalle de temps maximum pendant
lequel la tâche peut ne pas avoir le processeur sans rater son échéance.

Par exemple, une tâche avec une laxité de 0 doit obligatoirement avoir le processeur jusqu'à sa
terminaison sans quoi elle ratera son échéance et sera donc non ordonnançable.
Le principe de l'algorithme est donc d'attribuer la plus haute priorité à l'instance dont la
laxité est la plus faible, car c'est l'instance ayant le moins de marge possible. Il est à noter que
d'une part, cet algorithme nécessite une mise à jour des priorités des tâches à chaque instant, et
mobilise dans ce but beaucoup de ressources de calcul, mais qu'en plus, il provoque de nombreux
changements de contexte, également coûteux en temps.
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Théorème 10 ([Mok83]). Least Laxity est optimal pour ordonnancer des systèmes de tâches
indépendantes lorsque la charge du système U est inférieure ou égale à 1.

Tout comme EDF, LL est optimal pour des systèmes de tâches indépendantes. Toutefois, au vue
de ses inconvénients vis-à-vis du nombre de changements de contexte et du calcul des priorités
nécessaire à chaque instant, LL est rarement utilisé en pratique.

III.3. Gestion des ressources

Jusqu'à présent, nous avons fait l'hypothèse que les systèmes de tâches traités étaient consti-
tués de tâches indépendantes. Dans de nombreux applicatifs, les tâches peuvent partager des
ressources logicielles (comme des accès mémoire) ou matérielles (comme des capteurs). La ca-
ractéristique d'une ressource concerne son utilisation réglementée. Par exemple, une ressource
dite critique ne peut être utilisée que par une seule tâche à la fois. Si une tâche τi veut prendre
une ressource et que celle-ci n'est pas disponible, alors la tâche τi est mise en attente, jusqu'à
ce que la ressource soit à nouveau disponible.

La présence de ressources au sein d'un système temps réel peut être la cause :

� d'inversions de priorité : une inversion de priorité a lieu lorsqu'une tâche est retardée par
une tâche de plus faible priorité alors qu'elles ne partagent pas de ressources. Sur la �gure
1.7, la tâche τ1 ne peut s'exécuter à l'instant t = 2 car la ressource R est possédée par τ3.
τ1, ne pouvant pas avoir la ressource détenue par τ3, est bloquée. τ2, ayant une priorité plus
forte que τ3, s'exécute au dépend de τ1 qui est en attente et qui a une priorité plus forte que
celle de τ2. On voit donc, sur cette exemple, que τ2 retarde l'exécution de τ1 alors que τ1 et
τ2 ne partagent pas de ressources.

� d'interblocages : un interblocage peut se produire si une tâche τi veut prendre une ressource
R1 possédée par une tâche τj, et que τj veuille prendre une ressource R2 possédée par τi. Les
deux tâches sont bloquées, car τi, pour prendre R1 doit attendre que la tâche τj la libère.
Mais la tâche τj, pour pouvoir libérer la ressource R1, doit continuer son exécution, ce qui
lui est impossible tant que τi n'a pas libéré la ressource R2. Les deux tâches τi et τj sont
interbloquées.

� d'anomalies d'ordonnancement : pour des systèmes de tâches indépendantes, la réduction
du temps d'exécution d'une tâche ne peut qu'améliorer les temps de réponses des tâches.
Autrement dit, un système ordonnançable reste ordonnançable. En présence de ressources
partagées, la réduction du temps d'exécution d'une tâche peut rendre un système ordonnan-
çable non ordonnançable (cf. �gure 1.8).

A�n de gérer ces di�érents e�ets, des protocoles de gestion des ressources ont été mis au point.
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τ1

τ2

τ3

Inversion de priorité Utilisation de la ressource R

Figure 1.7 � Inversion de priorité

III.3.a. Protocole à priorité héritée

Le protocole à priorité héritée 2 ou PPH [SRL90] o�re une solution au problème de l'inversion
de priorité. Le principe de cet algorithme est de modi�er la priorité de la tâche provoquant
le blocage a�n d'éviter que d'autres tâches de priorité intermédiaire ne préemptent la tâche
détenant la ressource.
Voici, étape par étape, le principe de fonctionnement du protocole à priorité héritée :

1. Si la tâche τi essaie de prendre une ressource R détenue par une tâche τj de priorité
inférieure, alors τi est bloquée ;

2. τj va �hériter� de la priorité de τi, tant que τj détiendra la ressource demandée par τi ;

3. Lorsque τj libère la ressource R, la tâche de plus forte priorité demandant la ressource R
est activée. Si la tâche τj bloquait une autre tâche τk due à une autre ressource R′, alors
τj hérite de la priorité de τk, sinon, τj retrouve sa priorité initiale ;

4. L'héritage de priorité est transitif : si τk bloque τj qui bloque τi, alors la tâche τk hérite
de la priorité de τi.

Malheureusement, ce protocole ne permet pas d'éviter les interblocages.

III.3.b. Protocole à priorité plafond

Le protocole à priorité plafond 3 ou PPP reprend les avantages du protocole à priorité héritée,
en évitant les inversions de priorité, et évite, de plus, les interblocages. Ce protocole a été
introduit par Sha, Rajkumar et Lehoczky dans [SRL90].

1. Chaque ressource Rk est associée à une priorité plafond C(Rk) égale à la priorité de la
tâche la plus prioritaire pouvant en faire la demande ;

2. Soit R∗ la ressource ayant la plus forte priorité plafond parmi toutes les ressources ver-
rouillées.

2. ou Priority Inheritance Protocol en anglais
3. ou Priority Ceiling Protocol en anglais
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C3 = 6, toutes les échéances sont respectées

τ1

τ2

τ3

C3 = 5, τ2 rate son échéance

τ1

τ2

τ3

Figure 1.8 � Anomalie d'ordonnancement

3. Supposons maintenant que la tâche de plus haute priorité prête à entrer en section critique
soit τi. τi ne pourra entrer en section critique que si sa priorité est strictement supérieure
à la priorité plafond C(R∗). Dans le cas contraire, la tâche τi est mise en attente.

4. Lorsqu'une tâche est bloquée sur une ressource, elle transmet sa priorité à la tâche pos-
sédant la ressource

5. la transitivité dé�nie dans le protocole à priorité héritée est conservée.

III.3.c. Protocole à priorité plafond immédiat

Ce protocole a été introduit par Kaiser dans [Kai82]. Il présente les mêmes avantages que le
protocole à priorité plafond, tout en étant plus simple d'un point de vue de l'implémentation.
Le principe du protocole à priorité plafond immédiat est résumé ci-dessous :

1. Chaque ressource Rk est associée à une priorité plafond C(Rk) égale à la priorité de la
tâche la plus prioritaire susceptible de l'utiliser (comme pour PPP) ;
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τ1

τ2

τ3

Utilisation de la ressource R1

Utilisation de la ressource R2

Utilisation des ressources R1 et R2

Héritage de priorité

Figure 1.9 � Illustration du protocole à priorité plafond immédiat

2. Soit R∗ la ressource ayant la plus forte priorité plafond parmi toutes les ressources ver-
rouillées (comme pour PPP).

3. Une tâche ne peut prendre la ressource (c'est-à-dire entrer en section critique), que si sa
priorité est strictement supérieure à R∗ ou si elle détient elle-même le plafond système
(comme pour PPP)

4. Lorsqu'une tâche entre en section critique en prenant la ressource Rk, elle hérite de la
priorité plafond de la ressource Rk durant toute la durée de sa section critique.

Exemple Un exemple d'ordonnancement utilisant le protocole à priorité plafond immédiat
est fourni �gure 1.9. Le système est composé :
� de deux ressources, R1 et R2 ;
� de la tâche τ1, nécessitant les ressources R1 et R2 ;
� de la tâche τ2, nécessitant la ressource R2 ;
� de la tâche τ3, nécessitant la ressource R3.
Les deux ressources R1 et R2 ont la même priorité plafond 0, puisque toutes deux requises
par la tâche de plus grande priorité. A l'instant t = 0, la tâche τ3 est la seule à être prête et
s'exécute donc, en prenant la ressource R1. La tâche τ3 hérite donc de la priorité plafond de
R1, à savoir 0.
A l'instant t = 1, τ2 se réveille. τ2 est normalement plus prioritaire que τ3,mais la prise de la
ressource R1 par la tâche τ3 a modi�é sa priorité. τ3 est donc plus prioritaire que τ2 et c'est

22



III. ORDONNANCEMENT MONOPROCESSEUR

donc τ3 qui s'exécute.
A l'instant t = 2, τ1 se réveille. La ressource critique R1 étant déjà prise, τ1 est bloquée.
A l'instant t = 3, τ3 vient de terminer son exécution et a libéré la ressource R1. τ1 et τ2 sont
prêtes, et comme τ1 est plus prioritaire que τ2, τ1 s'exécute et entre en section critique, par la
prise des ressources R1 et R2.
A l'instant t = 3, τ1 termine son exécution, libérant les ressources R1 et R2. τ2 peut maintenant
s'exécuter, tout en héritant de la priorité plafond de la ressource R2.
A l'instant t = 5 , τ2 termine son exécution, libérant la ressource R2 et retrouvant sa priorité
initiale.

III.4. Contraintes de précédence

En plus de partager des ressources, les tâches peuvent communiquer entre elles a�n de s'échanger
des informations. Ces échanges d'information constituent des points de synchronisation.
Bien souvent, les tâches sont découpées selon leurs points de synchronisation, ce qui permet de
faire les hypothèses suivantes :
� une tâche ne peut recevoir un message qu'au début de son exécution ;
� une tâche ne peut envoyer de messages qu'à la �n de son exécution.
Ce découpage des tâches selon les points de synchronisation introduit des relations de précédence
entre une tâche émettrice τe et une tâche réceptrice τr. Une telle relation, nommée contrainte
de précédence, sera notée τe ≺ τr. Il est à noter que cette relation dé�nie un ordre partiel [SS94].
De cette relation découle également une contrainte sur les périodes : la période de la tâche
émettrice et de la tâche réceptrice doivent être égale (i.e., Te = Tr).

III.4.a. Gestion des contraintes de précédence avec EDF

Lorsqu'EDF est utilisé pour ordonnancer un système de tâches, il est possible de s'assurer du
respect de l'ordre partiel en jouant sur les paramètres des tâches, et plus particulièrement sur les
dates d'arrivée et sur les échéances relatives. Ainsi, pour que la relation τi ≺ τj soit respectée,
il su�t de s'assurer que :
� ri + Ci ≤ di, sans quoi, il serait strictement impossible pour la tâche τi de respecter son
échéance

� di ≤ dj − Cj, ce qui permet de s'assurer que l'émetteur d'un message ait une échéance qui
arrive plus tôt que le destinataire, et que cette échéance laisse ensuite le temps au récepteur
du message de compléter son exécution.

III.4.b. Gestion des contraintes de précédence en priorité �xe

La gestion des contraintes de précédence en priorité �xe est un peu plus délicate :
� soit le modèle de tâche incorpore un protocole de synchronisation permettant de s'assurer du
respect des relations de précédence ;
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Ci Ti = Di πi
τ1 5 18 2
τ2 2 6 1
τ3 1 18 3
τ4 5 18 0

Table 1.3 � Système de tâche illustrant les anomalies d'ordonnancement en présence de
contraintes de précédence en priorité �xe

� soit il faut s'assurer �manuellement� que le successeur d'une tâche ne puisse commencer son
exécution qu'une fois que ses prédécesseurs aient terminés la leur. Pour cela, il faut modi�er la
date d'arrivée du successeur d'une tâche d'une durée correspondant au pire temps de réponse
de tous ses prédécesseurs [Tin94].

A noter également que les contraintes de précédence en priorité �xe peuvent être la source
d'anomalies d'ordonnancement, comme le montre la �gure 1.10, qui est une représentation
graphique du système de tâches de la table 1.3. Une réduction du temps d'exécution de la tâche
τ1 de 2 unités de temps va conduire la tâche τ2 à rater son échéance. En e�et, la tâche τ4, qui est
la tâche la plus prioritaire du système de tâches, doit attendre que son prédécesseur, la tâche
τ3, se soit terminée pour commencer son exécution. Le fait que τ1 termine son exécution plus
tôt permet à τ3 de s'exécuter plus tôt. Ainsi, à l'instant t = 6, les tâches τ2 et τ4 sont prêtes à
être exécutées, alors qu'auparavant, seule la tâche τ2 était prête. Comme τ4 est la tâche la plus
prioritaire, c'est elle qui s'exécute, au détriment de τ2.

IV. Ordonnancement multiprocesseur

L'ordonnancement multiprocesseur se distingue de l'ordonnancement monoprocesseur par la
présence de plusieurs processeurs sur lesquels peuvent s'exécuter les tâches. Se pose alors les
problèmes suivants :

� le problème de placement des tâches : sur quel(s) processeur(s) une tâche va-t-elle s'exécuter ?
� le problème de la migration des tâches : une tâche peut-elle changer de processeur pour
s'exécuter ?

� le problème de la gestion des ressources : une ressource ne doit pas pouvoir être prise par
deux tâches en même temps s'exécutant sur deux processeurs di�érents ;

� le problème de l'ordonnancement des tâches : a�ectation des priorités.

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéresserons uniquement au problème de placement,
de migration et d'ordonnancement des tâches, sans prendre en compte la gestion des ressources
(nous supposerons que les tâches sont indépendantes).
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τ1
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Toutes les échéances sont respectées

τ1

τ2

τ3

τ4

Si τ1 termine en avance, τ2 rate son échéance

Figure 1.10 � Exemple d'anomalie d'ordonnancement en présence de contraintes de précédence
en priorité �xe

IV.1. Migrations des tâches

Il existe trois principales catégories de tâches, en fonction du type de migrations autorisées :

� sans migration : lorsqu'une tâche est assignée à un processeur, toutes les instances de cette
tâche s'exécuteront sur ce processeur ;

� avec migration des tâches : les tâches peuvent migrer, c'est-à-dire qu'une instance d'une tâche
peut s'exécuter sur un processeur et l'instance suivante sur un autre processeur. Toutefois,
une instance ayant commencée son exécution sur un processeur donné ne pourra pas migrer
et fera donc toute son exécution sur le même processeur.

� avec migration des instantes : l'exécution d'une instance d'une tâche peut être suspendue,
pour être reprise plus tard sur un autre processeur.
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IV.2. Classi�cation

Les algorithmes d'ordonnancement peuvent être classés dans di�érentes catégories, en fonction
de leurs caractéristiques :
� stratégie globale : sur un système comprenant m processeurs, un algorithme d'ordonnan-
cement utilisant une stratégie globale va a�ecter les m tâches les plus prioritaires aux m
processeurs.

� stratégie par partitionnement : le principe d'un algorithme utilisant une stratégie par parti-
tionnement est de placer chaque tâche sur un processeur, et ensuite d'exécuter sur chaque
processeur un algorithme d'ordonnancement monoprocesseur.

Il est à noter qu'il n'y a pas une catégorie qui soit meilleure qu'une autre. Il existe des systèmes
de tâches qui peuvent être ordonnancés en utilisant une stratégie globale mais pas avec une
stratégie par partitionnement et inversement. On dit que ces algorithmes sont non comparables
[LW82].

IV.3. Optimalité

Un résultat intéressant démontré par Hong et Leung est le suivant :

Théorème 11 ([HL92]). Il n'existe pas d'algorithme en-ligne optimal pour des systèmes mul-
tiprocesseurs.

Toutefois, lorsqu'on restreint le cadre d'étude et que l'on ne considère uniquement des systèmes
de tâches périodiques, alors il existe des algorithmes optimaux, comme les algorithmes de type
Pfair (cf. section IV.5.a).

IV.4. Algorithme d'ordonnancement utilisant une stratégie par par-

titionnement

IV.4.a. Généralité

Les algorithmes utilisant une stratégie par partitionnement relèvent dans la plupart des cas
du problème du bin-packing, c'est-à-dire comment trouver un placement pour l'ensemble des
tâches sur un nombre minimum de processeurs.
Ce problème de partitionnement des tâches pour les placer sur les processeurs a été montré
comme étant NP-di�cile dans [LW82]. Il n'existe donc pas d'algorithmes s'exécutant en temps
polynomial permettant de trouver une solution optimale à ce problème. Toutefois, il existe des
heuristiques permettant d'obtenir des résultats corrects en temps polynomial.

IV.4.b. First-Fit et Best-Fit

Parmi les heuristiques existantes pour résoudre ce type de problème, nous pouvons citer les
algorithmes de type First Fit Decreasing et Best Fit Decreasing, qui reposent tous deux sur le
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même principe : on trie la liste des tâches (par exemple, par charge décroissante), et on a�ecte
chaque tâche dans l'ordre à un processeur, selon un critère d'acceptation.
La di�érence entre les deux types d'algorithmes réside sur la manière dont est placée chaque
tâche :
� pour les algorithmes de type First Fit Decreasing, la tâche est placée sur le premier processeur
répondant aux critères ;

� pour les algorithmes de type Best Fit Decreasing, la tâche est placée sur le processeur le
mieux rempli qui puisse l'accepter.

Il est possible d'avoir de nombreuses variantes, en modi�ant l'ordre de tri et / ou le critère
d'acceptation :
� FBB-FFD (Fisher, Baruah and Baker - First Fit Decreasing) décrit dans [FBB06]
� RMNF (Rate Monotonic First-Fit) décrit dans [DL78]
� RMFF (Rate Monotonic Next-Fit) décrit dans [DL78]
� RMST (Rate Monotonic Small Task) décrit dans [BLOS95]
� RMGT (Rate Monotonic General Task) décrit dans [BLOS95]
Bien entendu, la liste ci-dessus n'est pas exhaustive. De même que les algorithmes de type First
Fit ou Best Fit ne sont pas les seuls existants.

IV.4.c. Condition su�sante d'ordonnançabilité : borne de 50%

Un moyen pratique et rapide de déterminer si un système de tâches est ordonnançable est de
se baser sur le facteur d'utilisation du système.

Théorème 12 ([LGDG00]). Si un système de tâches à échéance sur requête véri�e :

U ≤ 0.5(m+ 1) (1.7)

où m est le nombre de processeurs alors il existe un algorithme d'ordonnancement utilisant une
stratégie par partitionnement pouvant ordonnancer �ablement ce système.

Cette borne est une borne serrée, puisqu'il est toujours possible de construire un système de
tâche ayant une charge légèrement supérieure à 50% par processeur qui ne soit pas ordonnan-
çable.

IV.5. Algorithme d'ordonnancement utilisant une stratégie globale

Les algorithmes d'ordonnancement utilisant une stratégie globale n'entrant pas dans le cadre
de cette thèse, nous ne présenterons que succinctement les algorithmes les plus utilisés.

IV.5.a. Algorithme de type Pfair

Les algorithmes de type Pfair ont la particularité d'exécuter les tâches à un taux régulier. En
e�et, si, pour des algorithmes d'ordonnancement classique, le taux d'exécution de la tâche τi

27



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

avoisine ui lorsqu'on considère de grands intervalles, ce n'est pas le cas pour des intervalles
petits et le taux peut varier de manière relativement importante. Un algorithme Pfair a cette
caractéristique de limiter les variations de ce taux en s'assurant que le taux d'exécution de la
tâche τi reste voisin de ui, quelle que soit la longueur de l'intervalle considéré.
De manière plus formelle, si on dénote S(τi, t) le nombre d'unités processeur utilisées par la
tâche τi dans l'intervalle [0, t[, alors on peut dé�nir la fonction retard par :

retard(τi, t) = ui · t− S(τi, t) (1.8)

Un ordonnancement sera alors dit Pfair si, et seulement si, la condition suivante est véri�ée :

−1 < retard(τi, t) < 1 ∀t, τi ∈ τ (1.9)

L'intérêt majeur des algorithmes de type Pfair est qu'ils sont optimaux dans le cadre résumé
par le théorème 13 :

Théorème 13. L'algorithme Pfair est optimal dans le cadre d'un système de tâches indépen-
dantes à échéance sur requête et à départ simultané, lorsque la migration des instances est
autorisée [BCPV96].

De plus, Baruah a donné une condition nécessaire et su�sante d'ordonnançabilité pour ce type
d'algorithme :

Théorème 14 ([BCPV96]). Un système τ de tâches indépendantes, synchrones et à échéance
sur requête est ordonnançable en utilisant un algorithme de type Pfair sur m processeurs iden-
tiques, si et seulement si :

U ≤ m (1.10)

Parmi les algorithmes d'ordonnancement Pfair, nous pouvons citer :
� PF [BCPV96]
� PD [BGP95]
� PD2 [AS00]
Ces trois algorithmes a�ectent une priorité aux instances des tâches en utilisant une stratégie
proche de celle utilisée par EDF, seule di�ère la manière de lever les ambiguïtés, c'est-à-dire
dans le cas d'égalité de priorité.

IV.5.b. g-EDF

L'algorithme EDF peut être utilisé dans un cadre multiprocesseur et est alors désigné sous le
nom g-EDF (pour global EDF ). L'a�ectation des priorités se fait comme dans le cas monopro-
cesseur, mais au lieu d'exécuter la tâche la plus prioritaire, les m tâches les plus prioritaires
sont exécutées, où m correspond au nombre de processeurs disponibles.
EDF étant un algorithme bien connu en monoprocesseur aux caractéristiques remarquables, il
a reçu beaucoup d'attention en multiprocesseur [GFB03, Bak05b, PHK+05, BB06, BB08].
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IV.5.c. EDZL

L'algorithme EDZL [CLAL02] (pour Earliest Deadline Zero Laxity) est une variante de l'algo-
rithme EDF. L'a�ectation des priorités se fait de la même manière, mais si, à un instant donné,
une tâche a une laxité nulle, alors cette tâche est a�ectée de la plus grande priorité.
L'intérêt majeur de l'algorithme EDZL est résumé par le théorème 15 :

Théorème 15 ([PHK+05]). L'algorithme EDZL domine g-EDF.

L'algorithme EDZL a fait l'objet d'études et d'analyses dans la littérature [PHK+05, BCB08].

V. Ordonnancement distribué

L'ordonnancement des systèmes distribués se di�érencie de l'ordonnancement monoprocesseur
du fait de la présence non plus d'un mais de plusieurs processeurs ainsi que de la présence
de réseaux permettant à des tâches s'exécutant sur des processeurs di�érents de communiquer
entre elles grâce à l'échange de messages.

V.1. Problématique

Une telle architecture pose de nombreux problèmes qui n'étaient pas présents dans le cas de
l'ordonnancement monoprocesseur. Il reprends les problèmes supplémentaires posés par le cas
multiprocesseur, et en introduit de nouveaux :
� le problème de la synchronisation : éviter la dérive des horloges entre les di�érents proces-
seurs ;

� le problème de l'ordonnancement des messages : a�ecter une priorité aux messages sur les
réseaux.

Dans la suite de cette thèse, nous considérerons principalement les problèmes liés à l'ordonnan-
cement des tâches et des messages. De plus, nous supposerons qu'aucune migration de tâches
n'est autorisée.

V.2. Ordonnancement des tâches et des messages

Comme les tâches en monoprocesseur qui se partagent une ressource commune (le processeur),
les messages qui transitent se partagent le réseau. Du fait de cette analogie, les messages sont
souvent modélisés comme des tâches non préemptibles héritant des caractéristiques de leur
expéditeur et destinataire :
� la période du message correspond à la période de la tâche émettrice ;
� la durée d'exécution du message, correspond à la durée de transit du message sur le réseau ;
� l'échéance du message est déterminée à partir de l'échéance de la tâche réceptrice.
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Une hypothèse souvent faite, est qu'une tâche ne peut recevoir un message qu'au début de son
exécution, et ne peux en envoyer un qu'à la �n de son exécution. Cette hypothèse, que nous
faisons dans le cadre de cette thèse, implique les contraintes de précédence suivantes :
� un message ne peut être envoyé par une tâche qu'une fois que cette tâche est terminée.
� une tâche recevant un message ne peut débuter son exécution qu'à la réception de ce message
(elle est donc soumise à une gigue sur activation).

Il existe de nombreux travaux traitant de ce type de problème, notamment autour de l'analyse
holistique [Tin94] permettant la validation de systèmes distribués et qui sera présentée dans le
chapitre suivant. Nous pouvons également citer les travaux de Richard [Ric02] traitant direc-
tement du problème, ou encore ceux de Hladik [Hla04] utilisant la notion de contraintes pour
représenter les communications.
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I. INTRODUCTION

I. Introduction

La validation temporelle des systèmes temps réel est nécessaire a�n de prouver leur validité,
c'est-à-dire de s'assurer que chaque tâche respectera son échéance.
Pour se faire, plusieurs possibilités s'o�rent à nous :
� la simulation ;
� l'évaluation de la demande processeur ;
� le calcul du pire temps de réponse.
Nous allons détailler chacune des méthodes dans le cadre de ce chapitre. Toutefois, ces méthodes
ne peuvent donner de résultats �ables qu'au travers l'analyse d'un scénario dit pire cas, résultant
de l'analyse des caractéristiques des tâches. L'étude de ces scénarios pire cas fait l'objet de la
section III.
Dans le cadre de ce chapitre, lorsque nous considérerons des systèmes de tâches à priorité �xe,
nous supposerons que les tâches sont triées par priorité, c'est-à-dire que i < j implique que la
tâche τi est plus prioritaire que la tâche τj (i.e., πi < πj).

II. Simulation

Le principe de la simulation est de simuler le comportement d'un système a�n de détecter
les fautes temporelles. Bien qu'un ordonnancement soit par dé�nition in�ni, il est possible de
simuler un système de tâches à la recherche de fautes temporelles sur un intervalle de temps
�ni. Ceci est réalisable grâce au caractère périodique des tâches composant le système. Cet
intervalle d'étude est appelé intervalle de faisabilité 1 [LM80].
La détermination de la longueur de l'intervalle de faisabilité dépend des caractéristiques du
système de tâches et se base sur la notion d'hyperpériode, que l'on pourrait désigner comme
étant la période du système.

Dé�nition 10. L'hyperpériode d'un système de tâche est égale au PPCM 2 des périodes des
tâches du système.

II.1. Système de tâches synchrones

Dans le cadre d'un système de tâches synchrones, la longueur de l'intervalle de faisabilité est
donnée par le théorème 16 :

Théorème 16 ([LM80]). Dans la cas d'un système de tâches synchrones, l'intervalle de faisa-
bilité est [0, PPCM(Ti)[.

1. ou feasibility interval en anglais
2. plus petit commun multiple
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II.2. Système de tâches asynchrones

Dans le cadre plus général d'un système de tâches asynchrones, la durée de l'intervalle de
faisabilité est allongée :

Théorème 17 ([LM80]). Dans la cas d'un système de tâches asynchrones, l'intervalle de fai-
sabilité est [0,max ri + 2PPCM(Ti)[.

La présence d'anomalies d'ordonnancement rend cette méthode de validation inutilisable en
pratique puisque cette approche suppose que le pire comportement des tâches ne survient que
lorsque celles-ci s'exécutent avec leur pire durée d'exécution. En e�et, simuler le comportement
du système en se basant sur le comportement pire cas des tâches ne conduit pas obligatoirement
au pire comportement du système, et les variations des paramètres des tâches (notamment, les
temps d'exécution) durant la vie du système peuvent conduire à des situations qui n'auront
jamais été simulées.
A�n d'éviter ce problème d'une part, et de limiter la durée de l'intervalle d'étude d'autre
part, il est nécessaire de caractériser le pire scénario d'activation des tâches pouvant survenir
dans l'ordonnancement. Sur la base de ce scénario (ou ensemble de scénarios), une analyse
d'ordonnançabilité est e�ectuée.

III. Le scénario pire cas

III.1. Dé�nition et objectif

Le scénario pire cas est le scénario qui sera considéré lors de la validation d'un système. L'intérêt
majeur de ce scénario est qu'il est, comme l'indique son nom, pire cas, c'est-à-dire le scénario
pour lequel les tâches auront leur plus grand temps de réponse.
L'objectif est de déterminer et valider ce scénario pire cas, puisque la validation de ce scénario
garantira la validation de scénarios où les temps de réponse des tâches sont plus faibles, et
validera ainsi le système, quel que soit le scénario considéré.

III.2. Instant critique

La notion d'instant critique est une notion importante dans la détermination du scénario pire
cas :

Dé�nition 11 ([LL73]). Un instant critique correspond à un instant où toutes les tâches du
systèmes sont activées simultanément.

En e�et, de nombreux scénarios pire cas sont initiés par un instant critique, comme nous le
verrons dans les sections suivantes.
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III.3. Scénario pire cas dans le cadre d'un ordonnancement à priorité

�xe

III.3.a. Tâches indépendantes

Dans un cadre monoprocesseur et en priorité �xe pour des tâches périodiques et à échéance
arbitraire, des travaux ont montré que le pire temps de réponse pour une tâche τi est obtenu
dans le cadre suivant :

Théorème 18 ([LL73, Mok83, JP86]). Le pire temps de réponse pour une tâche τi est obtenu
lorsque toutes les tâches sont activées à leur rythme maximal et à un instant critique.

Liu et Layland ont montré dans [LL73] que le pire temps de réponse d'une tâche τi correspondait
au temps de réponse de la première instance de la tâche τi, pour des tâches à échéance sur
requête. Joseph et Pandya ont étendu ce résultat pour des tâches à échéance contrainte dans
[JP86].
En�n, Lehoczky a montré que dans un cadre où les échéances étaient arbitraires, le pire temps
de réponse d'une tâche τi n'était plus forcément associé à sa première instance, mais pouvait
l'être à une instance ultérieure. A�n d'étudier au mieux ce comportement, Lehoczky a introduit
la notion de période d'activité de niveau i 3, où le processeur n'exécute que des tâches τj dont
la priorité est supérieure ou égale à celle de τi (i.e., πj < πi).
Lehoczky a introduit cette notion dans le but de déterminer la longueur de l'intervalle d'étude
lors de la détermination du temps de réponse d'une tâche τi :

Théorème 19 ([Leh90]). Le pire temps de réponse d'une tâche τi survient durant une période
d'activité de niveau i où toutes les tâches débutent par un instant critique.

Le principe pour déterminer le pire temps de réponse d'une tâche est alors :

1. déterminer la longueur L de la période d'activité de niveau i ;

2. calculer le temps de réponse de toutes les instances de τi s'exécutant durant cette période
d'activité de longueur L ;

3. le pire temps de réponse de la tâche τi est alors obtenu en prenant le maximum des temps
des réponses des instances de la tâche τi.

III.3.b. Prise en compte de la gigue sur activation

Un inconvénient du scénario que nous avons présenté jusqu'à présent est que nous faisons
l'hypothèse suivante : nous supposons que la date d'activation de chaque tâche est connue a
priori. Or, ceci n'est pas tout le temps vrai si la tâche est bloquée, comme dans le cas, par
exemple, de l'attente d'un message. Ce problème porte le nom du problème de la gigue sur
activation 4 (cf. �gure 2.1).

3. ou level-i busy period en anglais
4. ou release jitter problem en anglais
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Réveil Activation

Gigue

Figure 2.1 � Gigue sur activation
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Figure 2.2 � Scénario pire cas en présence de gigues sur activation

Il est à noter également que la gigue peut être utilisée pour modéliser les délais d'activation
d'une tâche associés aux routines du noyau.
Une des conséquences de ce problème est que la di�érence entre deux activations successives
de deux instances d'une tâche τi peut être plus grande que la di�érence entre les deux réveils
successifs correspondant. La gigue d'une tâche τi, que nous désignerons par Ji, doit alors être
prise en compte lors du calcul du temps de réponse de la tâche τi.
La prise en compte de la gigue modi�e un peu le scénario pire cas. La plus longue période
d'activation se produit lorsque les tâches s'activent en même temps après avoir été retardées
du maximum de leur gigue (cf. �gure 2.2).

III.3.c. Prise en compte des ressources

La prise en compte des ressources ne modi�e pas la caractérisation du scénario pire cas. Par
contre, elle modi�era la manière de calculer les temps de réponse, comme nous le verrons dans
le paragraphe V.2.

III.4. Scénario pire cas dans le cadre d'un ordonnancement EDF

Il n'existe malheureusement pas, à notre connaissance, de caractérisation d'un unique scénario
pire cas dans le cas des algorithmes à priorité dynamique en général, et dans le cas de EDF
en particulier, en comparaison des priorités �xes. En e�et, Spuri a montré dans [Spu96] que le
pire temps de réponse d'une tâche ne survient pas nécessairement durant la première période
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d'activité dans le cadre d'un ordonnancement par EDF, contrairement aux priorités �xes.
Dans ce cas, la détermination du scénario pire cas se fait en énumérant un ensemble de scénarios
menant potentiellement au scénario pire cas. Spuri, en montrant le théorème 20, a caractérisé
les scénarios candidats :

Théorème 20 ([Spu96]). Le pire temps de réponse d'une tâche sporadique τi est trouvé dans
une période d'activité où toutes les tâches autre que τi sont réveillées de façon synchrone et à
leur rythme maximum (cas des tâches sporadiques).

IV. Evaluation de la demande processeur

IV.1. Ordonnancement à priorité �xe

L'évaluation de la demande processeur se base sur un comptage du nombre de requêtes activées
durant une période d'activité.

Dé�nition 12. La demande processeur des tâches réveillées avant une date donnée t est notée
rbf(τi, t) (Request Bound Function) :

rbf(τi, t)
def
= max

(
0,

⌈
t

Ti

⌉)
Ci (2.1)

Disposant de la demande processeur d'une tâche, il est aisé de généraliser pour toutes les tâches
d'un système et d'introduire la fonction de travail du processeur W (t) :

W (t) =
n∑

i=1

rbf(τi, t) (2.2)

Une variante de cette dernière fonction, ne prenant en compte que les tâches de priorité supé-
rieure ou égale à i est notée par :

Wi(t) =
i∑

j=1

rbf(τj, t) (2.3)

Le test d'ordonnançabilité est alors donné par le théorème suivant :

Théorème 21 ([LSD89]). Pour un système de tâches à départ simultané, une tâche τi sera
ordonnançable si, et seulement si, il existe un instant t ∈ [0, Di[ tel que :

Wi(t) ≤ t (2.4)
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Il reste un dernier souci à résoudre. Le théorème est valable à condition de tester toutes les
valeurs de t dans l'intervalle [0, Di[. Heureusement pour nous, la fonction rbf est une fonction
en escalier, et il su�t donc de tester un nombre �ni de valeurs pour t. Ces points s'appellent
des points d'ordonnancement 5, et l'ensemble Si des points d'ordonnancement a été initialement
dé�ni par [LSD89] :

Si
def
=

{
kTj|j = 1, . . . , i, k = 1, . . .

⌊
Di

Tj

⌋}
(2.5)

Des travaux plus récents ont également permis de réduire cet ensemble de points d'ordon-
nancement. On peut citer notamment les travaux de Manabe [MA98] ou de Bini et Buttazzo
[BB04b].

IV.2. Ordonnancement EDF

En priorité dynamique, la validation d'un système pour un ordonnancement EDF repose sur la
fonction suivante :

Dé�nition 13. La demande processeur des tâches ayant leur échéance avant un instant t est
notée dbf(t) (Demand Bound Function) :

dbf(t)
def
= max

(
0,

⌊
t−Di

Ti

⌋
+ 1

)
Ci (2.6)

Le test d'ordonnançabilité repose alors sur le théorème 22 :

Théorème 22 ([BRH90]). Un système de tâches périodiques et synchrones est ordonnançable
si, et seulement si :

dbf(t) ≤ t ∀t, 0 < t < tlim (2.7)

Il reste maintenant à déterminer la valeur de tlim. De nombreux travaux ont été faits à ce sujet.
On peut notamment citer ceux de Baruah [BRH90], qui a établit que :

Théorème 23. Pour un système de tâches périodiques, à départ simultané et dont le facteur
d'utilisation U est strictement inférieur à 1,

tlim = min

(
PPCM(Ti),

U

1− U max
i=1...n

(Ti −Di)

)
(2.8)

Cette borne a été améliorée par la suite dans [RCM96], qui a limité l'étude à la première période
d'activité dans le cas de tâches synchrones, ou encore dans [ZB09].
En�n, de même qu'en priorité �xe, la fonction dbf est une fonction en escalier. Il n'est donc
pas nécessaire de véri�er toutes les valeurs de t dans l'intervalle [0, tlim[, mais seulement les
points de discontinuités de la fonction dbf . Ce test a été montré Co-NP-Di�cile au sens faible
récemment [ER10].

5. ou scheduling points en anglais
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V. Calcul du pire temps de réponse

La dernière méthode de validation consiste à déterminer analytiquement le temps de réponse
des di�érentes tâches composant un système, en se basant sur leurs caractéristiques, a�n de
véri�er que chaque tâche respectera son échéance.

V.1. Détermination du temps de réponse

Nous avons vu précédemment que, dans le cas où les échéances sont arbitraires, ce n'est pas
obligatoirement le temps de réponse de la première instance d'une tâche τi qui donnera le pire
temps de réponse de la tâche τi. Il est donc nécessaire de déterminer le temps de réponse de
toutes les instances de la tâche τi durant la période d'activité correspondant au pire scénario
d'activation des tâches pour déterminer le pire temps de réponse de τi.

V.1.a. Détermination du temps de réponse d'une instance donnée

Pour déterminer le temps de réponse d'une tâche τi à échéance arbitraire (cas le plus général),
plusieurs éléments doivent être pris en compte :
� l'interférence due aux tâches plus prioritaires, c'est-à-dire la durée pendant laquelle la tâche
est préemptée au pro�t de tâches plus prioritaires ;

� la charge processeur due aux instances de τi.
L'interférence Ii(t) que subit τi due aux tâches plus prioritaires sur une période d'activité de
longueur t est déterminée par la formule suivante :

Ii(t) =
∑

j∈hp(i)

⌈
t

Tj

⌉
Cj (2.9)

où hp(i) désigne l'ensemble des tâches plus prioritaires que τi.
Si, de plus, on suppose que durant cet intervalle de longueur t, q requêtes de la tâche τi sont
activées, alors la charge processeur due aux instances de τi vaut :

qCi (2.10)

Le temps de réponse de la qème instance de τi est déterminée par la résolution du système
d'équations récursif suivant : {

R
(0)
i,q = qCi

R
(l+1)
i,q = qCi + Ii(R

(l)
i,q)

(2.11)

Le système est résolu lorsque le plus petit point �xe est atteint, c'est-à-dire lorsque R(l)
i,q = R

(l+1)
i,q .

Dans ce cas, le temps de réponse de la qème instance de τi est donné par :

Tri,q = R
(l)
i,q − (q − 1)Ti (2.12)
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Il est nécessaire de retrancher (q − 1)Ti pour obtenir le temps de réponse, puisque la première
instance commence à l'instant 0, la deuxième à l'instant Ti, la troisième à l'instant 2Ti, etc... et
que le temps de réponse est, par dé�nition, le temps s'écoulant entre le moment où l'instance
est réveillée et sa terminaison.
La résolution de ce système a été montré NP-Di�cile au sens faible dans [ER08].

V.1.b. Détermination du pire temps de réponse d'une tâche

Disposant des temps de réponse des instances de la tâche τi, il est aisé de déterminer son pire
temps de réponse Tri :

Tri = max
q=1,2,...,Q

(Tri,q) (2.13)

Le souci réside maintenant dans la détermination de Q, c'est-à-dire du nombre d'instances que
l'on doit e�ectivement prendre en compte dans le calcul du temps de réponse.
Cette réponse nous est apportée par les travaux de Tindell :

Théorème 24 ([Tin94]). La période d'activité de niveau i se termine lorsque le temps de
réponse d'une instance de τi est inférieure à sa période Ti, c'est-à-dire lorsque :

Tri,q ≤ Ti (2.14)

L'idée pour déterminer le temps de réponse de la tâche τi va être de considérer uniquement une
instance de la tâche (Q = 1). Si le temps de réponse de cette instance est inférieure ou égale à
la période Ti de τi, alors la �n de la période d'activité est atteinte, et le pire temps de réponse
de τi correspond au temps de réponse de cette instance.
Dans le cas contraire, on prends en compte une instance supplémentaire de τi (Q ← Q + 1).
La détermination du temps de réponse de cette nouvelle instance nous indique si la �n de la
période d'activité est atteinte ou non. Si la �n de la période est atteinte, alors le temps de
réponse de la tâche τi sera le maximum des temps de réponses de ses instances (cf. équation
2.13). Dans le cas contraire, on recommence la procédure en prenant de nouveau une instance
supplémentaire.

V.2. Ressource

Jusqu'à présent, nous n'avons considéré que des tâches indépendantes. Nous allons étendre le
résultat précédent a�n de permettre d'y inclure la gestion des ressources.
La prise en compte des ressources s'e�ectue en ajoutant un terme Bi à l'équation 2.11, ce terme
symbolisant le blocage dont peut sou�rir une tâche qui est en attente d'une ressource déjà
utilisée par une autre tâche :

R
(l+1)
i,q = qCi +Bi + Ii(R

(l)
i,q) (2.15)
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Il est à noter qu'une tâche ne peut sou�rir au plus qu'une seule fois d'un blocage dû à une tâche
moins prioritaire, ce qui explique que le terme de blocage ne soit présent qu'une seule fois dans
le calcul du pire temps de réponse.
Hormis pour l'équation 2.11, le reste des équations demeurre inchangé.

V.3. Gigue sur activation

En présence de gigues sur activation, l'instant critique survient lorsque toutes les tâches re-
çoivent leurs messages en même temps. Les dates d'activations sont donc décalées pour prendre
en compte cette gigue sur activation. Ainsi, la date d'activation de la qème instance devient :

max((q − 1)Ti − Ji, 0) (2.16)

Tindell a montré dans [Tin94] que le théorème 24 restait valide en présence de gigues sur
activation et donc que la période d'activité de niveau i se terminait lorsqu'une instance de τi
avait un temps de réponse inférieur à sa période Ti. Toutefois, la démonstration a été démontrée
comme étant incomplète dans [SL96] et un complément de preuve a été apporté dans [GGH98].
La gigue sur l'activation doit également être prise en compte lors du calcul de l'interférence des
tâches plus prioritaires sur τi. L'équation 2.9 devient alors :

Ii(t) =
∑

j∈hp(i)

⌈
Jj + t

Tj

⌉
Cj (2.17)

Ne reste plus que l'équation 2.12 à modi�er pour tenir compte de la gigue sur l'activation :

Tri,q = R
(l)
i,q + Ji − (q − 1)Ti (2.18)

Le reste des équations est inchangé.

V.4. Récapitulatif

Pour déterminer le temps de réponse d'une tâche τi, en prenant en compte gigue sur activation
et partage de ressources, le système d'équations à résoudre se résume donc, au �nal, à :





Ri,q = qCi +
∑

j∈hp(i)

(⌈
Jj +Ri,q

Tj

⌉)
Cj +Bi

Tri = max
q=1,...,Q

(Ri,q + Ji − qTi)
(2.19)
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Jm = Tri

Jj = Trm

τi

τmsg

τj

Figure 2.3 � Utilisation de la gigue sur activation pour la modélisation des dépendances

VI. Analyse holistique

VI.1. Principe de fonctionnement

L'analyse holistique est une technique de calcul de temps de réponse capable de s'appliquer à des
systèmes distribués. Le principe de l'analyse holistique est de transformer le système distribué
initial, en autant de systèmes monoprocesseurs qu'il y a de processeurs, permettant par la
suite l'utilisation de techniques de calcul du temps de réponse sur chacun des sous-systèmes.
Les messages, étant des entités relativement proches des tâches, seront modélisés comme des
tâches. Ainsi, un message m sera noté τm.
Pour parvenir à ce but, les communications entre les tâches, et plus particulièrement les délais
que peuvent induire l'attente d'un message à une tâche, seront modélisés à travers les gigues
sur activation (�gure 2.3). Le message τm ne pouvant être envoyé qu'une fois la tâche émettrice
τi terminée, sa gigue Jm sera donc égale au temps de réponse de τi, c'est-à-dire Tri. De même,
la tâche réceptrice τj, ne pouvant démarrer son exécution qu'à la réception du message τm, aura
une gigue égale au temps de réponse du message τm, soit Jj = Trm.
Le problème est que pour connaître la date d'émission d'un message, il faut connaître le temps de
réponse de la tâche émettrice. Et le calcul du temps de réponse de la tâche réceptrice ne pourra
se faire qu'une fois le temps de réponse du message connu. Il existe donc une dépendance entre
le temps de réponse des tâches et celui des messages. Ce qui n'est pas sans poser de problèmes
lors du calcul des gigues, puisque le calcul des gigues dépend des temps de réponse et que les
temps de réponse dépendent des gigues.
Une solution à ce problème est d'utiliser un algorithme itératif. Dans un premier temps, le
temps de réponse des tâches et des messages est estimé. Puis dans un second temps, ce sont
les gigues sur activation des tâches et des messages qui sont calculées. Grâce à ces nouvelles
gigues, il est possible de mettre à jour les temps de réponse des tâches et des messages, qui
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permettrons de mettre à jour les gigues et ainsi de suite. Le calcul itératif s'arrêtera lorsque tous
les temps de réponse et toutes les gigues (que ce soit ceux des messages ou ceux des tâches),
seront identiques d'une itération à une autre.
Le principe de calcul peut se résumer par les équations suivantes :

1 ≤ i ≤ n





Tr
(0)
i = Ci

J
(0)
i = 0

Tr
(j+1)
i = EvaluerTR(J

(j)
i )

J
(j+1)
i = max

k∈Γ−1(i)
(Tr

(j)
k )

(2.20)

où Γ−1(i) correspond à l'ensemble des prédécesseurs de τi, c'est-à-dire que :
� si τi est un message, Γ−1(i) est un ensemble contenant une unique tâche, qui est la tâche
émettrice du message τi ;

� si τi est une tâche, Γ−1(i) correspond à l'ensemble des messages que doit recevoir τi pour
commencer son exécution.

Le calcul s'arrête lorsque Tr(j+1)
i = Tr

(j)
i et J (j+1)

i = J
(j)
i .

VI.2. Hypothèses

Par la suite, nous allons considérer un système distribué, constitué d'un ensemble de machines
reliées par un réseau, chaque machine étant équipée d'un unique processeur.
De plus, nous considérons les hypothèses suivantes :
� les horloges des di�érentes machines sont toutes synchronisées ;
� les messages ne sont lus qu'au début de l'exécution des tâches ;
� les messages ne sont envoyés qu'à la �n de l'exécution des tâches ;
� aucune migration de tâche n'est autorisée ;
� aucune ressource n'est partagée entre plusieurs processeurs (hormis le réseau) ;
� le réseau est �able, c'est-à-dire que les communications se font sans erreurs et sont de durées
bornées ;

� les tâches et les messages sont a�ectés d'une priorité �xe.

VI.3. Calcul du temps de réponse des tâches

De part le principe de l'analyse holistique, le calcul du temps de réponse des tâches se fait de
la même manière qu'en monoprocesseur puisque les dépendances sont modélisées à travers les
gigues sur activation. Il est donc possible d'utiliser l'équation 2.18 telle quelle.
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VI.4. Calcul du temps de réponse des messages

Par la suite, nous ne considérerons que des réseaux de type CAN, même si les résultats peuvent
être facilement étendu à d'autres types de réseaux, à condition de pouvoir déterminer le temps
de propagation d'un message sur le type de réseau considéré.

VI.4.a. Principe

Pour déterminer le temps de réponse d'un message, nous allons considérer le message comme
une tâche. Il reste alors à dé�nir les caractéristiques du message :
� sa période, qui sera égale à la période de la tâche qui émet le message ;
� sa gigue sur activation, qui correspondra au temps de réponse de la tâche émettrice ;
� la durée de propagation du message, qui sera l'équivalent du temps d'exécution pour une
tâche.

Ce faisant, nous considérerons alors le message comme une tâche, mais à caractère non pré-
emptible.

VI.4.b. Durée de propagation

La détermination de la durée de propagation dépend de la longueur du message. Ainsi, il est
nécessaire de connaître le type de réseau pour déterminer le temps de propagation.
Par exemple, si le réseau est un réseau CAN, le temps de propagation pour une trame de n
octets, avec n ≤ 8, est donné par la formule suivante :

Cm =

(⌊
34 + 8n

4

⌋
+ 47 + 8n

)
τbit (2.21)

où τbit est la durée de propagation d'un bit.

VI.4.c. Prise en compte du caractère non préemptif

Disposant du temps de propagation, il ne reste plus qu'à prendre en compte le caractère non
préemptif des messages. En réalité, le caractère préemptif ou non préemptif modi�e peu l'or-
donnancement :
� la charge du système reste identique ;
� lorsqu'on considère des algorithmes conservatifs, c'est-à-dire ne laissant jamais le processeur
oisif s'il y a au moins une tâche en attente d'exécution, la position des temps creux reste la
même.

La di�érence majeure survient lors de l'arrivée d'une tâche τi plus prioritaire que la tâche τj en
cours d'exécution : au lieu de préempter la tâche τj pour permettre à τi de s'exécuter comme
dans le cas préemptif, la tâche τj continue son exécution, et ce n'est qu'une fois celle-ci terminée
que la tâche τi pourra s'exécuter.
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Nous constatons donc que dans le cas non préemptif, la tâche plus prioritaire τi subit une
attente due à l'exécution de la tâche moins prioritaire τj.
Pour déterminer le scénario pire cas dans cette situation, il faut modi�er le scénario utilisé
actuellement. En e�et, si nous supposons que la tâche plus prioritaire τi et la tâche moins
prioritaire τj arrive au même instant, puisque τj n'aura pas commencé son exécution, τi peut
s'exécuter sans sou�rir de délai dû à l'exécution de τj. Maintenant, imaginons que la tâche τj
arrive juste avant τi. Dans ce cas, au moment de l'arrivée de la tâche τi, la tâche τj sera en
cours d'exécution et la tâche τi devra donc attendre la terminaison de la tâche τj pour pouvoir
s'exécuter. De plus, dans cette con�guration, la tâche τi subira le blocage maximum que peut
lui faire subir la tâche τj, qui correspond dans notre cas au pire temps d'exécution de τj.
Ces constations nous permettent d'introduire le théorème suivant caractérisant le scénario pire
cas :

Théorème 25 ([Tin94]). En considérant un ordonnancement non préemptif à priorité �xe, le
pire temps de réponse pour une tâche τi survient durant la période d'activité de niveau i, lorsque
toutes les tâches plus prioritaires sont réveillées à un instant critique, et en réveillant la tâche
ayant le plus grand temps d'exécution parmi les tâches moins prioritaires juste avant l'instant
critique.

Tenant compte de cela, le calcul du temps de réponse de la qème instance d'un message se
déroule de manière similaire que pour une tâche :

Trm,q = Jm + ωm(q)− (q − 1)Tm + Cm (2.22)

où :
� Jm correspond à la gigue sur activation que subit le message, qui est égale au temps de
réponse de la tâche émettrice du message τm ;

� ωm(q) correspond au délai maximum pendant lequel la qème instance du message τm peut être
mis en attente, à cause de l'interférence due aux messages plus prioritaires et aux instances
précédentes de τm, ainsi que le blocage que peut subir le message due à l'envoi d'un message
moins prioritaire ;

� comme pour les tâches, il est nécessaire de retrancher (q − 1)Tm pour obtenir le temps de
réponse d'une instance du message τm ;

� Cm correspond au temps de propagation du message sur le réseau.
Il est à noter qu'étant en non préemptif, une fois que le message commence à être transmis,
cette transmission ne peut pas être interrompue. Ceci explique que lors du calcul du temps de
réponse d'une instance q donnée, c'est un délai de mise en attente qui est pris en compte et non
une interférence au sens propre. Le calcul de ce délai se fait en fonction du temps nécessaire
aux messages plus prioritaires et aux instances précédentes du message étudié à être transmis.
C'est également pour cette raison qu'une fois le délai d'attente évalué, il su�t de rajouter le
temps de propagation pour obtenir le temps de réponse de l'instance.
De plus, si un message de priorité inférieure avait commencé sa transmission lors de l'arrivée
du message τm, alors il est nécessaire d'attendre que ce message soit transmis intégralement.
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Cette durée s'ajoute donc au délai que peux subir le message τm. Au �nal, nous avons donc
[TB94] :

ωm(q) = max
k∈lp(m)

(Ck) + (q − 1)Cm +
∑

k∈hp(m)

⌈
ωm(q) + Jk + τbit

Tk

⌉
Ck (2.23)

Ainsi, dans le cas d'un message, le système d'équations retenu pour déterminer son pire temps
de réponse est le suivant :





ωm(q) = max
k∈lp(m)

(Ck) + (q − 1)Cm +
∑

k∈hp(m)

⌈
ωm(q) + Jk + τbit

Tk

⌉
Ck

Trm = max
q=1,...,Q

(ωm(q) + Ji − (q − 1)Ti + Cm)

(2.24)

Dernier changement dû au caractère non préemptif, la détermination de Q. Il pouvait se faire �à
la volée� dans le cas préemptif, grâce à la condition Tri < Ti. Malheureusement, ceci n'est plus
valable dans le cas non préemptif [BLDB06]. Il est donc nécessaire de déterminer la longueur de
la période d'activité Lm de niveau m, puis connaissant Lm, déterminer le nombre d'instances
pouvant survenir, c'est-à-dire Q [DBBL07].
La détermination de la longueur Lm de la période d'activité m peut se faire grâce à la formule
récursive suivante :





L(0)
m = Cm

L(j+1)
m = max

k∈lp(m)
(Ck) +

∑

k∈hep(m)

⌈
L

(j)
m + Jk
Tk

⌉
Ck

(2.25)

où hep(m) désigne l'ensemble des messages de priorité supérieure ou égale à celle de τm.
La connaissance de Lm permet alors de calculer facilement Q :

Q =

⌈
Lm + Jm
Tm

⌉
(2.26)

VI.5. Pessimisme

L'analyse holistique n'est pas une méthode exacte. Elle introduit du pessimisme, comme l'illustre
l'exemple suivant, tiré des travaux de Burns [BAW95]. Supposons que nous ayons deux tâches,
τi et τj sur un même processeur, chacune en attente d'un message. Supposons également que
τi est plus prioritaire que τj. Lors de la détermination du temps de réponse de τj en utilisant
l'analyse holistique, nous prenons en compte l'interférence due à la tâche plus prioritaire τi,
et ceci dans tous les cas. Or, comme le montre la �gure 2.4, pendant la réception du message
à destination de τj, la tâche τi peut commencer son exécution, et dans l'exemple donné, la
terminer, évitant ainsi d'interférer avec l'exécution de la tâche τj. Nous voyons donc bien, ici,
une mise en évidence du pessimisme introduit par l'analyse holistique.
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τi

τj

TâcheMessage

Haute priorité

Basse priorité

Temps

Figure 2.4 � Illustration du pessimisme de l'analyse holistique
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I. INTRODUCTION

I. Introduction

Grâce à leur haut potentiel en performance et �abilité, les systèmes distribués sont utilisés
dans un nombre croissant d'applications. Composés d'une architecture matérielle constituée de
processeurs et de réseaux, sur laquelle vient s'exécuter des tâches, les systèmes temps réel ne
cessent de gagner en complexité, comprenant toujours plus de processeurs et toujours plus de
réseaux.
Mais cet accroissement de la taille des systèmes distribués n'est pas sans poser des questions
de coûts, que ce soit des coûts énergiques (consommation électrique), des coûts en poids (par
exemple, pour des systèmes embarqués à bord de drones ou de satellites), ou des coûts pécuniers.
A�n de diminuer ces coûts, nous avons développé un algorithme de minimisation du nombre de
processeurs. Diminuer le nombre de processeurs permet de bien répondre à la problématique,
car cela permet non seulement de diminuer les coûts directement liés au nombre de processeurs,
mais aussi, permet de réduire la taille d'autres composants, notamment les batteries, au travers
de la diminution du coût énergétique, et donc un gain de poids non négligeable.

La description de cet algorithme fait l'objet du courant chapitre, dans lequel nous ferons les
hypothèses suivantes quant aux systèmes de tâches :
� aucune migration de tâches n'est autorisée ;
� chaque tâche et chaque message est a�ecté d'une priorité �xe ;
� les messages sont modélisés comme des tâches non préemptibles à priorité �xe (cf. CAN) ;
A�n de pouvoir présenter notre méthode de placement et d'ordonnancement de tâches tout
en minimisant le nombre de processeurs utilisés, nous avons besoin d'introduire les travaux de
M. Richard, réalisés dans le cadre de sa thèse [Ric02]. En e�et, il a développé un algorithme
de placement et d'ordonnancement pour des architectures distribuées qui est la base de notre
algorithme d'optimisation.
Nous allons également présenter de manière plus précise l'algorithme FBB-FFD rapidement
évoqué en section IV.4.b du chapitre 1, puisqu'il sera utilisé pour des comparaisons de perfor-
mances.

II. FBB-FFD

Cet algorithme résulte du travail de Fisher, Baruah et Baker dans [FBB06], et permet de placer
et d'ordonnancer des systèmes de tâches indépendantes et à départ simultané sur des systèmes
multiprocesseurs.
Le principe est le suivant : considéronsm processeurs et une liste de tâches (τ1, . . . , τn) ordonnées
par échéance croissante. Supposons que les tâches τ1, . . . , τi−1 ont été assignées à un processeur,
et notons τ (P`) l'ensemble des tâches assignées au processeur P`, 1 ≤ ` ≤ m.
Considérons maintenant que l'on veuille placer la tâche τi. Pour cela, nous allons a�ecter τi au
premier processeur Pk, 1 ≤ k ≤ m, qui véri�e les relations suivantes (qui sont des conditions
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su�santes d'ordonnançabilité) :





Di −
∑

τj∈τ(Pk)

Cj +
Cj
Tj
Di ≥ Ci

1−
∑

τj∈τ(Pk)

Cj
Tj
≥ Ci
Ti

(3.1)

S'il n'existe pas de processeur Pk permettant d'accueillir la tâche τi, alors l'algorithme ne peut
ordonnancer le système de tâches.
Si toutes les tâches ont été placées, alors le système est ordonnançable en utilisant Deadline
Monotonic (cf. chapitre 1 section III.1.b) comme politique d'ordonnancement sur chaque pro-
cesseur.

III. Algorithme de placement et d'ordonnancement conjoints

L'originalité de l'algorithme développé par Michaël Richard lors de sa thèse [Ric02] repose sur
le placement et l'ordonnancement conjoints des tâches, contrairement à la grande majorité des
méthodes qui, dans un premier temps, placent les tâches sur les processeurs, puis dans un
deuxième temps, les ordonnent.
En plus de cette originalité, la méthode développée est optimale vis-à-vis de l'analyse holis-
tique. Autrement dit, s'il existe une solution qui peut être validée par l'analyse holistique, alors
l'algorithme la trouvera.
Le principe de l'algorithme est de tester l'ensemble de toutes les combinaisons possibles. Si
une solution est trouvée, alors le système est ordonnançable. Dans le cas contraire, le système
n'est pas ordonnançable selon l'analyse holistique, ce qui signi�e pas qu'il n'existe pas un
ordonnancement valide car, rappelons-le, l'analyse holistique est une méthode qui introduit un
certain pessimisme.
Dans la suite de ce document, l'algorithme développé par M. Richard et que nous nommons
l'algorithme de placement et d'ordonnancement conjoints sera désigné sous le terme APOC.

III.1. Principe de la recherche

Comme dit plus haut, le principe est de tester l'ensemble de toutes les combinaisons possibles.
Pour énumérer l'ensemble des combinaisons possibles, M. Richard se base sur l'exploration d'un
arbre de recherche.
Si cette méthode est envisageable pour de petits systèmes, cela est inimaginable, d'un point de
vue temps de calcul, pour des systèmes plus importants. Dans le but d'optimiser le temps de
calcul, M. Richard a donc établi un certain nombre de règles, que nous pouvons classer en deux
catégories :
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� règles de construction : ces règles permettent de s'assurer que les solutions présentes dans
l'arbre de recherche ne sont pas redondantes ;

� règles d'élimination : il s'agit d'éliminer au plus tôt les branches qui ne contiennent aucune
solution valide.

Les règles précédentes permettent de diminuer les portions de l'arbre à explorer. Ensuite, pen-
dant l'exploration, M. Richard a développé une méthode pour déterminer une borne inférieure
du pire temps de réponse des tâches et des messages. Ainsi, si pendant le parcours de l'arbre,
une branche mène à un système dont au moins une tâche (ou message) ne respecte pas son
échéance, alors cette branche n'est pas explorée. En e�et, si cette tâche (ou message) ne respecte
pas son échéance avec une borne inférieure de son temps de réponse, alors elle ne le respectera
pas avec son temps de réponse.

III.2. Structure de l'arbre de recherche

Pour décrire la structure de l'arbre, nous avons besoin d'introduire la notion de pool :

Dé�nition 14. un pool de processeurs est un ensemble de m processeurs identiques.

Les messages étant modélisés comme des tâches, chaque réseau est assimilé à un pool de pro-
cesseurs contenant un seul processeur, dont la politique d'ordonnancement est non préemptive.
L'énumération de l'ensemble des permutations des tâches sur les di�érents processeurs se fait
pool de processeurs par pool de processeurs, puis vient alors le ou les pool(s) réseau.
Il est nécessaire de respecter cet ordre d'énumération des pools, puisque l'ensemble des mes-
sages qui transiteront par un réseau ne sera connu qu'une fois toutes les tâches placées sur un
processeur.

III.2.a. Arborescence d'un pool

La di�culté de la structure arborescente d'un pool consiste à énumérer l'ensemble des permuta-
tions possibles, pour un nombre de processeurs donné. La structure arborescente est constituée
de n÷uds, chaque n÷ud représentant une tâche.

Pour énumérer toutes les permutations au sein de l'arbre, deux types de noeuds sont utilisés
(cf. �gure 3.1 et [BFR75]) :
� si un chemin passe par un n÷ud rond, alors la tâche symbolisée par ce n÷ud est a�ectée au
processeur courant ;

� si un chemin passe par un n÷ud carré, alors la tâche symbolisée par ce n÷ud est a�ectée au
processeur suivant, qui devient le processeur courant.

De plus, les priorités des tâches sont a�ectées dans l'ordre décroissant lors du parcours d'un
chemin. Ainsi, une tâche sur un noeud carré aura toujours la priorité la plus forte sur son
processeur.
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1

2

3

4

5

Processeur 1, π1 > π2 > π3

Processeur 2, π4 > π5

Figure 3.1 � N÷uds ronds et carrés

III.2.b. Phénomène de redondance des solutions

L'énumération telle qu'elle est présentée conduit à un phénomène de redondance, qui est repré-
senté �gure 3.2. En e�et, certaines des branches sont équivalentes. C'est, par exemple, le cas
des branches b) et q), qui modélisent chacune un processeur sur lequel se trouve la tâche τ3 et
un processeur sur lequel se trouvent les tâches τ1 et τ2.
Etant sur un pool de processeurs, tous les processeurs sont identiques, les deux branches sont
donc équivalentes, d'où le phénomène de redondance.

III.3. Règles de construction de l'arbre de recherche

Les règles décrites ci-dessous ont pour but d'éviter tout phénomène de redondance lors du
parcours de l'arbre (cf. �gures 3.2 et 3.3) et de couper au plus tôt les branches ne conduisant
pas au respect des contraintes du systèmes, comme les contraintes de précédence :

1. Le niveau 0 de la structure arborescente contient un unique n÷ud �ctif représentant la
racine de l'arbre ;
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2. Le niveau 1 est formé de n − m + 1 n÷uds carrés. Ceci correspond au placement des
n−m+ 1 premières tâches sur le premier processeur. Ces tâches seront ordonnancées au
niveau de priorité le plus fort.

3. un chemin partant du niveau 0 et se terminant au niveau i, 1 ≤ i ≤ n, peut être agrandi
au niveau i + 1 par n'importe quel n÷ud rond parmi n ou n'importe quel n÷ud carré
parmi n, si les règles 4, 5 et 6 sont respectées.

4. le numéro k d'une tâche τk n'apparaît qu'une seule fois dans tout le chemin de la racine
à une feuille de l'arbre. Ceci assure qu'une tâche ne sera placée qu'une seule fois.

5. Un n÷ud carré k ne peut-être utilisé pour agrandir un chemin contenant déjà un n÷ud
carré l tel que l > k. Ceci évite les redondances d'énumération, c'est-à-dire la construction
de chemins di�érents mais modélisant le même placement des tâches et la même a�ectation
des priorités.

6. Aucun chemin ne peut être étendu par un n÷ud carré quelconque si ce chemin contient
déjà m n÷uds carrés. Cette règle assure le respect du nombre de processeurs.

7. Aucun chemin ne se termine s'il contient moins de m n÷uds carrés, sauf si n < m. Ceci
assure que tous les processeurs du pool sont utilisés.

8. Soient deux tâches en précédence, τk ≺ τl ; si τk et τl sont placées sur le même processeur,
alors il n'existe pas de sous chemin débutant par un n÷ud carré l ou un n÷ud rond l et
se terminant par un n÷ud rond k ne contenant que des n÷uds entre l'origine et la �n du
sous chemin. Ceci assure que la relation de précédence est véri�ée pour les tâches τk et τl

9. Un sous-chemin débutant par un n÷ud carré k et composé de l n÷uds ne peut être étendu
par un nouveau n÷ud rond r si la charge des tâches composant le sous-chemin, notée Us,
additionnée à la charge engendrée par τr est strictement supérieure à 1. Si Us + Uτr > 1
et r > k, alors un n÷ud carré r sera créé.

10. Soit τ ′k la tâche à insérer. On note nbτk′ le nombre de tâches τr non encore placées et telles
que r ≥ k′. Soit nbP le nombre de processeurs non utilisés : si nbτ < nbP , alors le n÷ud
carré k' n'est pas créé.

11. Soit τ ′k la tâche insérée dans le dernier n÷ud carré et τk′′ la tâche à insérer. Si nbτk′ < nbP ,
alors le n÷ud rond k� n'est pas créé.

III.4. Evaluation du pire temps de réponse des tâches et des messages

Le pire temps de réponse d'une tâche dépend principalement de deux choses. Tout d'abord, de
l'interférence due aux tâches plus prioritaires placées sur le même processeur, ensuite du temps
de réponse de ses prédécesseurs, notamment à travers les gigues sur activation.
Le problème qui se pose est que les gigues dépendent du temps de réponse des tâches, qui
dépend des gigues. Pour pouvoir calculer le temps de réponse des tâches, on procède donc de
la manière suivante :
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3 3 2 2 3 2 3 3 1 1 3 1 2 2 1 1 2 12 3 2 3 1 3 1 3 1 2 1 21 2 3
a) b) c) d) e) f) g) h) i) j) k) l) m) n) o) p) q) r)

Figure 3.2 � Redondances lors de l'énumération

3 2 3 2 3 1

2 3 2 3 1 3

1 2

Figure 3.3 � Arbre obtenu en respectant les règles de construction
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1. on initialise les gigues à zéro ;

2. on calcul les temps de réponse, sans mettre à jour les gigues ;

3. on calcul les gigues, sans mettre à jours les temps de réponses ;

4. si au moins une tâche à un temps de réponse di�érent entre l'itération courante et la
précédente, alors on retourne à l'étape 2.

Il s'agit du même principe que celui utilisé lors du calcul des temps de réponse grâce à l'analyse
holistique (cf. section VI du chapitre 2).

III.4.a. Notations

� Γ−Pi : ensemble des messages émis par les prédécesseurs de τi, qui sont placés sur un processeur
di�érent au moment de l'analyse de τi.

� Γ−NPi : ensemble des messages émis par les prédécesseurs de τi, qui ne sont pas placés, mais
qui appartiennent au pool courant.

� Γ∗−NPi : ensemble des messages émis par les prédécesseurs de τi, qui ne sont pas placés et qui
n'appartiennent pas au pool courant.

� Γ−Ci : ensemble des prédécesseurs de τi, qui sont situés sur le même processeur que τi.
� LB(Tri) : borne inférieure du pire temps de réponse de la tâche τi.
� LB(Ji) : borne inférieure de la gigue sur l'activation de la tâche τi.
� Θi : Tâches restant à placer sur le pool Pli.
� Pc : Processeur courant.

III.4.b. Pour une tâche

A�n de simpli�er les équations, nous supposons que les échéances sont contraintes (ie. Di <
Ti) et donc la détermination du temps de réponse de τi ne nécessite de ne considérer que la
première instance de la tâche τi. Malgré cette simpli�cation, il est facile de lever cette contrainte.
En e�et, l'in�uence d'instances supplémentaires ne se fait ressentir qu'au niveau du calcul de
l'interférence. Il est donc tout à fait possible de tenir compte de multiples instances en se basant
sur la méthode utilisée lors de l'analyse holistique (cf. section V.1 du chapitre 2).
� Cas d'une tâche placée
Si une tâche est placée, alors l'ensemble des tâches plus prioritaires est connu. Il est donc
possible de calculer l'interférence due à ces tâches.

Int(k+1) = Ci +
l−1∑

j=0

⌈
LB(Jj) + Int(k)

Tj

⌉
Cj (3.2)

LB(Tri) = Int+ LB(Ji) (3.3)

� Cas d'une tâche non placée
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� Pc est le dernier processeur du pool
Dans le cas où la tâche n'est pas placée, si le processeur courant est le dernier du pool,
alors les tâches déjà placées sur ce processeur constituent un sous-ensemble des tâches plus
prioritaires que la tâche τi. De plus, dans le cadre de cette thèse, nous avons constaté qu'il
était également possible de prendre en compte dans cet ensemble de tâche plus prioritaire
l'ensemble des prédécesseurs de τi appartenant à ce pool et qui ne sont pas encore placés.
M. Richard ne prenait pas en compte ces tâches dans le cadre de ses travaux.

Int(k+1) = Ci +
l∑

j=0

⌈
LB(Jj) + Int(k)

Tj

⌉
Cj (3.4)

LB(Tri) = Int+ LB(Ji) (3.5)

� Pc n'est pas le dernier processeur du pool
Dans le cas présent, il n'est pas possible de connaître un sous-ensemble des tâches plus
prioritaires.

LB(Tri) = LB(Ji) + Ci (3.6)

III.4.c. Pour un message

� Le message mi est placé
Si le message est placé, alors on connaît l'ensemble des messages plus prioritaires, et il est
donc aisé de calculer l'interférence induite par ces messages. L'ensemble des messages moins
prioritaires est constitué des messages a�ectés d'une priorité inférieure ainsi que de l'ensemble
des messages restants à placer sur le pool réseau θr.





ωm(q) = max
k∈lp(m)∪θr

(Ck) + (q − 1)Cm +
∑

k∈hp(m)

⌈
ωm(q) + Jk + τbit

Tk

⌉
Ck

LB(Trm) = max
q=1,...,Q

(ωm(q) + LB(Ji)− (q − 1)Ti + Cm)

(3.7)

� Le message mi n'est pas placé
� Le pool courant est le pool réseau
Si le pool courant est le pool réseau, alors toutes les tâches sont placées. Les messages déjà
placés et ayant une priorité supérieure au message mi constituent alors un sous-ensemble
des messages de priorité plus élevée que le message courant. De même, ne connaissant pas
l'ensemble des messages ayant une priorité inférieure au message mi, nous ne considérerons
que le sous-ensemble des messages déjà placés et ayant une priorité inférieure à mi.





ωm(q) = max
k∈lp(m)

(Ck) + (q − 1)Cm +
∑

k∈hp(m)

⌈
ωm(q) + Jk + τbit

Tk

⌉
Ck

LB(Trm) = max
q=1,...,Q

(ωm(q) + LB(Ji)− (q − 1)Ti + Cm)

(3.8)
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� Le pool courant n'est pas le pool réseau
Les messages n'étant pas tous placés, nous n'avons aucune information sur le réseau. Le
temps de réponse s'obtient simplement par :

LB(Tri) = Ci + LB(Ji) (3.9)

III.4.d. Evaluation de la gigue au démarrage pour une tâche

� Pour une tâche sans prédécesseurs

LB(Ji) = 0 (3.10)

� Tâches avec prédécesseurs
� cas d'une tâche placée
Il n'est pas nécessaire de tenir compte des prédécesseurs déjà placés se trouvant sur le même
processeur que la tâche τi. En e�et, dans ce cas, l'in�uence que peut avoir le prédécesseur
interviendra au niveau de l'interférence, et non au niveau de la gigue.

LB(Ji) = max
k∈Γ−P

i ∪Γ−NP
i ∪Γ∗−NP

i

(LB(Trk)) (3.11)

� cas d'une tâche non placée
� τi /∈ Θc : la tâche τi n'appartient pas au pool courant Θc

LB(Ji) = max
k∈Γ−P

i ∪Γ∗−NP
i

(LB(Trk)) (3.12)

� τi ∈ Θc : la tâche τi appartient au pool courant Θc

� Pc est le dernier processeur du pool

LB(Ji) = max
k∈Γ−P

i ∪Γ∗−NP
i

(LB(Trk)) +
∑

k∈Γ−C
i

Ck (3.13)

� Pc n'est pas le dernier processeur du pool
Dans ce cas, il faut envisager les deux placements possible, sur le processeur courant
et sur un autre processeur, et, dans le but de rester optimal, prendre le plus petit
temps de réponse entre les deux.
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sur le processeur courant

Int
(k+1)
i =

l∑

j=0

⌈
LB(Jj) + Int

(k)
i

Tj

⌉
Cj

Inti = Int
(k+1)
i = Int

(k)
i

LB1(Ji) = Inti + max
k∈Γ−P

i ∪Γ∗−NP
i

(LB(Trk))

(3.14)

sur un autre processeur

LB2(Ji) = max
k∈Γ−P

i ∪Γ∗−NP
i ∪Γ−NP ′

i

(LB(Trk)) (3.15)

D'où, �nalement :
LB(Ji) = min (LB1(Ji), LB2(Ji)) (3.16)

III.4.e. Evaluation de la gigue au démarrage pour un message

La gigue sur l'activation dans le cas d'un message, qui dépend uniquement de la tâche émettrice
τk, est donnée par l'équation suivante :

LB(Ji) = Trk (3.17)

III.5. Règles de branchement

Les règles de branchement permettent de dé�nir un ordre pour le parcours des pools et des
tâches.

III.5.a. Ordre des pools de processeurs

On dé�nit pour chaque pool un coe�cient, dit c÷�cient de charge globale, qui n'est autre que
la somme des facteurs d'utilisation des tâches présentes sur le pool.

UPli =

ni∑

k=1

Ck
Tk

(3.18)

Les pools sont alors ordonnés selon leur charge décroissante. Ainsi, le pool ayant la plus forte
charge globale est situé au début de la structure arborescente. Etant le plus chargé, c'est lui qui
possède le moins de solutions valides. Ceci permet de réaliser de nombreuses coupes au début
de la structure arborescente, limitant ainsi le nombre de chemins à parcourir.
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III.5.b. Ordre des tâches

De la même manière que pour les pools de processeurs, les tâches sont triées par facteur d'uti-
lisation décroissant. Ainsi, lors d'un parcours en profondeur de l'arbre de recherche, les tâches
avec un facteur d'utilisation important étant plus di�ciles à ordonnancer, le nombre de coupes
e�ectuées dans chaque sous-arbre est plus important, réduisant d'autant plus le nombre de
solutions à explorer.

III.6. Règles de sélection

III.6.a. Au sein d'un pool de processeurs

Il existe deux types de parcours di�érents :
� parcours de remplissage : Les n÷uds privilégiés sont les n÷uds ronds. Les tâches sont ajoutées
au processeur courant tant que cela est possible. Les premières solutions obtenues lors du
parcours de l'arbre sont alors déséquilibrées, dans le sens où les derniers processeurs peuvent
avoir un taux d'utilisation faible par rapport aux premiers processeurs.

� parcours d'équilibrage : Ajouter un critère de sélection permet d'éviter le phénomène précé-
dent, en créant un n÷ud carré dès que le critère est véri�é. Pour un pool Pli contenant mi

processeurs et sur lequel ni tâches doivent être placées, deux critères sont envisageables :
� fonction du nombre de tâches Les n÷uds ronds sont construits tant que le nombre de tâches
sur le processeur courant est inférieur à :

⌈
ni
mi

⌉
(3.19)

� fonction du taux d'utilisation : Les n÷uds ronds sont favorisés tant que le taux d'utilisation
du processeur courant est inférieur à :

UPli
mi

(3.20)

III.6.b. Au sein de l'arbre global

Le parcours de l'arbre en profondeur privilégie les branches les plus à gauche de l'arbre. Dans
le but de pouvoir explorer l'arbre de manière plus uniforme, plusieurs types de parcours ont été
étudiés :
� parcours en profondeur simple : c'est le parcours classique, la branche la plus à gauche de
l'arbre est parcourue en premier ;

� parcours en parallèle : plusieurs branches de l'arbre sont parcourues en même temps. Pour
cela, l'arbre global est divisé en plusieurs parties. Plus précisément, l'arbre global est découpé
au niveau de son premier niveau de profondeur, les n1−m1+1 sous-arbres étant alors explorés
en même temps.
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� parcours en parallèle auto-adaptatif : Le nombre de branches contenues dans chaque sous-
arbre n'étant pas égal, parcourir équitablement le sous-arbre de gauche et celui de droite
n'est équitable que d'un point de vue temporel. A�n de pallier ce problème, un sous-arbre
peut-être favorisé, c'est-à-dire être parcouru plus longtemps que les autres. Ici encore, deux
politiques di�érentes se confrontent :
� L'arbre contenant le moins de branches est privilégié. Si une solution existe, elle sera
trouvée rapidement.

� L'arbre contenant le plus de branches est privilégié. La probabilité de trouver une solution
est plus élevée.

IV. Algorithme de minimisation du nombre de processeurs

L'algorithme de minimisation du nombre de processeurs (ou AMNP) a été développé dans le
but de minimiser le nombre de processeurs nécessaires pour l'ordonnancement d'un système de
tâches, selon l'analyse holistique. Cet algorithme reprend les principes de base de l'algorithme
précédent (cf. section III), et y apporte des modi�cations, notamment, au niveau de l'arbre de
recherche pour permettre d'ajouter un critère d'optimisation.
L'APOC prenait comme paramètres, entre autres, le système de tâches et le nombre de proces-
seurs. L'AMNP s'a�ranchit du nombre de processeurs, et va déterminer le nombre de proces-
seurs optimal.
Pour ce faire, on détermine d'abord le nombre minimum de processeurs nécessaires pour que
le système étudié soit potentiellement ordonnançable (ie. en deçà de ce nombre, le système ne
sera pas ordonnançable), et un nombre maximum de processeurs, au delà duquel une recherche
est inutile, par exemple, en cas d'une solution déjà connue. Ceci permet d'encadrer le nombre
de processeurs qui seraient nécessaires pour ordonnancer �ablement le système de tâches.
L'algorithme créé alors un arbre de solutions, basé sur des règles de l'APOC mais adaptées
pour tenir compte non plus d'un nombre �xe de processeurs, mais d'un intervalle de processeurs.
L'algorithme parcourt ensuite l'ensemble des solutions. Lorsqu'une solution est trouvée, la borne
supérieure du nombre de processeurs est mise à jour, et la recherche continue dans le but
d'essayer de trouver une solution meilleure (c'est-à-dire, qui utilise un nombre moindre de
processeurs).
A noter également que cet algorithme, tout comme l'algorithme de placement et d'ordonnan-
cement conjoints, est optimal vis-à-vis de l'analyse holistique.

IV.1. Méthodes de construction de l'arbre de recherche

Deux méthodes sont envisageables pour la construction de l'arbre de recherche.
� soit on construit un arbre dont le premier sous-arbre contient l'ensemble des solutions utilisant
le nombre minimum de processeurs, le deuxième sous-arbre contenant l'ensemble des solutions
utilisant le nombre minimum de processeurs augmenté de 1, etc... jusqu'au dernier sous-arbre
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Figure 3.4 � Di�érents arbres d'exploration possibles

qui contient les solutions utilisant le nombre maximum de processeurs. Cette approche revient
à utiliser l'APOC en faisant varier le nombre de processeurs.

� soit on construit un arbre de recherche ne privilégiant pas le nombre de processeurs, et qui
contient donc toutes les solutions entrelacées.

Ces deux méthodes sont illustrées �gure 3.4. Pour des raisons de clarté, aucune règle de construc-
tion n'a été appliquée, d'où la présence de redondances. Les sous-arbres sont construits pour
un nombre minimum de processeurs égal à un et un nombre maximum égal à deux.

La méthode retenue est la deuxième, pour plusieurs raisons. Outre le fait que la première
méthode consiste à appeler l'APOC plusieurs fois de suite en faisant uniquement varier le
nombre de processeurs, la deuxième solution conduit à un arbre ayant moins de n÷uds, donc
son exploration nécessite moins de calculs. Cette diminution du nombre de n÷uds est due à
la factorisation des parties communes aux branches : comme le montre la �gure 3.4, les deux
chemins de l'arbre supérieur marqués par des * ne di�èrent que par la dernière tâche. L'arbre
inférieur est construit de sorte qu'il factorise les parties communes entre les branches.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons donc développer la seconde méthode.
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IV.2. Nombre de processeurs

Les bornes inférieure et supérieure du nombre de processeurs sont susceptibles d'évoluer au
cours de l'exploration de l'arbre des solutions. Les valeurs données ci-dessous sont les valeurs
utilisées pour initialiser les bornes, avant de commencer la recherche.

IV.2.a. Borne inférieure

Comme dit un peu plus haut, le but de la borne inférieure est de pouvoir dire qu'en dessous
de ce nombre, on sait que le système ne sera pas ordonnançable et re�ète donc une condition
nécessaire d'ordonnancement.
La borne inférieure actuellement utilisée se base sur la charge totale du système de tâches à
placer et à ordonnancer. En e�et, une condition nécessaire pour qu'un système de tâches soit
ordonnançable est que le nombre de processeurs disponibles soit supérieur ou égal à la charge
totale des tâches.

min =

⌈∑

i

Ci
Ti

⌉
(3.21)

IV.2.b. Borne supérieure

La borne supérieure du nombre de processeurs est un peu plus di�cile à dé�nir. La borne
inférieure étant une condition nécessaire, ou pourrait être tenté de dé�nir la borne supérieure
comme une condition su�sante. Malheureusement, il existe des systèmes de tâches non ordon-
nançable sur n processeurs, mais qui le seront sur n−1 processeurs, comme le montre l'exemple
suivant.
Soient deux tâches τ1 et τ2, avec une même période Ti de 5, une même échéance relative Di de
2 et une durée d'exécution Ci de 1. Supposons de plus que τ1 envoi un message τm à τ2.
Si on place τ1 et τ2 sur deux processeurs di�érents, alors nous voyons que la tâche τ2 manque
inévitablement son échéance, ceci à cause du délai de propagation du message τm. Par contre,
si les deux tâches sont sur le même processeur, alors le délai de propagation du message est
nul, et τ2 respecte alors son échéance.
Malgré cette impossibilité de dé�nir la borne supérieure comme étant une condition su�sante, il
est possible d'initialiser cette borne supérieure avec le nombre de tâches composant le système.
Dans ce cas, un scénario possible est d'a�ecter à chaque processeur une et une seule tâche.
La migration des tâches n'étant pas autorisée, l'ajout d'un processeur supplémentaire serait ici
inutile, puisqu'il resterait tout le temps oisif. Nous avons donc initialisé le nombre maximum
de processeurs à utiliser par :

max = nombre de tâches du système (3.22)
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3 tâches pour une charge globale de 1.5
⇒ mmin = 2
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Figure 3.5 � Arbre des solutions

IV.3. Règles

IV.3.a. Synthèse

Les règles en italiques correspondent aux règles adaptées des travaux de Richard [Ric02] ou
créées.

Règles de construction L'arbre de recherche correspondant à un pool composé de n tâches,
est dé�ni par les règles suivantes, qui permettent d'éviter les redondances lors de l'énumération
des solutions :
� Règle n°1 : Le niveau 0 de la structure arborescente contient un unique n÷ud �ctif représen-
tant la racine de l'arbre.

� Règle n°2 : Le niveau 1 est formé de n−mmin + 1 n÷uds carrés.
� Règle n°3 : Un chemin partant du niveau 0 et se terminant au niveau i, 1 ≤ i ≤ n, peut être
agrandi au niveau i+1 par n'importe quel n÷ud rond parmi n ou n'importe quel n÷ud carré
parmi n, si les règles 4, 5 et 6 sont respectées.

� Règle n°4 : Le numéro k d'une tâche τk n'apparaît qu'une seule fois dans tout le chemin de
la racine à une feuille de l'arbre. Ceci assure qu'une tâche ne sera placée qu'une seule fois.

� Règle n°5 : U n÷ud carré k ne peut être utilisé pour agrandir un chemin contenant déjà
un n÷ud carré l tel que l > k. Ceci évite les redondances d'énumération, c'est-à-dire la
construction de chemins di�érents mais modélisant le même placement des tâches et la même
a�ectation des priorités.
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� Règle n°6 : Aucun chemin ne peut être étendu par un n÷ud carré quelconque si ce chemin
contient déjà mmax n÷uds carrés.

� Règle n°7 : Aucun chemin ne se termine s'il contient moins de mmin n÷uds carrés.

Règles de coupe Les règles de coupe permettent de s'assurer que les contraintes du système
sont respectées, comme les contraintes liées aux relations de précédence ou encore le taux
d'utilisation de chaque processeur :
� Règle n°8 : Soient deux tâches en précédence, τk ≺ τl ; si τk et τl sont placées sur le même
processeur, alors il n'existe pas de sous chemin débutant par un n÷ud carré l ou un n÷ud
rond l et se terminant par un n÷ud rond k ne contenant que des n÷uds ronds entre l'origine
et la �n du sous chemin. Ceci assure que la relation de précédence est véri�ée pour les tâches
τk et τl.

� Règle n°9 : Un sous-chemin débutant par un n÷ud carré k et composé de l n÷uds ronds ne
peut être étendu par un nouveau n÷ud rond r si la charge des tâches composant le sous-
chemin, notée Us, additionnée à la charge engendrée par la tâche τr est strictement supérieure
à 1. Si Us + Ur > 1 et r > k, alors un n÷ud carré r sera créé.

� Règle n°10 : Soit τk la tâche à insérer. On note nbτk le nombre de tâches τr non encore placées
telles que r ≥ k′. Soit nbPr le nombre de processeurs non utilisés : si nbk > nbPr alors le
n÷ud carré k n'est pas créé.

� Règle n°11 : Soit U la charge des tâches non encore placées et soit nbPr le nombre de proces-
seurs non utilisés. Si U > nbPr alors le n÷ud carré n'est pas créé. Cela évite de construire les
chemins qui conduiront obligatoirement un processeur ou plus à avoir une charge strictement
supérieure à 1.

� Règle n°12 : Soit τk la tâche à insérer. Si le processeur courant est le dernier, et s'il existe au
moins un prédécesseur de τk non encore placé, alors le n÷ud rond k n'est pas créé. Ceci évite
de construire des branches qui conduiront inévitablement à une violation de la règle n°8.

Règles de performance Cet ensemble de règle est spéci�que à notre méthode permettant
de minimiser le nombre de processeurs utilisés. En e�et, avec les règles de performance, nous
nous assurons qu'aucune solution utilisant un nombre de processeurs supérieur au nombre de
processeurs utilisés par la dernière solution valide ne sera énumérée :
� Règle n°13 : Lorsqu'une solution est trouvée, alors elle est stockée (elle remplace la précédente,
si une solution avait déjà été trouvée), et le nombre de processeurs maximum mmax prend
alors comme valeur le nombre de processeurs utilisés par la solution trouvée, moins 1.

� Règle n°14 : Lors du parcours du niveau 1, soit i le numéro de la tâche en cours de traitement.
Le nombre maximum de processeurs est :
� inchangé si i ≤ n−mmax + 1
� égal au minimum de mmax et de mmax0 − i+ 1 sinon.
où mmax0 est le nombre maximum de processeurs au début de l'algorithme.
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IV.3.b. Détails des règles

Règles adaptées De nombreuses règles ne sont qu'une adaptation des règles de l'APOC en
vue de prendre en compte un intervalle de processeurs au lieu d'un nombre de processeurs �xés.
Cela inclut les règles 1 à 10.

Règles d'optimisation du calcul Les règles 11 et 12 permettent d'éviter de construire des
branches qui ne mèneront à aucun chemin valide.
En e�et, dans le cas de la règle 11, si la charge des tâches restant à placer est supérieure au
nombre de processeurs restants, alors aucun n÷ud carré n'est créé, puisque cela impliquerait
tôt ou tard la présence d'au moins un processeur avec une charge supérieure à 1.
La règle 12 intervient lorsqu'on est sur le dernier processeur, et permet d'éviter de créer des
chemins menant obligatoirement à une violation de contrainte de précédence (c'est-à-dire, avoir
une tâche réceptrice possédant une priorité plus forte qu'une tâche émettrice).

Règles de performance Les règles de performance permettent de modi�er le comportement
de la recherche pendant l'exploration de l'arbre. Par exemple, la règle 13 permet, dès qu'une
solution est trouvée, d'éliminer toute branche qui conduirait à une solution équivalente, sinon
pire, en terme de nombre de processeurs.
La règle 14 est en fait une évolution de la règle 1 de l'algorithme de M. Richard. En e�et, la
règle 1 indique le nombre de n÷uds du niveau 1 de l'arbre de recherche en fonction du nombre
de processeurs. Puisque maintenant nous travaillons avec un intervalle de processeurs, il était
nécessaire de faire évoluer cette règle.
La règle 14 est schématisée par la �gure 3.6 sur un exemple composé de 3 tâches, pour lequel
mmin = 1 et mmax = 2.

IV.4. Evaluation de la borne inférieure pour le pire temps de réponse

et pour la gigue

Le principe du calcul de la borne inférieure pour le pire temps de réponse et pour la gigue sur
l'activation est exactement le même que pour l'APOC (cf. section III.4).

IV.5. Règles de sélection

IV.5.a. Au sein de l'arbre global

Les règles de sélection sont les mêmes que celles employées pour l'APOC. Dans [Ric02], M.
Richard montre que le parcours en parallèle auto-adaptatif présente globalement de meilleures
performances que les autres. Pour cette raison, ce parcours a été sélectionné pour la réalisation
de l'AMNP.

69



CHAPITRE 3. ALGORITHME D'OPTIMISATION DU NOMBRE DE PROCESSEURS
DANS UNE ARCHITECTURE DISTRIBUÉE

1 2 3 1 2

1 2 3

Arbre construit
par APOC,
pour m = 1

Arbre construit
par APOC,
pour m = 2

Arbre construit par AMNP,
pour mmin = 1 et mmax = 2

ici, mmax = 1
par la rgle 14

Figure 3.6 � Visualisation de la règle 14

IV.5.b. Au sein d'un pool de processeurs

Au sein d'un pool de processeurs, on peut distinguer deux comportements selon le type de
tâches considérées :
� si les tâches sont indépendantes, alors une politique de remplissage des processeurs est par-
faitement adaptée. En e�et, les tâches étant indépendantes, l'allocation des tâches sur un
processeur ne peux avoir d'in�uence sur le temps de réponse des tâches placées sur un autre
processeur.

� si les tâches ne sont pas indépendantes, alors M. Richard a montré qu'une politique d'équili-
brage conduisait à de meilleur résultat qu'une politique de remplissage (cf paragraphe III.6.a).
Nous avons donc décidé d'utiliser une politique d'équilibrage, basée sur une charge moyenne
l. Autrement dit, les branches qui seront privilégiées lors de l'exploration de l'arbre seront
celles contenant des processeurs dont la charge est aux alentours de l. En e�et, ne connais-
sant pas le nombre de processeurs de la solution optimale, il est impossible de déterminer
une charge moyenne. Les tâches n'étant pas indépendantes, placer une tâche τi sur un pro-
cesseur peut modi�er le temps de réponse d'une tâche τj située sur un autre processeur et
rendre ainsi la tâche τj non ordonnançable. Le choix de l est laissé à l'expérimentateur et
est donc un paramètre sur lequel il est possible de jouer pour modi�er le parcours de l'arbre
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Figure 3.7 � Evolution du nombre de processeurs en fonction du nombre de tâches

de recherche. Une faible valeur de l favorisera l'algorithme à explorer des solutions ayant
beaucoup de processeurs faiblement chargés, tandis qu'une forte valeur de l favorisera plutôt
des solutions dont les processeurs sont moins nombreux et donc plus chargés. A noter que
ce paramètre in�uence uniquement l'ordre dans lequel la recherche est e�ectuée, et donc le
temps de calcul, et n'a aucune in�uence sur le résultat �nal.

IV.6. Résultats numériques

A�n d'étudier les performances de l'algorithme, des tests ont été réalisés. Lors de ces tests,
sauf mention contraire, nous n'avons considéré que des systèmes de tâches indépendantes. Nous
n'avons donc pas de réseaux et pouvons considérer que nos systèmes sont ordonnancés sur des
architectures multiprocesseurs.

IV.6.a. Evolution des résultats en fonctions du nombre de tâches

Voici le récapitulatif de nos conditions expérimentales, qui nous ont permis d'obtenir les résul-
tats de cette section :
� chaque con�guration contient un nombre de tâches pris dans l'ensemble {20, 30, 40, 60, 100} ;
� le facteur d'utilisation des tâches est généré en utilisant l'algorithme UUniFast, développé
par Bini [BB04a], en vue de minimiser le biais introduit lors de la génération des systèmes
de tâches ;

� les systèmes générés ont un facteur d'utilisation de 15 ;
� au bout de 5 minutes, si les calculs ne sont pas terminés, ils sont interrompus. La dernière
solution trouvée par l'algorithme est alors renvoyée.

La �gure 3.7 montre l'évolution du nombre de processeurs nécessaires pour ordonnancer un
système de tâches en fonction du facteur d'utilisation moyen par tâche. Lorsque ce facteur
d'utilisation moyen est faible, notre algorithme trouve une solution utilisant 16 processeurs
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Figure 3.8 � Nombre de calculs terminés en fonction de la charge moyenne par tâche

pour un système de tâche nécessitant au minimum 15 processeurs puisque le facteur d'utilisation
totale du système est de 15.
Lorsque le facteur d'utilisation moyen par tâche augmente, le nombre de processeurs augmente
également puisque le système est plus contraint lorsque les tâches ont un facteur d'utilisation
plus élevée. En e�et, avec un ensemble de tâches ayant un facteur d'utilisation moyen élevé,
nous avons moins de solutions à évaluer. Mais le pourcentage de solutions non ordonnançables
est élevé comparé à un ensemble de tâches avec un facteur d'utilisation moyen faible par tâche.
La �gure 3.8 montre le nombre de calculs arrivés à terme pour chaque con�guration en fonction
du facteur d'utilisation moyen par tâche. Pour un facteur d'utilisation moyen faible, aucun
calcul n'arrive à terme avant la �n du temps limite (�xé à 5 minutes). Tandis que pour les
tâches avec un facteur d'utilisation moyen élevé, tous les calculs se terminent. De même que
précédemment, nous expliquons ce résultat par le fait que plus le facteur d'utilisation moyen par
tâche est élevé, plus le système est contraint, nous permettant alors d'éliminer de nombreuses
branches très tôt dans l'arbre de recherche, minimisant ainsi le nombre de solutions à explorer.
En raison de sa complexité exponentielle, notre algorithme peut prendre énormément de temps
pour terminer son exécution. Deux cas doivent alors être étudiés :
� Puisque nous stoppons la recherche au bout de 5 minutes, nous avons dé�ni un critère pour
évaluer la pertinence de la solution obtenue. Nous désignons par ∆ une borne supérieure de
la distance à l'optimum. En théorie, ∆ est la di�érence entre le nombre de processeurs utilisés
par la dernière solution trouvée par notre algorithme avant que nous ne l'interrompions et
le nombre de processeurs d'une solution optimale. Mais en pratique, ne connaissant pas le
nombre de processeurs d'une solution optimale, nous utilisons le nombre de processeurs pour
lequel nous savons qu'en deçà, il n'y a pas de solutions, c'est-à-dire que nous utilisons la borne
inférieure du nombre de processeurs. Plus formellement, si nous considérons un ensemble de
n tâches dans un pool avec un facteur d'utilisation global U , alors le nombre de processeurs
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utilisés est :

Nopt
def
=

⌈
U

n

⌉
(3.23)

En conséquence, ∆ est une borne supérieure de la distance à l'optimum.
� Le processus de recherche s'est terminé normalement : dans ce cas, nous obtenons une so-
lution optimale vis-à-vis de l'analyse holistique. Nous pouvons alors a�rmer qu'il n'existe
pas d'ordonnancement valide utilisant moins de processeurs que la solution retournée par
l'algorithme. La valeur de ∆ est alors 0.

Comme le montre la �gure 3.9, ∆ augmente avec le facteur d'utilisation moyen par tâche. Ceci
s'explique par le fait que, comme montré à la �gure 3.7, le nombre de processeurs croît avec
le facteur d'utilisation moyen. La valeur nulle de ∆ pour les très hauts facteurs d'utilisation
moyens indique que dans ce cas précis, les calculs arrivent à terme et l'algorithme renvoie alors
une solution optimale.
En�n, la �gure 3.10 montre le temps qui a été nécessaire pour trouver une solution. Une fois
encore, 2 cas sont à distinguer :
� Si le processus de recherche est interrompu : le temps considéré est le temps qui a été néces-
saire pour trouver la dernière solution valide ;

� Si le processus de recherche se termine normalement : le temps considéré est alors le temps
nécessaire à l'exploration complète de l'arbre de recherche, c'est-à-dire le temps nécessaire
pour trouver la dernière solution valide (comme précédemment), plus le temps nécessaire
à l'énumération de toutes les solutions restantes a�n de prouver l'optimalité de la solution
retenue.

Comme nous pouvons le voir, notre algorithme fourni une solution en un temps relativement
court, surtout si nous considérons le fait que le problème est NP-Di�cile au sens fort.
Toutes ces expérimentations nous montrent que nous pouvons trouver une solution valide uti-
lisant un nombre de processeurs proche de l'optimal en un temps relativement court. Pour des
systèmes de tâches ayant un faible facteur d'utilisation moyen par tâche, une solution utilisant
16 processeurs est rapidement trouvée. De plus, lorsque notre algorithme se termine normale-
ment, la grande majorité des calculs e�ectués le sont pour prouver l'optimalité de la solution,
c'est-à-dire pour évaluer l'ensemble des solutions restantes. Notons également que pour des
facteurs d'utilisation moyens intermédiaires, le temps de calcul devient plus important. Dans
ce contexte, l'arbre de recherche contient le plus possible de solutions à explorer et le temps de
calcul alloué au test d'ordonnançabilité est également plus important.

IV.6.b. Evolution des résultats en fonctions du nombre de messages

Les temps de calculs varient en fonction du nombre de messages. La �gure 3.11 et le tableau 3.1
montrent des statistiques réalisées sur 50 con�gurations de 100 tâches d'un facteur d'utilisation
total de 10 pour 0, 5, 10, 15 et 20 messages, les calculs étant interrompus au bout de 2 heures.
La solution optimale se trouve forcément entre la borne inférieure du nombre de processeurs et
le nombre de processeurs de la dernière solution trouvée. Partant de ce constat, il est possible
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Figure 3.10 � Evolution du temps de calcul en fonction du facteur d'utilisation moyen par
tâche

0 5 10 15 20
tmax en s 1676,12 1232,74 674,82 4423,94 307,07
tmoyen en s 223,45 160,51 108,5 276,86 90,81

Table 3.1 � temps de calcul en fonction du nombre de messages
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Figure 3.11 � Evolution du nombre de processeurs en fonction du nombre de messages

de dire :
� si le nombre de processeurs de la dernière solution trouvée est proche de la borne inférieure
du nombre de processeurs, alors la solution trouvée est proche de la solution optimale ;

� si, au contraire, le nombre de processeurs de la dernière solution trouvée est éloignée de la
borne inférieure du nombre de processeurs, alors il est impossible d'� estimer la distance � sé-
parant le nombre de processeurs optimal du nombre de processeurs de la dernière solution
trouvée.

Ainsi, d'après la �gure 3.11, nous constatons que :
� pour un faible nombre de messages (≤ 10), l'intervalle dans lequel se situe la solution optimale
est réduit. Il est donc possible d'a�rmer que la solution trouvée à l'aide de l'algorithme est
proche de la solution optimale ;

� pour un nombre de messages plus important (≥ 15), l'intervalle dans lequel se situe la solution
optimale est large. Il n'est donc pas possible de garantir la qualité de la solution.

Il est à noter que les constatations précédentes ont été faites sur des résultats statistiques. C'est-
à-dire qu'il s'agit d'une tendance générale. Le seul moyen de savoir si l'algorithme donnera une
solution sur laquelle il sera possible de faire des pronostics ou non pour un système de tâches
particulier est d'exécuter l'algorithme sur ce même système.

IV.6.c. In�uence du temps de calcul

En reprenant les con�gurations précédentes, et en interrompant cette fois-ci le calcul au bout
de 2 heures, nous constatons que le nombre de processeurs de la solution est inchangé.
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Cela signi�e que l'AMNP trouve rapidement une solution acceptable, et qu'il peine à prouver
l'optimalité de la solution courante lorsque l'arbre restant à explorer contient peu ou pas de
solutions.
Ainsi, il est possible d'arrêter le calcul au bout d'un temps qui est laissé à l'appréciation de
l'expérimentateur, selon la qualité de la solution souhaitée. Toutefois, un temps relativement
court peut fournir un résultat très acceptable, proche de l'optimal, dans le cas de tâches indé-
pendantes.

IV.6.d. Temps d'obtention d'une solution optimale

Pour obtenir une solution optimale, il su�t de ne pas interrompre le calcul, et de le laisser
aboutir.
A�n d'essayer d'évaluer le temps nécessaire à la résolution d'un système complexe (composé de
100 tâches), nous avons lancé 5 calculs. Au bout de 3 semaines, sur les 5 calculs lancés, aucun
n'était terminé, et malheureusement, le calcul était loin d'être achevé. C'est pourquoi nous ne
disposons pas de solution optimale, nécessaire à la poursuite des comparaisons, ni même une
estimation du temps nécessaire pour obtenir une solution optimale.

IV.6.e. Comparaison avec l'algorithme de Fisher, Baruah et Baker

Tout d'abord, cet algorithme est comparé avec un autre algorithme, l'algorithme FBB-FFD, qui
est un algorithme développé par Fisher, Baruah et Baker (cf. section II), qui permet d'obtenir
un placement et un ordonnancement pour un système de tâches indépendantes, simultanées, à
échéance inférieure ou égale à la période.
Une simulation a été réalisée, en générant aléatoirement 50 con�gurations di�érentes de tâches
indépendantes, à échéance inférieure ou égale à la période. Le nombre de processeurs obtenu
pour chaque cas est visible �gure 3.12. Chaque con�guration est composée de 100 tâches et le
facteur d'utilisation total des tâches est de 10.
La recherche de solution est interrompue au bout de 5 minutes de calculs, et la solution utilisée
est la dernière solution trouvée.
Comme nous pouvons le constater, l'AMNP donne un résultat utilisant 1 à 2 processeurs de
moins que l'algorithme FBB-FFD. D'où un gain évident.
Par contre, il faut tout de même souligner que le temps de calcul pour l'algorithme de Fisher,
Baruah et Baker est de l'ordre de la centième de seconde, sans optimisation, alors que le temps
de calcul d'AMNP est de l'ordre de la minute.

IV.6.f. Conclusion

La comparaison de notre algorithme avec celui de Fisher, Baruah et Baker montre bien l'intérêt
de la méthode développée. De plus, il ne faut pas oublier que cet algorithme peut s'employer dans
un cadre relativement général de tâches avec contraintes de précédence, partage de ressources,
aux échéances arbitraires.
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Figure 3.12 � Comparaison de l'algorithme développé avec l'algorithme FBB-FFD

L'inconvénient majeur de cette méthode est le temps de calcul. Toutefois, les calculs sont
fortement parallélisables. Il est possible de paralléliser en découpant l'arbre de recherche en
plusieurs sous-arbres, notamment au premier niveau de l'arbre, voire même au second niveau
si nécessaire. L'utilisation d'un réseau d'ordinateurs ou de clusters de calcul pour la résolution
d'un tel système accélérerait alors grandement les calculs.

IV.7. Optimisations envisagées

Une méthode envisageable, et qui peut paraître paradoxale, serait d'ajouter des contraintes. En
e�et, l'ajout de contraintes permettrait d'éliminer nombre de solutions de l'arbre de recherche
et diminuer ainsi le temps nécessaire à son exploration.

IV.7.a. Prise en compte de la mémoire

Description du problème Souvent, les algorithmes ne prennent pas en compte les contraintes
de mémoire. Dans notre cas, il serait assez simple d'en tenir compte. Les règles qu'il faudrait
ajouter pour gérer la mémoire sont les mêmes que pour la gestion du facteur d'utilisation.
Le principe de gestion de la mémoire et du facteur d'utilisation est le même. La seule di�érence
est que pour un processeur, le taux d'utilisation maximal autorisé est 1, alors que la mémoire
totale disponible dépend uniquement du matériel.
Puisque dans notre modélisation nous nous intéressons à un pool de processeurs, tous les pro-
cesseurs doivent être identiques, impliquant qu'ils disposent de la même quantité de mémoire.
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En e�et, le but de l'AMNP est de déterminer le nombre optimal de processeurs pour pouvoir
ordonnancer un système (selon l'analyse holistique). S'il n'y a pas d'autres contraintes sur le
système pour minimiser le nombre de processeurs et si plusieurs types de processeurs sont
disponibles, chacun avec une quantité de mémoire di�érente alors le processeur muni de la plus
grande mémoire sera choisi, car lui seul permettra d'atteindre le but recherché.
Pour pouvoir gérer plusieurs types de processeurs, il faudrait rajouter des contraintes, par
exemple, des contraintes de coûts.

Règles à ajouter
� Le nombre minimum de processeurs doit être calculé en tenant compte des contraintes de
mémoire. Il faut en e�et que la mémoire totale disponible pour le pool soit supérieure ou
égale à la somme de la mémoire requise pour toutes les tâches ;

� Une tâche ne peut être ajoutée à un processeur que si la quantité de mémoire encore libre
est supérieure ou égale à la quantité de mémoire nécessaire à la tâche.

IV.7.b. Prise en compte de contraintes de placement des tâches

Description du problème Lors de la réalisation d'un système, il n'est pas rare d'avoir un
capteur d'une part, et une tâche chargée de récupérer les informations issues de ce capteur
d'autre part. Il est alors souhaitable d'avoir la tâche gérant le capteur s'exécutant sur un
processeur lui-même proche du capteur, et non sur un processeur situé à l'opposé du capteur.
Il serait donc attrayant d'avoir la possibilité de spéci�er un placement des tâches, par exemple,
en précisant que deux tâches données doivent être placées sur le même processeur ou, a contrario,
sur des processeurs di�érents.

Mise en place Avec quelques modi�cations l'AMNP est capable de tenir compte de cette
contrainte supplémentaire. Le problème qui peut se poser est que, ne connaissant pas le nombre
de processeurs nécessaires à l'ordonnancement du système de tâches, comment pré-a�ecter
certaines tâches à un processeur ?
La réponse est relativement simple. A chaque tâche que l'on veut pré-a�ecter, on associe un
numéro de processeur, notée Nτi . De même, à chaque processeur on associe un numéro, notée
NPi

, qui est initialisé à 0 au début de la recherche. Pendant la recherche, plusieurs cas peuvent
alors se poser :
� La tâche τi à placer n'a pas de processeur prédé�ni. Dans ce cas, la tâche est placée de
manière classique.

� La tâche τi à placer a un processeur prédé�ni. Dans ce cas, il faut encore distinguer deux cas
de �gure :
� Le processeur sur lequel la tâche va être placée véri�e NPi

= 0. Dans ce cas, le numéro du
processeur devient le numéro du processeur associé à la tâche, et donc NPi

= Nτi .
� Le processeur sur lequel la tâche va être placée véri�e NPi

6= 0. Dans ce cas, la tâche n'est
placée que si la relation NPi

= Nτi est véri�ée.
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V. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme permettant de trouver une solution opti-
male vis-à-vis de l'analyse holistique. Comme nous avons pu le constater, la solution obtenue
ne sera optimale qu'à la condition que notre algorithme s'exécute complètement, sans être in-
terrompu. Introduire une limite de temps permet alors à l'utilisateur d'utiliser notre algorithme
en tant qu'heuristique. De plus, nous avons constaté expérimentalement, que :
� le nombre de processeurs utilisé est alors proche du nombre optimal ;
� le temps nécessaire pour trouver la solution qui sera retournée est en général très court.
La solution fournie est alors valide, dans le sens où toutes les contraintes sont respectées :
échéances, contraintes de précédence, communications, ressources partagées.
Nous espérons également que l'ajout de nouvelles contraintes permettra à notre algorithme
de s'exécuter plus vite, notamment en permettant de réaliser plus de coupes dans l'arbre de
recherche.

Publications Nos travaux ont fait l'objet de deux publications qui ont été acceptées à des
conférences avec comité de sélection :
� l'une a été acceptée à la conférence internationale RTNS'08 1 [DRGR08] ;
� l'autre publication a été acceptée à la conférence francophone ROADEF'09 2 [DRGR09].

1. Real-Time and Network Systems
2. Recherche Opérationnelle et d'Aide à la Décision
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I. INTRODUCTION

I. Introduction

Une des briques fondamentales sur laquelle repose la validation des systèmes temps réel est
la notion de temps d'exécution. En e�et, les méthodes de validation que nous avons vues au
chapitre 2 utilisent toutes cette notion. Par conséquent, une mauvaise évaluation du pire temps
d'exécution d'une tâche peut conduire à valider un système qui est en fait non ordonnançable.
La détermination du pire temps d'exécution est une opération di�cile qui a reçu, et reçoit
encore, beaucoup d'attention dans la littérature [WEE+08].
Schématiquement, il existe deux grandes méthodes :
� une méthode parmesure de temps de réponse : la tâche étudiée est exécutée un certain nombre
de fois, et le temps d'exécution de chaque instance est mesuré. Le pire temps d'exécution sera
alors le plus grand temps mesuré. Par le principe même de cette méthode, cette technique
n'o�re qu'une borne inférieure du pire temps d'exécution et ne peut être utilisée telle quelle
en pratique (pour des systèmes temps réel dur tout du moins).

� une méthode statique d'analyse de code source : le code source de la tâche est analysé pour
essayer d'en déduire son pire temps d'exécution. Mais cette méthode est di�cile à mettre en
÷uvre, puisque il est nécessaire :
� de connaître avec précision le processeur sur lequel la tâche sera exécutée (type, vitesse)
� de déterminer, au travers des structures de contrôle du �ux d'exécution (boucle if... then...
else..., boucle for, etc...) quel sera le chemin menant au pire temps d'exécution.

Cette méthode introduit généralement un pessimisme important [LBJ+95, TSH+03, SLPH+05].
Une détermination �ne du temps d'exécution des tâches requiert donc du temps et de l'énergie,
ce qui n'est pas sans coûts.
Nous avons donc ici deux objectifs qui s'opposent :
� réduire les coûts de développement des systèmes temps réels (et donc ici, les coûts de déter-
mination de pire temps d'exécution des tâches) ;

� ne pas utiliser des pires temps d'exécution trop pessimistes pour analyser les tâches non
critiques, puisque cela conduirait à un surdimensionnement du système (et donc à augmenter
les coûts).

Il s'agit donc de trouver un juste milieu, et deux approches peuvent être utilisées :
� la première, est d'autoriser un certain nombre de dépassements du pire temps d'exécution (dûs
à une approximation optimiste de ces derniers, par exemple). Certains modèles permettent
la prise en compte de ce genre de problème. Nous pouvons citer les travaux de Bougueroua,
qui a introduit la notion d'�allowance� 1 pour atteindre cet objectif ([Bou07]).

� la deuxième approche qui peut être utilisée est de considérer plusieurs niveaux de con�ance
pour le pire temps d'exécution. Une tâche nécessitant un haut degré de con�ance ne devra
jamais rater son échéance, tandis qu'une tâche nécessitant un degré de con�ance moindre
pourra manquer quelques échéances sans grandes conséquences sur le système. Ainsi, le pire
temps d'exécution pour des tâches à haut degré de con�ance devra être évalué avec la plus

1. Bougueroua utilise le terme allowance aussi bien en français qu'en anglais.
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Niveau Condition Description
A Catastrophique Une défaillance peut provoquer un crash.
B Dangereuse Une défaillance a un large impact négatif sur la sécurité ou les

performances, ou réduit les possibilités de l'équipage à gérer
l'avion à cause de sou�rances physiques ou une charge de
travail trop importante, ou provoque des blessures sérieuses
voir fatales blessures parmi les passagers.

C Majeur Une défaillance est signi�cative, mais a moins d'impact qu'une
défaillance dangereuse (par exemple, provoque un inconfort des
passagers plutôt que des blessures).

D Mineur Une défaillance est notable, mais a moins d'impact qu'une
défaillance majeure (par exemple, provoquant des désagréments
auprès des passagers ou un changement de plan de vol).

E Sans e�et Une défaillance n'a pas d'impact sur la sécurité, les opérations
ou la charge de travail de l'équipage.

Table 4.1 � Niveaux de criticité dans la norme DO-178B

grande précision possible parce qu'une sous-estimation peut provoquer un non respect d'une
échéance, ce qui peut avoir des conséquences catastrophiques pour le système, et une sur-
estimation peut conduire à la non validation d'un système alors que toutes les échéances
sont respectées. L'idée est donc de procéder à une estimation �ne du pire temps de réponse
pour les tâches nécessitant un haut degré de con�ance, et de permettre une évaluation plus
�approximative� pour les tâches ne nécessitant qu'un faible degré de con�ance.

Certains standards aéronautiques dé�nissent plusieurs niveaux de criticité précisant le niveau
de con�ance requis. Ainsi, le standard DO-178B [ARI97] dé�nit 5 niveaux de criticité, notés de
A à F. Une défaillance (ie. le non respect d'une échéance) d'une tâche de criticité A peut avoir
des conséquences catastrophiques sur le système tout entier (par exemple, crash d'un avion),
tandis qu'une défaillance d'une tâche de criticité F n'a pas de conséquences notables sur le
système. Le tableau 4.1 résume les conséquences d'une défaillance d'une tâche en fonction de
son niveau de criticité.
Un moyen pour tenir compte de ces di�érents niveaux de criticité est de réaliser un parti-
tionnement temporel entre les di�érentes applications logicielles, ce qui permet de réaliser une
isolation temporelle comme décrit dans le standard ARINC 653 ([ARI97]). Le standard ARINC
653 dé�nit une API 2 qui fournit un partitionnement temporel pour les applications nécessi-
tant des niveaux de con�ance di�érents. La ligne du temps est dé�nie comme un ensemble
de partitions, chaque partition ayant un certain quota de temps déterminé. Chaque tâche (ou
ensemble de tâches dépendantes) est attachée à une partition et un algorithme d'ordonnance-
ment classique est exécuté dans chaque partition. Puisque chaque partition a un certain quota

2. Application Programming Interface
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de temps prédéterminé, une partition ne peut interférer avec une autre. En d'autres termes,
une tâche appartenant à une partition A ne peut interférer avec une tâche appartenant à une
partition B. Ainsi, en a�ectant toutes les tâches nécessitant le même niveau de con�ance à une
même partition, il est possible d'assurer une isolation temporelle entre les tâches nécessitant
des niveaux de con�ance di�érents.
Un autre moyen de tenir compte des niveaux de criticité a été introduit par Vestal dans un
article récent [Ves07]. Vestal a introduit un nouveau modèle pour représenter les systèmes de
tâches. Ce modèle se base sur la considération de plusieurs pire temps d'exécution au lieu d'un
seul, ce qui permet de moduler la con�ance en fonction de la criticité de la tâche. Baruah et
Vestal donne cette dé�nition dans [BV08] : �the more con�dence one needs in a task execution
time bound, the larger and more conservative that bound tends to be in pratice� 3.
Le modèle de tâches à criticité multiple permet de tenir compte du niveau de criticité d'une
tâche (est-elle critique ou non ?) lors de la détermination de son temps d'exécution. Ainsi,
la détermination du pire temps d'exécution d'une tâche non critique se fera par une analyse
�rapide�, tandis que la détermination du pire temps d'exécution d'une tâche critique se fera par
une analyse ��ne� (et donc coûteuse).
Mais se contenter de cette détermination du pire temps de réponse en fonction de la criticité de
la tâche n'est pas su�sante, puisqu'un risque existant est qu'une tâche non critique, ratant son
échéance du fait d'un temps d'exécution erroné, fasse rater son échéance à une tâche critique.
Vestal répond à ce problème à travers le modèle qu'il a introduit et que nous allons présenter
dans le paragraphe suivant.

I.1. Modèle à criticité multiple

Le modèle développé par Vestal dans [Ves07] est basé sur le modèle classique de Liu et Layland
[LL73]. Le modèle de Liu et Layland ayant déjà été présenté dans le cadre de cette thèse (cf.
chapitre 1 section II.2.c), nous ne dé�nirons que les di�érences entre le modèle de Liu et Layland
et le modèle de Vestal :
� introduction d'un nouveau paramètre correspondant au niveau de criticité Li de la tâche τi,
qui spéci�e le niveau de sûreté requis pour la tâche τi. Par convention, nous supposons que
le niveau 1 représente le plus petit niveau de criticité.

� le pire temps d'exécution Ci est remplacé par une fonction Ci : N+ → R+, qui spéci�e le
pire temps d'exécution pour les di�érents niveaux de criticité. Nous pouvons donc noter que
Ci n'est plus une constante mais est une fonction dépendant du niveau de criticité. Aussi,
dans le cadre du modèle à criticité multiple, le pire temps d'exécution d'une tâche τi pour le
niveau de criticité ` sera noté par Ci(`).

La notion de facteur d'utilisation d'une tâche est également modi�ée, puisque chaque tâche
dispose maintenant de plusieurs temps d'exécution. Elle peut toutefois être dé�nie en utilisant

3. Plus on a besoin de con�ance pour le temps d'exécution d'une tâche, plus grande et plus conservative elle
tend à être en pratique
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Di = Ti πi Li Ci(1) Ci(2)
τ1 4 0 2 2 2
τ2 7 1 1 2 5

Table 4.2 � Exemple de système à criticité multiple

Di = Ti πi Ci
τ1 4 0 2
τ2 7 1 2

Table 4.3 � Système de tâches à considérer lors de l'étude de la tâche τ2

le temps d'exécution correspondant au niveau de criticité Li de la tâche τi :

ui
def
=
Ci(Li)

Ti
(4.1)

et le facteur d'utilisation du système reste dé�ni comme étant la somme des facteurs d'utilisation
des tâches le composant.
Nous avons dit qu'une tâche avait un temps d'exécution par niveau de criticité. Ces temps
d'exécutions sont reliés par la relation suivante :

Ci(`) ≤ Ci(`+ 1) (4.2)

L'utilisation de ce modèle est relativement simple : lors de l'étude d'une tâche τi, ne sont
considérés que les temps d'exécution correspondant au niveau de criticité Li de la tâche τi. Par
exemple, pour le système de tâches à criticité multiple dont les caractéristiques sont résumées
table 4.2, lors de l'étude la tâche τ2 (par exemple, pour déterminer son temps de réponse),
nous ne considérerons que les temps d'exécution correspondant à son niveau de criticité, c'est-
à-dire 1. Ainsi, l'étude de la tâche τ2 revient à considérer le système de tâches classiques dont
les caractéristiques sont données table 4.3.
Nous pouvons donc constater que l'utilisation de ce modèle reste relativement simple.

I.2. Système sporadique équivalent

Dans [BV08], Baruah et Vestal ont introduit la notion de système de tâches sporadiques équi-
valent :

Dé�nition 15. A chaque tâche à criticité multiple τi est dé�nie une tâche sporadique corres-
pondante τ ′i(Ci(Li), Di, Ti).

Cette notion leur permet d'introduire le théorème suivant :

Théorème 26. Un système de tâches à criticité multiple est ordonnançable si, et seulement
si, le système de tâches sporadiques équivalent est ordonnançable.
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Di = Ti Li Ci(1) Ci(2)
τ1 5 1 1 2
τ2 5 2 2 5

Table 4.4 � Exemple de système à criticité multiple

Toutefois, pour que ce théorème soit juste, il manque une hypothèse dans [BV08]. En e�et, il
est nécessaire de tenir compte de la contrainte suivante :

∀i ∈ [1, n],∀j ∈ [1, Li], Ci(j) = Ci(Li) (4.3)

Sans cette hypothèse, le théorème 26 est faux. Il su�t pour le démontrer de considérer le
système de tâches dont les caractéristiques sont résumées table 4.4. Une analyse du système de
tâches sporadiques classique montre que ce système n'est pas ordonnançable, puisque le facteur
d'utilisation de ce système est supérieur à 1 :

C1(L1)

T1

+
C2(L2)

T2

= 1.2 > 1 (4.4)

Par contre, d'un point de vue criticité multiple, ce système de tâches est ordonnançable en
utilisant des priorités �xes lorsque la priorité la plus forte est donnée à la tâche τ2. Pour s'en
convaincre, il su�t de calculer les temps de réponses des tâches τ1 et τ2 :

Tr1 = C1(L1) = 5 ≤ D1 (4.5)

Tr2 = C1(L2) + C2(L2) = 3 ≤ D2 (4.6)

Ainsi, toutes les échéances semblent respectées, ce qui est impossible si le système est surchargé.

II. Algorithme de Vestal

II.1. Présentation

Dans [Ves07], Vestal a introduit une version modi�ée de l'algorithme d'Audsley [Aud91]. L'al-
gorithme de Vestal est optimal pour l'ordonnancement de systèmes de tâches indépendantes à
échéance contrainte [BV08].
Comme nous l'avons vu dans le premier chapitre de cette thèse, l'algorithme d'Audsley se base
sur l'observation suivante : le temps de réponse d'une tâche dépend uniquement de l'ensemble
des tâches plus prioritaires. Il n'est pas nécessaire de connaître une a�ectation des priorités
précise. Ainsi, le principe de l'algorithme d'Audsley est d'a�ecter une tâche à chaque niveau
de priorité, en commençant par le niveau de priorité le plus faible, et la tâche qui est a�ectée
à un niveau de priorité donné est la première tâche trouvée qui respecte son échéance pour ce
niveau de priorité.

87



CHAPITRE 4. MODÈLE À CRITICITÉ MULTIPLE

Vestal a modi�é la façon dont la tâche à a�ecter à un niveau de priorité est choisie : au lieu
d'a�ecter la première tâche trouvée qui peut être ordonnancée à ce niveau de priorité, Vestal
a introduit une méthode de sélection basée sur la notion de facteur d'échelle critique 4, c'est-
à-dire le facteur maximum par lequel la vitesse du processeur peut être réduit sans nuire à
l'ordonnançabilité de la tâche τi. A chaque niveau de priorité, la tâche qui sera assignée sera la
tâche ayant le plus grand facteur d'échelle critique pour ce niveau de priorité.
Nous rappelons la dé�nition du facteur d'échelle critique d'un système donné par Lehoczky
dans [LSD89] :

∆∗
def
=

[
max
1≤i≤n

min
t∈Si

i∑

j=1

Cj
t

⌈
t

Tj

⌉]−1

(4.7)

où Si est l'ensemble des points d'ordonnancement dé�nit dans [LSD89] par :

Si
def
=

{
kTj|j = 1, . . . , i; k = 1, . . . ,

⌊
Di

Tj

⌋}
(4.8)

Le facteur d'échelle critique d'une tâche se dé�nit simplement par :

∆i
def
=

[
min
t∈Si

i∑

j=1

Cj
t

⌈
t

Tj

⌉]−1

(4.9)

Et donc, nous avons la relation suivante entre le facteur d'échelle critique ∆∗ d'un système de
tâches et celui des tâches ∆i :

∆∗ = min
1≤i≤n

(∆i) (4.10)

Nous donnons �gure 4.1 un exemple d'utilisation de l'algorithme d'assignation des priorités
de Vestal. Le tableau supérieur résume les caractéristiques des tâches, tandis que le tableau
inférieur est la trace de l'algorithme lui-même. Par exemple, lorsque nous essayons d'assigner
une tâche au plus faible niveau de priorité (c'est-à-dire le niveau 3), nous calculons le facteur
d'échelle critique de chaque tâche, et nous choisissons celle ayant le plus grand, c'est-à-dire ici
la tâche τ3. Nous continuons le processus en étudiant le niveau de priorité 2, sans oublier de
retirer la tâche 3, puisqu'elle a été a�ectée à la priorité 3. La tâche ayant le plus grand facteur
d'échelle critique est ici la tâche τ0, aussi, nous assignons τ0 à ce niveau de priorité. Le processus
continue jusqu'à ce que toutes les tâches soient a�ectées d'une priorité.
Le facteur d'échelle critique du système est alors le minimum des facteurs d'échelle critiques
de chaque tâche à son niveau de priorité, c'est-à-dire, ici ∆ = min(1.69461, 3.86957, 2.2, 11) =
1.69461, le facteur d'échelle critique de la tâche τ3.

4. critical scaling factor en anglais
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τi Ti Di Li Ci(1) Ci(2)
0 164 104 1 7 17
1 89 44 2 4 4
2 191 80 1 12 16
3 283 283 2 85 85

Priorité Trace

3

∆τ0 = 0.928571
∆τ1 = 0.360656
∆τ2 = 0.740741
∆τ3 = 1.69461




⇒ π3 = 3

2
∆τ0 = 3.86957
∆τ1 = 1.18919
∆τ2 = 3.47826



⇒ π0 = 2

1
∆τ1 = 2.2
∆τ2 = 5

}
⇒ π2 = 1

0 ∆τ1 = 11
}
⇒ π1 = 0

∆ = min∆i
= 1.69461

Figure 4.1 � Trace de l'assignation des priorités selon l'algorithme de Vestal

II.2. Optimalité de l'algorithme d'Audsley

Dans [BV08], les auteurs précisent que l'algorithme de Vestal est optimal, sans pour autant le
démontrer. L'algorithme de Vestal étant un cas particulier de l'algorithme d'Audsley, si nous
pouvons montrer l'optimalité de l'algorithme d'Audsley, alors nous montrerons, par la même
occasion, l'optimalité de l'algorithme de Vestal.

Théorème 27. L'algorithme d'assignation des priorités d'Audsley est optimal pour l'ordon-
nancement de systèmes de tâches indépendantes à échéance contrainte et à criticité multiple en
priorité �xe.

Pour démontrer ce résultat, nous allons avoir besoin de 2 résultats intermédiaires, synthétisés
par les lemmes suivants.

Lemme 1. Lorsque nous étudions une tâche τi, nous pouvons considérer le système de tâches
sporadiques équivalent au lieu du système à criticité multiple, en prenant en compte les temps
d'exécutions correspondant au niveau de criticité Li de la tâche étudiée τi.

Démonstration. Ce lemme peut être déduit de la dé�nition d'un système de tâches à criticité
multiple. Lorsque nous calculons le pire temps de réponse de la tâche τi, nous ne considérons
que les pire temps d'exécution correspondant au niveau de criticité de la tâche τi, comme nous
pouvons le voir dans l'équation 4.11, qui est une version modi�ée de l'équation établie par
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Joseph et Pandia dans [JP86] et remaniée par Vestal dans [Ves07] pour calculer le pire temps
de réponse des tâches à criticité multiple :

Tri =
i∑

j=1

⌈
Tri
Tj

⌉
Cj(Li) (4.11)

Ainsi, lorsque nous étudions la tâche τi, nous pouvons seulement considérer le système de tâches
classiques équivalent correspondant au système de tâches en ne prenant en compte que les temps
d'exécution correspondant à la criticité Li de la tâche étudiée τi.

Si nous regardons avec attention le système de tâches illustré en �gure 4.1, nous pouvons
constater que le facteur d'échelle critique de la tâche τ1, lorsqu'elle est a�ectée au niveau de
priorité 2, est plus grand grand que lorsqu'elle est assignée au niveau de priorité 3 (c'est-à-dire
à un niveau de plus faible priorité). Ce résultat intuitif est l'objet du second lemme :

Lemme 2. Soit τi une tâche avec un facteur d'échelle critique ∆i,j lorsqu'elle est assignée à la
priorité j ; si τi est assignée à la priorité j − 1, alors le facteur d'échelle critique de τi véri�ée
∆i,j < ∆i,j−1.

Démonstration. Dans le cadre de cette preuve, nous ne considérerons que la tâche τi que nous
assignerons au niveau de priorité j ou j − 1. Il est important de noter que la seule di�érence
entre ces deux a�ectations est l'ensemble des tâches plus prioritaires. Lorsque la tâche τi est
a�ectée à la priorité j, l'ensemble des tâches plus prioritaires contient une tâche supplémentaire
par rapport à l'ensemble des tâches plus prioritaires lorsque la tâche est a�ectée à la priorité
j − 1. Par convention (et sans perte de généralité, puisque nous ne faisons aucune hypothèse
quant à l'ordre des tâches plus prioritaires), nous supposerons que cette tâche est la tâche τj.
Lehoczky dé�nit le facteur d'échelle critique dans [Leh90] :

∆i,j
def
=

[
min
t∈Si,j

1

t

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
t

Tk

⌉]−1

(4.12)

∆i,j−1
def
=

[
min

t∈Si,j−1

1

t

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
t

Tk

⌉]−1

(4.13)

Ces dé�nitions ont juste été adaptées aux systèmes de tâches à criticité multiple, en remplaçant
le temps d'exécution classique Ck par le temps d'exécution Ck(Li), qui est le temps d'exécution
de la tâche τk au niveau de criticité Li de la tâche étudiée τi.
Si,j représente l'ensemble des points d'ordonnancement pour la tâche τi lorsque τi est assignée
à la priorité j. Cet ensemble est dé�ni par l'équation suivante :

Si,j
def
=

{
kTm|m = 1, . . . , j; k = 1, . . . ,

⌊
Di

Tm

⌋}
∪ {Di} (4.14)
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Bien que Bini et al. aient introduit dans [BB04b] un sous-ensemble su�sant de point d'ordon-
nancement, nous avons besoins de considérer, dans le cadre de notre preuve, tous les points
d'ordonnancement.
Aussi, d'après les équations 4.12 et 4.13, il existe tj et tj−1 tels que :

∆i,j =

[
1

tj

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉]−1

(4.15)

∆i,j−1 =

[
1

tj−1

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj−1

Tk

⌉]−1

(4.16)

Nous pouvons remarquer que Si,j−1 ⊂ Si,j. Nous avons donc 2 cas à prendre en compte :
tj ∈ Si,j−1 et tj /∈ Si,j−1 :
� Si tj ∈ Si,j−1. Il est alors évident que :

∀t, 1

t

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
t

Tk

⌉
>

1

t

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
t

Tk

⌉
(4.17)

Si t = tj alors :

1

tj

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
>

1

tj

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
(4.18)

Puisque tj ∈ Si,j−1 et tj−1 minimise 1
t

∑j−1
k=1 Ck(Li)

⌈
t
Tk

⌉
(voir la dé�nition de tj−1, équa-

tion 4.16), nous avons :

1

tj−1

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj−1

Tk

⌉
≤ 1

tj

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
(4.19)

Les équations 4.18 et 4.19 nous donne :

1

tj−1

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj−1

Tk

⌉
<

1

tj

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
(4.20)

C'est-à-dire :
∆i,j−1 > ∆i,j (4.21)

� Maintenant, si nous considérons le cas tj /∈ Si,j−1.
Par dé�nition, nous pouvons noter que Di = max(Si,j) et Di = max(Si,j−1). Puisque tj /∈
Si,j−1, nous avons tj 6= Di. Ainsi :

∃tk ∈ Si,j−1, tj < tk (4.22)
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Nous pouvons également noter que
∑j−1

k=1 Ck(Li)
⌈
t
Tk

⌉
est une fonction constante par mor-

ceaux et que tj n'est pas un point de discontinuité puisque tj /∈ Si,j−1, ainsi :

∃tk ∈ Si,j−1,{
tk > tj∑j−1

k=1Ck(Li)
⌈
tj
Tk

⌉
=
∑j−1

k=1Ck(Li)
⌈
tk
Tk

⌉ (4.23)

De plus :
j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
<

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
(4.24)

Et donc, les équations 4.23 et 4.24 nous conduisent à :

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tk
Tk

⌉
<

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
(4.25)

Puisque tk > tj, nous avons 1
tk
< 1

tj
. Et si nous utilisons l'équation 4.25, nous avons :

1

tk

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tk
Tk

⌉
<

1

tj

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
(4.26)

Par dé�nition de tj−1 (i.e., équation 4.16), nous avons :

1

tj−1

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj−1

Tk

⌉
= min

t∈Si,j−1

1

t

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
t

Tk

⌉
(4.27)

Et donc, puisque tk ∈ Si,j−1 :

1

tj−1

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj−1

Tk

⌉
≤ 1

tk

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tk
Tk

⌉
(4.28)

Si nous combinons les équations 4.26 et 4.28, nous obtenons :

1

tj−1

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj−1

Tk

⌉
<

1

tj

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
(4.29)

C'est-à-dire :
∆i,j−1 > ∆i,j (4.30)

Nous avons donc prouvé dans les deux cas (tj ∈ Si,j−1 et tj /∈ Si,j−1) que ∆i,j−1 > ∆i,j. Ce qui
prouve le lemme.
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Nous pouvons donc maintenant prouver le théorème 27

Démonstration du théorème 27. En utilisant le lemme 1, étudier l'ordonnançabilité d'une tâche
à criticité multiple peut être fait en étudiant l'ordonnançabilité d'un système de tâches équi-
valent correspondant au niveau de criticité de la tâche étudiée. Et en prenant en compte le
lemme 2, le facteur d'échelle critique d'une tâche ne peut qu'augmenter lorsqu'une tâche est
assignée à un niveau de priorité plus élevé. Puisque les hypothèses du modèle de tâches clas-
siques sont respectées dans le cadre du modèle à criticité multiple, nous pouvons en déduire
que l'algorithme d'Audsley est également optimal pour des systèmes à criticité multiple.

Ayant ce théorème, nous pouvons en déduire le théorème suivant :

Théorème 28. L'algorithme de Vestal est optimal pour ordonnancer un ensemble de tâches à
échéance contrainte et à criticité multiple en priorité �xe.

Démonstration. Puisque l'algorithme de Vestal est un cas particulier de l'algorithme d'Audsley,
l'optimalité de l'algorithme de Vestal découle de l'optimalité de l'algorithme d'Audsley.

II.3. Vitesse du processeur

II.3.a. Maximisation du facteur d'échelle critique

Pour les systèmes de tâches à criticité multiple, l'algorithme d'Audsley est optimal. Mais si
le système n'est pas ordonnançable, alors déterminer le facteur d'accélération minimum pour
la vitesse du processeur a�n de rendre le système ordonnançable en utilisant un algorithme à
priorité �xe est une question importante pour les concepteurs de systèmes temps réel.
Pour les tâches sporadiques à échéance contrainte, l'assignation des priorités (i.e., Deadline
Monotonic) et la détermination du facteur d'accélération sont des problèmes indépendants.
Nous avons prouvé que ce résultat était toujours vrai pour des systèmes de tâches à criticité
multiple et que, de plus, les deux problèmes pouvaient être résolus simultanément (c'est-à-dire
que le facteur d'accélération peut être déterminé en utilisant un algorithme glouton 5 pendant
l'assignation des priorités).
L'algorithme 1 représente une implémentation de notre algorithme en pseudo-code. Il détermine
une assignation des priorités et un facteur d'échelle critique ∆∗. La fonction ∆(τi, hep(τi))
calcule le facteur d'échelle critique de la tâche τi, où hep(τi) est l'ensemble des tâches de priorité
supérieure ou égale à τi.
Si le facteur d'échelle critique ∆∗ est plus grand que 1, alors cela correspond au facteur de
réduction maximum par lequel nous pouvons diviser la vitesse du processeur sans nuire à
l'ordonnançabilité du système. Si ∆∗ est plus petit que 1, alors le système de tâches n'est pas
ordonnançable et ∆∗ correspond au facteur d'accélération à appliquer à la vitesse du processeur
a�n de rendre le système ordonnançable.

5. Un algorithme glouton est un algorithme qui suit le principe de faire, étape par étape, un choix optimum
local dans l'espoir d'obtenir un résultat optimum global
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Algorithme 1 : Modulation de la vitesse du processeur et assignation des priorités
Input : τ ∗ = ensemble de tâche à ordonnancer
Output : ∆∗ = facteur d'échelle maximum
Output : τ̃ = système de tâches ordonnancées
τ ⇐ τ ∗ τ̃ ⇐ ∅ for j from n to 1 do

τVestal = ∅ for τA ∈ τ do
if τVestal = ∅ then

τVestal ⇐ τA ∆∗ = ∆(τA, τ)

else
if ∆(τVestal, τ) < ∆(τA, τ) then

τVestal ⇐ τA

π(τVestal)⇐ j τ ⇐ τ − {τVestal} τ̃ ⇐ τ̃ ∪ {τVestal} if ∆(τVestal, τ) < ∆∗ then
∆∗ = ∆(τVestal, τ)

Notre résultat principal, le théorème 29, se base sur le lemme suivant :

Lemme 3. Soit τ un système de tâches et τi et τj deux tâches avec τi plus prioritaire que τj.
Si le facteur d'échelle critique de la tâche τi au niveau de priorité de τj est plus grand que le
facteur d'échelle critique de τj à son niveau de priorité, alors insérer la tâche τi au niveau de
priorité de τj ne peut qu'augmenter le facteur d'échelle critique du système de tâches.

Démonstration. Nous allons utiliser un argument basé sur une permutation pour prouver le
résultat. La �gure 4.2 représente la transformation e�ectuée. Chaque zone a une signi�cation :
� La zone 1 est composée de tâches ayant une priorité plus grande que la tâche τi ;
� La zone 2 est composée de tâches ayant une priorité intermédiaire, c'est-à-dire plus prioritaire
que la tâche τj mais moins prioritaire que la tâche τi ;

� La zone 3 est composée de tâches ayant une priorité plus faible que la tâche τj.
Si nous étudions l'évolution du facteur d'échelle critique de chaque tâche lorsque la transfor-
mation est e�ectuée, nous observons que :
� Le facteur d'échelle critique des tâches de la zone 1 est inchangé, puisque non in�uencé par
la modi�cation des priorités de tâches de priorités inférieures

� Le facteur d'échelle critique des tâches de la zone 3 est également inchangé, puisque non in-
�uencé par la modi�cation des priorités de tâches de priorités supérieures. En e�et, l'ensemble
des tâches de priorités supérieures reste le même.

� Le facteur d'échelle critique des tâches de la zone 2 ne peut qu'augmenter d'après le lemme
2.

En�n, si la transformation est e�ectuée, c'est que par hypothèse, la tâche τi a un facteur d'échelle
critique au niveau de priorité de τj qui est plus grand que le facteur d'échelle critique de τj.
En d'autres termes, dans tous les cas, le facteur d'échelle critique de chaque tâche ne peut
qu'augmenter ou être inchangé, hormis pour la tâche τi. Mais par hypothèse, le nouveau facteur
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τi

τj τi

τj

1

2

3

1

2

3

Figure 4.2 � Schéma de la transformation

d'échelle critique de la tâche τi est plus grand que le précédent facteur d'échelle critique de la
tâche τj. Ainsi donc, le facteur d'échelle critique du système ne peut qu'augmenter. Au pire, il
reste inchangé.

Disposant maintenant de ce lemme, nous pouvons prouver le théorème suivant :

Théorème 29. L'algorithme de Vestal retourne une assignation des priorités maximisant le
facteur d'échelle critique, c'est-à-dire le facteur d'accélération minimum de la vitesse du pro-
cesseur si le système n'est pas ordonnançable).

Démonstration. Soit τ le système de tâches, composé de n tâches τ1, . . . , τn et chaque tâche est
a�ectée à un niveau de priorité. Pour prouver le résultat, nous allons reconstruire l'assignation
des priorités de Vestal à partir de τ en utilisant le lemme 3. La méthode est simple : nous
recherchons la tâche ayant le plus grand facteur d'échelle critique au niveau de priorité n parmi
toutes les tâches ayant une priorité supérieure ou égale à n. Nous insérons alors cette tâche à ce
niveau de priorité. Par le lemme 3, le facteur d'échelle critique de ce nouveau système de tâches
τ ′ ne peut être que plus grand ou égal au facteur d'échelle critique de τ . Nous répétons alors
l'opération, en remplaçant τ par τ ′ et en recherchant la tâche à insérer au niveau de priorité
n− 1, et ainsi de suite jusqu'à ce que le niveau de priorité soit égal à 1.
De cette manière, nous construisons un nouvel ordonnancement à partir de celui de départ. Le
nouvel ordonnancement est le même que celui retourné par l'algorithme de Vestal, parce que,
dans les deux cas, à chaque étape, la même tâche est sélectionnée. Puisque la transformation
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charge 10 tâches 20 tâches 30 tâches

gain
ordonnancement

identique
gain

ordonnancement
identique

gain
ordonnancement

identique
0.05 807.06% 0.11% 751.18% 0.00% 726.76% 0.00%
0.10 351.53% 0.44% 305.64% 0.04% 275.53% 0.00%
0.15 209.14% 1.32% 173.22% 0.23% 153.29% 0.14%
0.20 142.76% 2.46% 115.85% 0.85% 97.63% 0.68%
0.25 102.97% 3.99% 83.05% 1.82% 67.56% 1.19%
0.30 77.70% 5.56% 62.30% 2.68% 50.60% 2.04%
0.35 59.39% 7.41% 47.78% 3.92% 38.54% 2.85%
0.40 45.71% 8.86% 37.81% 4.72% 30.46% 3.03%
0.45 35.71% 11.26% 29.75% 5.76% 24.80% 4.25%
0.50 27.65% 12.96% 23.72% 7.45% 20.80% 5.01%
0.55 21.16% 16.16% 18.90% 8.52% 16.31% 6.65%
0.60 15.81% 19.66% 14.96% 9.31% 12.76% 6.44%
0.65 11.45% 23.94% 10.82% 13.21% 9.72% 8.66%
0.70 7.75% 30.16% 7.65% 14.27% 7.22% 10.06%
0.75 4.41% 41.63% 4.75% 19.40% 4.58% 12.13%
0.80 2.03% 57.83% 2.16% 34.56% 1.89% 27.24%
0.85 0.88% 70.58% 0.82% 55.98% 0.46% 58.33%
0.90 0.29% 82.03% 0.12% 71.42% 0.00% 100.00%
0.95 0% 100.00% 0.00% 100.00% 0.00% 100.00%

Figure 4.3 � Résultats des comparaisons

utilisée ne peut qu'augmenter le facteur d'échelle critique du système de tâches initial τ et
que ce système est quelconque, nous pouvons conclure que l'a�ectation de priorité résultant de
l'algorithme de Vestal maximise le facteur d'échelle critique pour les algorithmes à priorité �xe.
Ceci prouve donc le théorème 29.

Ainsi, l'algorithme de Vestal, en maximisant le facteur d'échelle critique, a un grand intérêt
puisqu'il o�re une manière simple de dé�nir avec précision la vitesse minimum du processeur
de sorte que le système soit ordonnançable.

II.3.b. Résultats expérimentaux

Dans le but de comparer les algorithmes d'Audsley et de Vestal, nous avons comparé les facteurs
d'échelle critiques obtenus pour di�érentes con�gurations de tâches, et déterminé ainsi des
statistiques. Voici un résumé de nos conditions expérimentales :
� le nombre de tâches est choisi dans l'ensemble {10, 20} ;
� la charge est choisie dans l'ensemble {0.2, 0.4, 0.6, 0.8} ;
� nous avons e�ectué 100 000 essais par con�guration.
La colonne gain correspond au gain relatif, en pourcentage, du facteur d'échelle critique de l'or-
donnancement retourné par l'algorithme de Vestal par rapport à celui retourné par l'algorithme
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d'Audsley. Il correspond à la formule suivante :

pourcentage =
∆v −∆a

∆a

∗ 100 (4.31)

où ∆a correspond au facteur d'échelle critique de l'ordonnancement retourné par l'algorithme
d'Audsley et ∆v au facteur d'échelle critique de celui retourné par l'algorithme de Vestal. De
plus, comme nous avons montré que l'algorithme de Vestal maximisait le facteur d'échelle
critique, nous sommes assurés que le résultat est positif.
Nous pouvons voir �gure 4.4 que le gain est plus important lorsque le facteur d'utilisation
des systèmes de tâches est faible. Ce résultat est logique et facile à comprendre : pour des
systèmes de tâches à faible facteur d'utilisation, il existe un grand nombre de con�gurations
ordonnançables, et l'algorithme d'Audsley en prend une arbitrairement. Aussi, il n'y a que peu
de chance que la con�guration retenue soit optimale ou proche de l'optimale d'un point de vue
du facteur d'échelle critique.
Au contraire, pour des systèmes à haut facteur d'utilisation, il n'existe que peu de con�gurations
valides, et les chances de choisir une con�guration optimale ou proche de l'optimal sont donc
plus grandes.
Ces résultats sont con�rmés par le ratio des ordonnancements identiques retournés par les
algorithmes de Vestal et d'Audsley :
� pour les systèmes faiblement chargés, ce ratio est très faible (moins de 1% pour 10 tâches et
une charge de 0.2)

� pour les systèmes fortement chargés, ce ratio augmente fortement (plus de 50% pour 10 tâches
et une charge de 0.8)

Nous avons également étudié l'in�uence que pouvait avoir le nombre de niveaux de criticité
sur le gain (�gure 4.5). Nous pouvons noter que ce nombre n'a qu'une faible in�uence, et n'est
vraiment sensible que pour les systèmes de tâches faiblement chargés (charge inférieure à 20%),
où, dans ce cas, augmenter le nombre de niveaux de criticité diminue le gain que peut avoir
l'algorithme de Vestal sur celui d'Audsley.

III. Analyse de sensibilité

III.1. Introduction

La plupart des méthodes d'analyse d'ordonnançabilité sou�re d'un inconvénient majeur : à la
question �le système est-il ordonnançable ?�, elles ne répondent que par oui ou par non, sans
donner d'informations supplémentaires. Par exemple, il serait souhaitable de savoir, dans le
cas où un système de tâches n'est pas ordonnançable, si une petite modi�cation peut rendre le
système ordonnançable, ou si, au contraire, il faut revoir le système en entier.
L'objectif de l'analyse de sensibilité est d'obtenir des informations sur les conséquences de la
modi�cation des paramètres des tâches d'un système sur l'ordonnançabilité de ce même système.
Ceci a deux avantages majeurs :
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Figure 4.4 � Evolution du gain en fonction du nombre de tâches

� dans le cadre de la réalisation d'un nouveau système, les paramètres des tâches peuvent
sou�rir d'une certaine incertitude, et l'analyse de sensibilité permet donc d'évaluer la marge
de man÷uvre disponible ;

� dans le cadre d'un système déjà existant, l'analyse de sensibilité peut être utilisée pour
connaître la marge de man÷uvre disponible dans le cas d'ajout de fonctionnalités par exemple.

Dans les deux cas, l'analyse de sensibilité permet, en partant d'un système de tâches connu, de
déterminer la marge de man÷uvre disponible quant à la modi�cation des temps d'exécution
et / ou des périodes des tâches sans modi�er l'ordonnançabilité du système.
De nombreux travaux ont été réalisés à ce propos, principalement au niveau de l'analyse du pire
temps d'exécution, de manière à déterminer la valeur maximale que puisse prendre les temps
d'exécution tout en s'assurant que toutes les échéances soient respectées [LSD89, KRP+93,
KAS93, PDB97, Ves94]. Ces travaux ont ensuite été étendus a�n de prendre en compte des
systèmes temps-réel plus complexes, comme dans [RHE08], des analyses multidimensionnelles
[RHE06] ou des modi�cations des caractéristiques temporelles des tâches (temps d'exécution,
échéance, période) [BDNB08, BB09, BRC09] pour ne citer que quelques travaux parmi les plus
récents à ce sujet.

III.2. Méthode de Bini

L'analyse de sensibilité a beaucoup été étudiée dans le passé, et nous avons même déjà utilisé,
de manière indirecte, cette analyse au travers de la notion de facteur d'échelle critique [LSD89].
Nous nous intéressons aux travaux de Bini et al. [BDNB08], qui ont développé deux méthodes,
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Figure 4.5 � In�uence du nombre de niveaux de criticité
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Figure 4.6 � Exemple de représentation du C-espace pour un système composé de 2 tâches,
avec T1 = D1 = 9.5 et T2 = D2 = 22

dont une qui généralise la notion de facteur d'échelle critique. Les deux méthodes sont :
� Une analyse du C-espace, c'est-à-dire l'étude de l'in�uence de la modi�cation des temps
d'exécution des tâches sur l'ordonnançabilité d'un système ;

� une analyse du f-espace, c'est-à-dire l'étude de l'in�uence de la modi�cation des périodes des
tâches sur l'ordonnançabilité d'un système.

Ces méthodes permettent de représenter graphiquement ces espaces, ou domaine de validité.
La �gure 4.6 est un exemple de C-espace pour un système composé de deux tâches.
Dans la suite de cette thèse, nous nous intéresserons particulièrement à l'analyse de sensibilité
dans le C-espace développée par Bini et al., qui permet de choisir la direction dans laquelle
nous voulons réaliser l'analyse de sensibilité, c'est-à-dire de choisir quel sous-ensemble de tâches
nous souhaitons étudier.
Le point de départ de la méthode est la condition nécessaire et su�sante d'ordonnançabilité
pour un système de tâches à échéance contrainte :

max
1≤i≤n

min
t∈Si

i∑

j=1

Cj

⌈
t

Tj

⌉
≤ t (4.32)

ou, sous forme vectorielle :

max
1≤i≤n

min
t∈Si

Cini(t) ≤ t (4.33)

où Ci est un vecteur des i tâches de plus forte priorité Ci = (C1, C2, . . . , Ci), et ni(t) =(⌈
t
T1

⌉
,
⌈
t
T2

⌉
, . . . ,

⌈
t

Ti−1

⌉
, 1
)
.

En remplaçant Ci par Ci + λdi dans l'équation 4.33, nous obtenons (la preuve complète peut
être trouvée dans [BDNB08]) :

λ = min
i=1,...,n

max
t∈sched(Pi)

t− ni(t)Ci

ni(t)di
(4.34)
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où λ est le facteur d'échelle et sched(Pi) est un sous-ensemble de Si.
Le vecteur di correspond à la direction étudiée. Si nous voulons réaliser une analyse de sensibilité

sur τk seulement, alors di doit être égale à ((0, . . . , 0,

kèmeélément︷︸︸︷
1 , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i éléments

).

Si nous voulons réaliser une analyse de sensibilité sur le système entier, alors di doit être égale
à Ci. L'analyse correspondante conduit alors à dé�nir le facteur d'échelle critique du système.
L'analyse de sensibilité dans le C-espace est une généralisation de l'analyse de sensibilité intro-
duite par Lehoczky dans [Leh90] dans le sens où la détermination du facteur d'échelle critique
d'une seule tâche ou du système entier est un cas particulier de la méthode développée par Bini
et al..

III.3. Adaptation au modèle à criticité multiple

Nous avons adapter l'analyse de sensibilité de Bini et al., initialement développée pour des
systèmes de tâches classiques [BDNB08], aux systèmes de tâches à criticité multiple. Nous nous
sommes seulement focalisés sur l'analyse de sensibilité dans le C-espace puisque le modèle à
criticité multiple se distingue du modèle classique de tâches sporadiques en considérant un
ensemble de temps d'exécution pour chaque tâche.
Nous avons étendu l'analyse de sensibilité dans le C-espace en analysant les tâches d'un même
niveau de criticité. Au lieu d'avoir un seul λ dans la direction étudié d, nous dé�nissons un λ`
par niveau de criticité `.

λ`
def
= min

i = 1, . . . , n
Li = `

max
t∈sched(Pi)

t− ni(t)Ci(`)

ni(t)di
(4.35)

Lors de cette opération, nous devons porter une attention particulière sur les temps d'exécution
Ci modi�és. En e�et, les modi�cations peuvent rompre l'hypothèse de base des systèmes à
criticité multiple exprimée par l'équation 4.2. En pratique, un tel problème peut facile être
résolu en ajoutant l'équation 4.3 comme contrainte à la méthode de Bini et al.. Plus précisément,
il est nécessaire de normaliser les temps d'exécution de chaque tâche de sorte que l'hypothèse
de départ du modèle soit respectée (c'est-à-dire l'équation 4.2).
Pour cela, à chaque fois que l'équation 4.2 est violée, c'est-à-dire :

∃`, Ci(`) > Ci(`+ 1) (4.36)

Alors, nous assignons la valeur de Ci au niveau de criticité `+ 1 au Ci au niveau de criticité ` :

Ci(`)← Ci(`+ 1) (4.37)
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τi Ti Di Li Ci(1) Ci(2)
τ1 137 65 1 9 29
τ2 286 139 2 86 86
τ3 248 168 1 32 160

Table 4.5 � Exemple de système de tâches à criticité multiple

III.4. Exemple

Après cette étape de normalisation, l'analyse de sensibilité de Bini et al. peut facilement s'ap-
pliquer. Etudions l'exemple simple du système de tâches à criticité multiple dont les caracté-
ristiques sont données table 4.5.
Arrêtons-nous sur la tâche τ2 sur laquelle nous allons réaliser l'analyse de sensibilité. Bini et al.
ont montré dans [BDNB08] que lorsque l'analyse de sensibilité est réalisée sur une seule tâche,
l'équation 4.35 6 peut être réécrite en :

δCmax
k = min

i=k,...,n
max

t∈sched(Pi)

t− ni(t)Ci⌈
t
Tk

⌉ (4.38)

Pour appliquer l'analyse de sensibilité, nous devons déterminer l'ensemble des points d'ordon-
nancement. Dans [BB04b], Bini utilise une méthode récursive pour les déterminer :





sched(Pi)
def
= Pi−1(Di)

P0(t)
def
= {t}

Pi(t) def
= Pi−1

(⌊
t
Ti

⌋
Ti

)⋃Pi−1(t)

(4.39)

Appliquer l'équation 4.39 à τ2 et τ3 pour avoir leurs points d'ordonnancement nous donne les
ensembles suivants :

sched(P2) = {T1, D2} (4.40)

sched(P3) = {T1, D3} (4.41)

Ainsi, nous pouvons maintenant déterminer le facteur d'échelle critique pour les tâches τ2 et τ3

(la table 4.6 contient une trace des calculs) :

δC2 = max(22,−5) = 22 (4.42)

δC3 = max(10, 32) = 32 (4.43)

6. Nous n'utilisons pas les notations utilisées par Bini et. al ∆Cmaxk pour éviter la possible confusion avec
le facteur d'échelle critique. Nous utilisons la notation δCmaxk à la place.
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τ2 τ3

t δC2

137 22
139 -5

t δC3

137 10
168 32

Table 4.6 � Trace des δCi

τi Ti Di Li Ci(1) Ci(2)
τ1 137 65 1 9 29
τ2 286 139 2 118 108
τ3 248 168 1 32 160

Table 4.7 � Analyse de sensibilité avant l'étape de normalisation

Ayant ces δCi, nous pouvons maintenant déterminer le facteur d'échelle critique de chaque
niveau de criticité pour la tâche τ2 :

δCmax
2 (1) = min

i=1,...,n∧Li=1
(δCi)

= min({δC3}) (4.44)

δCmax
2 (2) = min

i=1,...,n∧Li=2
(δCi)

= min({δC2}) (4.45)

Si nous appliquons les modi�cations au système de tâches, nous obtenons le système dont
les caractéristiques sont données table 4.7. Nous pouvons donc constater que l'hypothèse de
départ du modèle de tâches à criticité multiple n'est pas respectée (équation 4.2) pour la tâche
τ2 puisque C2(1) > C2(2). Aussi, nous devons réaliser l'étape de normalisation telle qu'elle est
décrite dans la section précédente.
La normalisation nous conduit au système décrit table 4.8. La �gure 4.7 montre le C-espace
à criticité multiple pour la tâche τ2, c'est-à-dire l'ensemble des valeurs possibles pour C2(1) et
C2(2) pour que soit véri�ée l'équation 4.2.

τi Ti Di Li Ci(1) Ci(2)
τ1 137 65 1 9 29
τ2 286 139 2 108 108
τ3 248 168 1 32 160

Table 4.8 � Analyse de sensibilité après l'étape de normalisation
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Figure 4.7 � C-espace à criticité multiple pour la tâche τ2

IV. Gigue sur activation

IV.1. Gigue sur activation classique

Dans [ABR+93], Audsley et al. ont introduit la notion de gigue sur activation lors de l'assi-
gnation des priorités à des tâches. Le but de la gigue sur activation est de modéliser un délai
entre l'arrivée d'une tâche et son activation (par exemple, pour modéliser les délais introduits
par le noyau temps-réel ou le délai introduit par l'attente de communications entrantes). Les
gigues sur activation ont besoin d'être prises en compte dès lors que l'hypothèse selon laquelle
les tâches sont activées dès leur arrivée n'est plus véri�ée. Ainsi, prendre en compte la gigue
sur activation permet d'avoir des tâches qui sont retardées après leur arrivée dans le système.
La gigue sur activation de la tâche τi est notée Ji.
Nous allons voir qu'introduire la notion de gigue sur activation dans des systèmes de tâches
à criticité multiple est aussi simple qu'ajouter les gigues sur activation dans le modèle dé�ni
par Liu et Layland dans [LL73]. La prise en compte de la gigue sur activation lors de la
détermination du pire temps de réponse se fait de la manière suivante :

Tri =
i∑

j=1

⌈
Tri + Jj

Tj

⌉
Cj(Li) (4.46)

IV.2. Gigue à criticité multiple

Dans cette section, nous ne faisons aucune hypothèse quant aux liens éventuels qui pourraient
exister entre les gigues sur activation et les tâches à criticité multiple. Plus précisément, les
gigues sur activation peuvent modéliser les délais dûs au noyau temps-réel qui peuvent être
évalués en utilisant des méthodes di�érentes pour estimer le temps d'exécution correspondant.
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Aussi, nous pouvons considérer que la gigue sur activation n'est plus une constante, mais dépend
du niveau de criticité des tâches. Par exemple, pour des tâches faiblement critiques, la gigue
sur activation peut être négligée tandis que pour des tâches hautement critiques, il faudra tenir
compte d'une gigue non nulle, soumise aux mêmes contraintes que les temps d'exécution des
tâches, c'est-à-dire :

Ji(`) ≤ Ji(`+ 1), ∀` (4.47)

Dans ce cas, prendre en compte cette gigue à criticité multiple est aussi simple que la prise en
compte d'une gigue sur activation classique. La seule di�érence est que le niveau de criticité de
la tâche doit être pris en compte. En conséquence, l'équation 4.46 devient :

Tri =
i∑

j=1

⌈
Tri + Jj(Li)

Tj

⌉
Cj(Li) (4.48)

où Jj(`) représente la gigue sur activation de τj au niveau de criticité `.

V. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le modèle de tâches à criticité multiple introduit dans
[Ves07] et [BV08]. Un tel modèle de tâches représente une avancée potentiellement signi�cative
dans la modélisation des systèmes temps réel. Nous avons tout d'abord prouvé formellement
que l'algorithme d'Audsley est optimal dans la catégorie des algorithmes à priorité �xe pour
ordonnancer des systèmes de tâches indépendantes à échéance contrainte, et qu'en conséquence,
la règle de sélection introduite par Vestal n'est pas utile d'un point de vue de l'optimalité.
De plus, nous avons réalisé deux types d'analyse de sensibilité : nous avons tout d'abord montré
que l'algorithme de Vestal peut être étendu pour déterminer la vitesse processeur minimum
pour qu'un système de tâches soit ordonnançable. C'est dans ce but qu'est utilisée la notion
de facteur d'échelle critique introduite par Lehoczky, en tant que critère de sélection. Nos
expérimentations ont montré que le gain de l'algorithme de Vestal par rapport à l'algorithme
d'Audsley est surtout sensible pour des systèmes de tâches à faible facteur d'utilisation.
Nous avons complété cette analyse de sensibilité par l'adaptation des travaux de Bini dans
[BDNB08] concernant l'analyse de sensibilité dans le C-espace.
En�n, nous avons introduit les gigues sur activation dans le modèle de tâches à criticité mul-
tiple, en montrant notamment que les précédents travaux d'Audsley [ABR+93] peuvent être
facilement adaptés à ce modèle. Pour cela, nous avons introduit la notion de gigue à criticité
multiple, c'est-à-dire introduit des délais qui seront évalués en fonction du niveau de criticité
considéré.

Publications. Nos travaux ont fait l'objet de deux publications à des conférences avec comité
de sélection :
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� l'une de nos publications a été acceptée à la conférence internationale RTNS'09 [DRRG09]
qui s'est déroulée à Paris en octobre 2009. Cette publication a été récompensée par le titre
de meilleur article d'étudiant.

� notre autre publication a été acceptée à la conférence internationale PMS'10 7 [DGRR10],
qui s'est déroulée à Tours en avril 2010.
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Résumé

Les algorithmes utilisant une stratégie semi-partionnée pour ordonnancer un système
de tâches sur une architecture multiprocesseur repose sur le même principe que ceux
utilisant une stratégie par partitionnement : ils a�ectent chaque tâche à un processeur
donné. La di�érence réside dans le fait que certaines tâches, celles qui ne peuvent pas être
ordonnancées sur un processeur, peuvent migrer d'un processeur à l'autre. Ce chapitre
présente notre contribution au travers la présentation de 2 algorithmes.
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I. INTRODUCTION

I. Introduction

Même si l'algorithme EDF n'est plus optimal pour les architectures multiprocesseurs, de nom-
breux algorithmes alternatifs basés sur EDF ont été développés à cause de son optimalité pour
les architectures monoprocesseurs. L'objectif premier des concepteurs de systèmes temps-réel
est de pouvoir traiter des systèmes à la charge grandissante tout en s'assurant du respect des
échéances. Malheureusement, la plupart des algorithmes développés dans la littérature sou�rent
d'un écart entre l'ordonnançabilité théorique et le surcoût induit par l'algorithme lors de l'exécu-
tion du système : ordonnancer des systèmes fortement chargés conduit à des calculs complexes.

Depuis plusieurs années, l'ordonnancement de systèmes temps-réel sur des architectures multi-
processeurs a reçu une attention considérable [BB06, GBF02]. Pour de tels systèmes, la plupart
des résultats obtenus sont soit des algorithmes utilisant une stratégie globale (cf. chapitre 1
section IV.5), soit des algorithmes utilisant une stratégie par partitionnement (cf. chapitre 1
section IV.4). Malheureusement, les algorithmes utilisant une stratégie globale induisent souvent
un surcoût processeur non négligeable (surcoût dû au noyau, principalement pour la gestion de
la préemption et de la migration des tâches), tandis que les algorithmes utilisant une stratégie
par partitionnement nécessiteraient parfois de partitionner une tâche (c'est-à-dire permettre
son exécution sur plusieurs processeurs) a�n de pouvoir ordonnancer un système de tâches.

C'est pourquoi de récents travaux ont mis à jour une nouvelle catégorie d'algorithmes [AB08,
AT06, KY07, KY08a, KY09] : les algorithmes utilisant une stratégie semi-partitionnée, avec
pour objectifs de :

� diminuer les surcoûts à l'exécution, notamment ceux dûs aux migrations des tâches ;
� améliorer l'ordonnançabilité et le facteur d'utilisation du système.

Le principe des algorithmes utilisant une stratégie semi-partitionnée est d'assigner la plupart des
tâches à un processeur donné (de la même manière qu'avec une stratégie par partitionnement),
ce qui permet de réduire le surcoût à l'exécution, tandis que quelques tâches vont être autorisées
à migrer d'un processeur à un autre dans le but d'augmenter l'ordonnançabilité du système.

Des résultats pertinents en terme d'ordonnançabilité et de facteur d'utilisation ont été obtenus
en utilisant cette technique. Toutefois, la plupart de ces techniques était basée sur une stratégie
utilisant le partitionnement des instances [AB08, ABB08, KY07, KY08b, KY09], c'est-à-dire que
les instances d'une tâche peuvent être découpées pour être réparties sur di�érents processeurs
(en d'autres termes, les instances d'une tâches peuvent migrer d'un processeur à un autre en
cours d'exécution). Un exemple de ce type d'algorithme est donné section I.3.

Nous avons utilisé une approche di�érente : nous avons développé un algorithme autorisant la
migration des tâches, mais interdisant la migration des instances. Une instance qui commence
son exécution sur un processeur ne pourra donc s'exécuter que sur ce processeur. Par contre,
deux instances successives pourront s'exécuter sur deux processeurs di�érents.

109



CHAPITRE 5. ORDONNANCEMENT SEMI-PARTITIONNÉ AVEC MIGRATIONS
RESTREINTES

I.1. Principe des algorithmes semi-partitionnés

Les algorithmes que nous allons présenter reposent sur le même principe : les tâches sont d'abord
réparties sur les di�érents processeurs en utilisant l'algorithme First Fit Decreasing (ou FFD)
[Bak05a] qui sera décrit dans la section suivante ; si une tâche ne peut être a�ectée à un seul
processeur, alors au lieu de déclarer le système comme étant non ordonnançable par FFD, nous
allons tenter de répartir la tâche sur plusieurs processeurs. Ainsi donc, le système sera composé
de 2 types de tâches :
� des tâches non migrantes, qui seront assignées à un processeur particulier et qui s'exécuteront
sans migrations, c'est-à-dire, toujours sur le même processeur ;

� des tâches migrantes, qui ne seront non plus assignées à un processeur particulier mais à un
ensemble de processeurs. Le schéma de migration dépendra alors de l'algorithme utilisé.

Dans les sections suivantes, nous allons tout d'abord décrire l'algorithme FFD (section I.2),
qui est une brique essentielle des algorithmes que nous allons étudier par la suite, l'algorithme
développé par Shinpei Kato (section I.3), a�n de pouvoir comparer nos travaux à des travaux
existants, puis le modèle que nous allons utiliser dans le cadre de notre algorithme (section I.4).

I.2. First Fit Decreasing

L'algorithme First Fit Decreasing [Bak05a] repose sur le principe suivant :
� les tâches sont triées par facteur d'utilisation décroissant ;
� chaque tâche τi est placée sur le premier processeur Pj pouvant l'accueillir. Pour le véri�er,
nous véri�ons l'ordonnançabilité du processeur Pj en utilisant l'algorithme EDF (le choix
d'EDF est parfaitement justi�é puisque, dans ce cas, pour véri�er l'ordonnançabilité des
tâches présentes sur Pj, nous ne considérons que Pj, c'est-à-dire que nous nous sommes
ramenés à l'étude d'un système monoprocesseur, système pour lequel l'algorithme EDF est
optimal).

Si toutes les tâches peuvent être a�ectées à un processeur, alors le système est ordonnançable.
Dans le cas contraire, il sera non ordonnançable par FFD / EDF.

I.3. Algorithme de Shinpei Kato

Le principe de l'algorithme de Shinpei Kato est, lorsqu'une tâche ne peut être placée entièrement
sur un processeur en utilisant FFD, de découper l'exécution de la tâche, de sorte que chaque
instance de cette tâche commence son exécution sur un processeur et qu'elle la termine sur un
autre processeur, en s'exécutant éventuellement sur des processeurs intermédiaires si nécessaire,
et ceci en suivant toujours le même schéma de migration (cf. �gure 5.1).
La méthode de découpe choisie par Shinpei Kato est une méthode basée sur le remplissage
processeur : la taille du morceau qui s'exécutera sur un processeur sera aussi grande que possible,
et sera donc limitée :
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Figure 5.1 � Algorithme de Shinpei Kato
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Figure 5.2 � Dé�nition des fenêtres d'exécution

� soit par la capacité du processeur. Dans ce cas, il faudra au moins un processeur supplémen-
taire pour exécuter la tâche ;

� soit par le facteur d'utilisation restant à exécuter. Dans ce cas, le processeur sera celui sur
lequel la tâche terminera son exécution.

Les détails de l'algorithme de Shinpei Kato sont donnés algorithmes 2 et 3.

A cause de cette stratégie de découpage des instances des tâches, il est nécessaire d'avoir un
mécanisme qui assure qu'une instance ne peut pas être exécutée en parallèle sur deux processeurs
ou plus. Un tel mécanisme a été mis en place par l'introduction de fenêtres d'exécution (cf.
�gure 5.2) : chaque partition ne peut s'exécuter que dans sa fenêtre d'exécution. Aussi, les
exécutions en parallèle sont évitées en s'assurant que les fenêtres d'exécution ne se chevauchent
jamais.

111



CHAPITRE 5. ORDONNANCEMENT SEMI-PARTITIONNÉ AVEC MIGRATIONS
RESTREINTES

Algorithme 2 : Algorithme de partitionnement de Shinpei Kato
Input : m, τk
Output :
Function ShinpeiKato (Inm, In τk) begin

s← 2 ;
while s ≤ m do

D
′

k = Dk
s ;

for x = 1 Tom do

c
′

k,x = CalcExecTime(τk, Px) ;

Soit c
′

k,z le sème plus grand élément de {c′k,x|1 ≤ x ≤ m};
Sk = {Px|c

′

k,x ≥ c
′

k,z};
if
∑
Px∈Sk c

′

k,x < ck then
s← s+ 1 ;

else

c
′

k,z = c
′

k,z −
(∑

Px∈Sk c
′

k,x − ck
)
;

foreach Px ∈ Sk do
Rx = Rx ∪ {Tk};

return Success ;

return Fail ;
end

I.4. Modélisation du système

Dans la suite de ce chapitre, nous considérerons un système de n tâches τ = {τ1, . . . , τn} que
nous voulons ordonnancer sur m processeurs identiques. Le kème processeur est représenté par
Pk. Les tâches sont représentées en utilisant le modèle de Liu et Layland [LL73] décrit dans
le chapitre 1 section II.2.c, c'est-à-dire par un triplet τi = (Ci, Di, Ti), où Ci représente le pire
temps d'exécution de τi, Di son échéance et Ti sa période.
Comme nous l'avons dit dans l'introduction, notre algorithme autorise la migration des tâches
mais pas la migration des instances. Les instances des tâches seront réparties sur les processeurs
en suivant une stratégie de migration périodique. Par exemple, si pour la tâche τi nous avons
dé�ni la stratégie de migration (P1, P2, P1), alors la première instance de τi s'exécutera sur le
processeur P1, la seconde sur le processeur P2, la troisième sur le processeur P1, et pour la
quatrième instance, nous reprenons le schéma de migration depuis le début, c'est-à-dire que la
quatrième instance sera placée sur le processeur P1, la cinquième instance sur le processeur P2,
et ainsi de suite.
A�n de modéliser cette répartition des instances sur plusieurs processeurs, nous avons utilisé le
principe suivant :
� chaque tâche dont les instances vont être réparties sur plusieurs processeurs est dupliquée
sur ces processeurs ;

� les tâches dupliquées sont modélisées par des tâches multiframes [BCGM99].
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Algorithme 3 : CalcExecTime
Input : τk, Px
Output : Nombre d'unités de temps de τk exécutables sur Px
Function CalcExecTime (In τk, InPx) begin

c
′

k,x = (1−∑τi∈Rx ui)Tk ;
L∗ = H ;
foreach Ti ∈ Rx ∪ {τk} do

α =
⌈
D
′
k−Di
Ti

⌉
;

while L = αTi +D
′

k < L∗ do

c = L−dbf(Rx,L)—
L−D′

k
Tk

�
+1

;

if c < c
′

k,x then

c
′

k,x = c ;

u
′

k,x = c
′
k,x

Tk
;

L∗ = max
{P

τi∈Rx
(Ti−Di)ui+(Tk−D

′
k)u
′
k,x

1−
P
τi∈Rx

ui−u
′
k,x

,max(Di|τi ∈ Rx)
}

;

α← α+ 1 ;

return c
′

k,x ;

end

Une tâche multiframe est une tâche qui possède plusieurs temps d'exécution. Ainsi, pour une
tâche multiframe τi = ((Ci, 0, Ci), Di, Ti), (Ci, 0, Ci) dé�nit le schéma de répartition des ins-
tances de τi sur le processeur Pj et signi�e que τi aura une première instance qui demandera
Ci unités de temps pour s'exécuter, la seconde instance n'en demandera pas, et la troisième
demandera également Ci unité de temps. Et ce schéma se répète à partir de la quatrième
instance.
Lorsque qu'une tâche τi sera répartie entre plusieurs processeurs, nous désignerons par τ ji la
tâche multiframe issue de τi et s'exécutant sur le processeur Pj.
Ainsi, par exemple, nous pouvons voir �gure 5.3 que la tâche τi est dupliquée en deux tâches
multiframes τ 1

i = (Ci, 0, Ci) et τ 2
i = (0, Ci, 0).

Ayant maintenant le modèle que nous allons utiliser, dans les sections suivantes, décrire les
algorithmes de répartition des instances et de validation utilisés.

II. Algorithmes de répartition des instances

II.1. Stratégie d'assignation des instances périodiques

Puisque chaque tâche consiste en un nombre in�ni d'instances, il existe potentiellement un
nombre in�ni de répartitions de ces instances parmi les di�érents processeurs. Etant donné que
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Figure 5.3 � Stratégie de répartition

chaque tâche migrante est modélisée par une tâche multiframe sur chaque processeur devant
exécuter au moins une instance de la tâche, nous supposons que le nombre de frames obtenues
pour chaque tâche migrante est borné par un entier K. Nous supposons, dans le cadre de nos
travaux, que K est un paramètre �xé.
Nous désignons par A[1 . . . n, 1 . . .m] un tableau d'entier permettant de connaître la répartition
des instances sur les di�érents processeurs. Le premier index se réfère à une tâche tandis que le

second à un processeur. La valeur A[i, j]
def
= x indique que x instances de la tâche τi s'exécuteront

sur le processeur Pj.
Dans les sections suivantes, nous proposons deux algorithmes réalisant l'initialisation de ce
tableau et garantissant, pour chaque tâche τi, que :

m∑

j=1

A[i, j] = K (5.1)

Ces algorithmes sont :

1. L'algorithme de répartition uniforme, qui peut être utilisé lorsque les A[i, j] sont connus
a priori (ce qui nécessite d'avoir des conditions su�santes d'ordonnançabilité) ;

2. L'algorithme de répartition alternatif, qui peut déterminer les valeurs des coe�cients
A[i, j] d'une manière gloutonne.

Il est également intéressant de noter que si K = 1, alors les migrations des tâches sont interdites
et notre méthode se comportera alors comme l'algorithme FFD.
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Figure 5.4 � Séquence d'assignation des instances

II.2. Stratégie de répartition uniforme

Une répartition uniforme de chaque tâche migrante τi parmi le sous-ensemble de processeurs
Pj qui exécuteront au moins une instance de la tâche τi semble être une bonne idée à première
vue (mais nous n'avons pas de résultats théoriques le prouvant). Pour cette raison, nous avons
introduit le principe de cette stratégie, a�n de la tester expérimentalement.
La stratégie de répartition des instances est réalisée selon le principe suivant :
� pour chaque processeur Pk sur lesquels au moins une instance de la tâche τi sera exécutée nous
déterminons une séquence d'assignation régulière, basée sur la fonction en escalier dé�nie par
l'équation 5.2 dont une représentation est donnée �gure 5.4.

fi,j(`)
def
=

⌈
`+ 1

K
· A[i, j]

⌉
(5.2)

A chaque saut au niveau de la fonction fi,j correspond une assignation d'une instance de la
tâche τi sur le processeur Pj.

� si, pour un ` donné, plusieurs instances sont assignées à di�érents processeurs, alors l'ordre
d'assignation des instances aux processeurs se fera par index de processeur croissant : pour 2
instances devant être placées sur les processeurs Pj et Pk, si j < k alors la première instance
de τi est placée sur Pj et la seconde sur Pk.

D'une manière plus formelle, nous pouvons dé�nir la séquence ainsi :

σ
def
= (σ0, σ1, . . . , σ`, . . . , σK−1) (5.3)

σ`
def
= (σ1

` , σ
2
` , . . . , σ

m
` ) (5.4)

σj`
def
=

{
Pj si

⌈
`+1
K
· A[i, j]

⌉
−
⌈
`
K
· A[i, j]

⌉
= 1

∅ sinon (5.5)
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Algorithme 4 : Algorithme de semi-partitionnement
Input : m, τ = {τ1, . . . , τn}, K.
Output : True et A si τ est ordonnançable, False sinon.
Function SemiPart (Inm, InK, In τ,OutA)
begin

for (i=1 . . . n) do
Sched← False;
/* Nous essayons d'ordonnancer la tâche en utilisant FFD */
for (j=1 . . .m) do

if τi ordonnançable sur πj then
τi est placée sur πj ;
Sched← True;

if (Sched == False) then
/*La tâche τi est une tâche migrante. Nous utilisons
une stratégie de répartition des instances sur les processeurs.*/
if Algo2(τi,K,A) == False then

/*τi n'est pas ordonnançable */
return False;

return True;
end

Exemple. A�n d'illustrer notre propos, nous allons considérer une plateforme constituée de
3 processeurs identiques, P1, P2, et P3. Nous supposons également que le paramètre K est
initialisé à 11. Pour une tâche migrante τi, nous supposerons que :
� A[i, 1] = 4
� A[i, 2] = 2
� A[i, 3] = 5

c'est-à-dire que 4 instances de τi sont assignées au processeur P1, 2 au processeur P2 et 5 au
processeur P3. Les séquences d'assignation permettant de déterminer le schéma de migration
des tâches sont calculées en utilisant l'équation 5.5 et sont résumées table 5.1.
Par exemple, σ5 = (σ1

5, σ
2
5, σ

3
5) = (P1, P2, ∅). Ceci implique donc qu'une instance sera assignée

au processeur P1, puis une autre au processeur P2, et aucune sur le processeur P3. Il est à noter
que les séquences σjk = ∅ peuvent être ignorées lors de la détermination du schéma de migration.
Dans notre exemple, le schéma de migration complet des instances de τi est donc :

σ = (σ0, σ1, . . . , σK−1)

= (P1, P2, P3, P1, P3, P3, P1, P2, P3, P1, P3)

En utilisant cette stratégie, et même si elle réduit considérablement le nombre de migrations
comparé à un algorithme autorisant la migration des instances, il est nécessaire de connaître a
priori le nombre d'instances assignées à chaque processeur. En e�et, pour connaître le nombre
A[i, j] d'instances de la tâche τi qui peuvent être assignées au processeur Pj, nous avons besoin
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i σ1
i σ2

i σ3
i

σ0 1 1 1
σ1 0 0 0
σ2 1 0 1
σ3 0 0 0
σ4 0 0 1
σ5 1 1 0
σ6 0 0 1
σ7 0 0 0
σ8 1 0 1
σ9 0 0 0
σ10 0 0 0

total 4 2 5

Table 5.1 � Séquence d'assignation uniforme

d'un test d'ordonnançabilité. Cependant, un tel test nécessite de connaître le schéma de ré-
partition qui nécessite lui-même de connaître la séquence d'assignation des tâches multiframes
sur chaque processeur a priori. Ce qui est impossible, puisque nous avons besoin pour cela du
nombre d'instances à a�ecter à chaque processeur. Aussi, nous n'avons d'autre choix ici que de
considérer un scénario qui ne prend en considération que le nombre d'instances s'exécutant sur
un processeur, c'est-à-dire de considérer un scénario pire cas, qui, bien entendu, introduit du
pessimisme.
Dans le but d'illustrer cette impossibilité de connaître le schéma de répartition d'une tâche
multiframe sans avoir les séquences d'assignation des tâches multiframes sur les di�érents pro-
cesseur, nous allons considérer l'exemple suivant.

Exemple. Considérons la même tâche τi que dans l'exemple précédant, mais en supposant
maintenant que :
� A[i, 1] = 4
� A[i, 2] = 1
� A[i, 3] = 6

En suivant exactement la même approche que précédemment, nous obtenons le schéma de
migration σ = (P1, P2, P3, P3, P1, P3, P1, P3, P3, P1, P3).
D'un point de vue de l'analyse d'ordonnançabilité, cela signi�e que, pour le processeur P1, la
tâche multiframe qui sera considérée est τ 1

i = ((Ci, 0, 0, 0, Ci, 0, Ci, 0, 0, Ci, 0), Di, Ti), tandis que
dans l'exemple précédent, nous avions τ 1

i = ((Ci, 0, 0, Ci, 0, 0, Ci, 0, 0, Ci, 0), Di, Ti). Ceci signi�e
donc que le schéma de répartition de τ 1

i s'appuie sur la valeur de A[i, 1], mais également sur les
valeurs de A[i, 2] et A[i, 3]. Ceci nous mène donc à la conclusion que les schémas de répartition
ne peuvent pas être déterminés sans connaître tous les A[i, j] a priori.
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Ceci n'est pas sans conséquence. En e�et, pour déterminer le nombre d'instances qui peuvent
être placées sur un processeur, nous avons besoin de connaître le schéma de migration, qui ne
sera connu qu'une fois que nous aurons placé les instances de la tâche τi sur les processeurs.
Pour surmonter ce problème, deux solutions ont été envisagées et ont été traitées :
� utiliser un test d'ordonnançabilité basé sur un scénario pire cas, ne prenant en compte que
le nombre d'instances s'exécutant sur un processeur et non le schéma de migration (cf. sec-
tion III.1) ;

� utiliser un autre algorithme de répartition n'ayant pas besoin de cette connaissance a priori.
Il s'agit de la stratégie de répartition alternative (cf. section II.3).

II.3. Stratégie de répartition alternative

Cette stratégie de répartition a été mise au point dans le but d'éviter l'inconvénient majeur
mis en avant avec le précédent algorithme. Pour cela, nous considérons chaque processeur
individuellement et nous utilisons une stratégie de lecture verticale des paramètres de la table 5.1
au lieu d'une lecture horizontale (voir algorithme 5).
Le principe de l'algorithme est le suivant : nous allons essayer de placer les instances de τi
sur les di�érents processeurs. Pour cela, nous énumérons les processeurs un à un, et, à chaque
fois, nous allons essayer d'y placer le maximum d'instances. Aussi, lorsqu'un processeur Pj est
énuméré, nous initialisons A[i, j] avec le nombre d'instances Jj restant à placer. Ensuite, nous
déterminons une tâche multiframe intermédiaire τ

′j
i , qui contiendra Jj frames, en utilisant la

séquence d'assignation obtenue de la même manière que pour l'algorithme précédent, c'est-à-dire
à l'aide de l'équation 5.2. Une fois la tâche τ

′j
i obtenue, nous déterminons la tâche multiframe

τ ji , contenant K frames à partir de τ
′j
i .

L'intérêt d'utiliser une tâche intermédiaire τ
′j
i est de pouvoir générer un schéma de répartition

sans se soucier de la prise en compte d'éventuels con�its avec des tâches multiframes qui auraient
été placées sur des processeurs précédents (par con�it, nous entendons éviter que deux instances
d'une même tâche ne puissent s'exécuter en parallèle sur deux processeurs distincts). Cette prise
en compte des con�its se fera au moment de la création de la tâche τ ji à partir de τ

′j
i .

Ensuite, si cette tâche multiframe τ ji est ordonnançable sur Pj alors nous assignons cette tâche
au processeur et passons au processeur suivant. Si la tâche multiframe τ ji n'est pas ordonnan-
çable, alors nous recommençons le processus sur le même processeur mais en décrémentant
A[i, j]. Pour tester l'ordonnançabilité de τ ji , nous utilisons l'analyse d'ordonnançabilité déve-
loppée section III.2.

Exemple. Reprenons l'exemple précédent a�n d'illustrer le principe de l'algorithme. Au début
de celui-ci, A[i, 1] est initialisé avec le nombre d'instances de τi restant à placer, c'est-à-dire K.
Supposons que nous avons testé les valeurs successives de 11 à 5 pour A[i, 1] et, qu'à chaque
fois, nous avons obtenu une tâche multiframe non ordonnançable. Nous allons donc maintenant
tester A[i, 1] = 4 et véri�er si la tâche multiframe ainsi obtenue est ordonnançable ou non sur
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le processeur P1. Puisque A[i, 1] = 4, la tâche multiframe intermédiaire qui sera considérée
sera τ

′1
i = ((Ci, 0, Ci, 0, 0, Ci, 0, 0, Ci, 0, 0), Di, Ti) (cf. colonne 1 de la table 5.1). Puisque sur le

premier processeur P1, le nombre de frames K et le nombre d'instances restant à placer J1 sont
égaux, alors τ 1

i = τ
′1
i . Supposons maintenant que la tâche τ 1

i est ordonnançable sur P1. Nous
continuons donc le processus sur le deuxième processeur P2.

Pour déterminer la tâche multiframe τ 2
i qui sera exécutée sur le processeur P2, nous déterminons

tout d'abord le nombre de frames restant à placer. Ici, J2 = K − A[i, 1] = 7. Puis, nous
considérons la tâche multiframe τ

′2
i avec J2 frames, et initialisons A[i, 2] à J2. Nous allons

considérer que nous avons testé les valeurs de 7 à 3 pour A[i, 2] sans succès, et que nous
allons donc tester A[i, 2] = 2. Nous déterminons le schéma de répartition des instances de τ

′2
i

en utilisant la séquence d'assignation que nous obtenons par l'équation 5.5 (en prenant bien
K = J2 = 7 dans l'équation). Après cette opération, nous déterminons la tâche multiframe τ 2

i

en utilisant τ 1
i et τ

′2
i en suivant les règles suivantes :

� Si la jème frame de τ 1
i est non nulle, alors la jème de τ 2

i est égale à 0 ;
� Si la jème frame de τ 1

i est nulle et correspond à la qème frame de τ 1
i qui est nulle, alors la jème

frame de τ 2
i est égale à la qème frame de τ

′2
i .

L'idée consiste en fait à utiliser les frames de τ
′2
i pour occuper les frames laissées libres par

la tâche τ 1
i . Nous désignons par �les frames libres� les frames pour lesquelles aucune instance

de τi n'est encore assignée (cf. �gure 5.5). Ayant maintenant τ 2
i , nous pouvons véri�er son

ordonnançabilité sur le processeur P2.

Ces règles peuvent se généraliser facilement. Supposons que notre but soit de déterminer la
tâche multiframe τ ki issue de τi et qui s'exécutera sur le processeur Pk. Nous devons dans un

premier temps déterminer le nombre d'instances restant à placer J
def
= K−∑k−1

q=1 A[i, q]. Ensuite,
nous déterminons τ

′k
i grâce à l'équation 5.5. En�n, nous calculons τ ki en utilisant l'algorithme 6.

Il ne reste alors qu'à tester l'ordonnançabilité de τ ki sur Pk.

II.4. Algorithme d'ordonnancement

Tout comme pour les algorithmes d'ordonnancement utilisant une stratégie par partitionne-
ment, les ordonnanceurs ont la même politique d'ordonnancement sur chaque processeur, qui
est EDF dans notre cas. Le principe de l'algorithme est alors le suivant :

� les tâches sont triées par facteur d'utilisation décroissant ;
� pour chaque tâche considérée individuellement :
� nous essayons de trouver un processeur sur lequel la tâche peut être placée en utilisant
FFD.

� si un tel processeur n'a pas été trouvé, alors nous utilisons une des stratégies dé�nies
dans les sections précédentes, c'est-à-dire soit la stratégie de répartition uniforme (cf. sec-
tion II.2), soit la stratégie de répartition alternative (cf. section II.3).
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Algorithme 5 : Stratégie d'assignation des instances pour la tâche migrante τi
Input : K, tâche τi
Output : True et A si τi est ordonnançable, False sinon
Function Algo2 (In τi, InK,OutA)
begin

RemJobs← K ; /* Instances restantes */
for (k = 1 · · ·m) do

for (j = RemJobs · · · 1) do
Détermination de τ

′k
i en utilisant l'équation 5.5 ;

τki = ComputeT(τ
′k
i ,K, (τ

1
i , . . . , τ

(k−1)
i ));

if (τki est ordonnançable sur πk) then
A[i, k]← j;
RemJobs← RemJobs−j ;
Exit;

if RemJobs = 0 then return True ;

return False
end

Algorithme 6 : Détermination de τ ki
Input : K, k, τ = (τ1

i , . . . , τ
(k−1)
i ), τ

′k
i

Output : Tâche multiframe τki
Function Compute (In τ

′k
i , InK, In τ)

begin
q ← 1 ;
for (j = 1 . . .K) do

Free← True;
`← 1;
while (` < k and Free) do

if τ `i (j) = 0 then `← `+ 1;
else Free← False;

if Free then
τki (j)← τ

′k
i (q);

q ← q + 1;
else τki (j) = 0;

return τki ;
end
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III. Analyse d'ordonnançabilité

Nos algorithmes utilisent une analyse d'ordonnançabilité pour s'assurer de la validité des sys-
tèmes en cours d'ordonnancement. Etant donné que nous modélisons nos tâches migrantes par
des tâches multiframes sur chaque processeur sur lesquels s'exécute au moins une instance de
ces tâches, chaque processeur peut être tester individuellement, ce qui nous permet d'utiliser
des techniques d'analyse d'ordonnançabilité monoprocesseur.
Puisque sur chaque processeur, les tâches sont ordonnancées en utilisant EDF, nous utilisons un
test utilisant la Demand Bound Function ou dbf (cf. chapitre 2 section IV.2). Malheureusement,
nous ne pouvons utiliser directement l'approche précédemment décrite, à cause de la présence
de tâches multiframes.
Aussi, nous avons développés deux scénarios pour arriver à nos �ns :
� un scénario compact, qui ne nécessite que la connaissance du nombre d'instances s'exécu-
tant sur un processeur. Nous n'avons donc pas besoin de connaître avec précision la tâche
multiframe (c'est-à-dire son schéma de répartition), nous n'avons besoin que de connaître le
nombre de frames non nulles ;

� un scénario avec schéma de répartition, qui nécessite de connaître exactement le schéma de
répartition, c'est-à-dire la tâche multiframe.

A�n de valider ces deux scénarios, nous avons développé des analyses d'ordonnançabilité basées
sur une extension de la dbf adaptée aux tâches multiframes [BCGM99, BB06].

III.1. Scénario compact

Chaque tâche migrante τi est modélisée en utilisant un ensemble de tâches multiframes τ ji
s'exécutant sur le processeur Pj. Ce scénario considère le cas où chaque tâche multiframe
associée à τi, à ses temps d'exécution non nuls au début de son schéma de répartition, et
le reste étant à 0. τ ji est donc modélisée par τ ji = ((Ci, Ci, . . . , Ci, 0, . . . , 0), Di, T i), où Ci est le
temps d'exécution de τi.
De plus, ce scénario possède une propriété résumée par le théorème suivant :

Théorème 30. Soit τi une tâche multiframe. Le scénario pire cas est le scénario pour lequel
les frames de τi sont compactées.

La démonstration de ce théorème sera faite section III.3.
A�n de dé�nir la dbf au temps t, nous avons besoin de déterminer la contribution de chaque
tâche dans l'intervalle [0, t[. CommeK désigne le nombre de frames des tâches multiframes τ ji as-
sociées à τi, notons `ki le nombre de temps d'exécution non nuls de la tâche multiframe τ ji . En uti-
lisant le scénario compact, la tâche τ ji est donc modélisée par τ ji = ((Ci, . . . , Ci︸ ︷︷ ︸

`ji éléments

, 0, . . . , 0), Di, Ti).

La di�culté consiste à ne prendre en compte que `ki instances de la tâche τ ki au plus, puisque
au plus `ki instances peuvent contribuer à la dbf dans l'intervalle [0, K · Ti].
La contribution à la dbf au temps t peut être déterminée comme suit (cf. �gure 5.6) :
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Figure 5.6 � Illustration de la tâche multiframe τ 1
i = ((Ci, 0, Ci), Ti, Ti).

� Tout d'abord, nous considérons le nombre s d'intervalles de longueur K · Ti au temps t :

s
def
=

⌊
t

K · Ti

⌋
(5.6)

La contribution dans ces intervalles de la tâche τ ki à la dbf vaut :

s · `ki · Ci (5.7)

� Ensuite, considérons l'intervalle [s·K ·Ti, t[, où plusieurs instances peuvent avoir leur échéance
avant la date t. En supposant que toutes les instances sont assignées au processeur considéré,
le nombre d'instances a est donné par :

a
def
= max

(
0,

⌊
(t mod K · Ti)−Di

Ti

⌋
+ 1

)
(5.8)

Mais étant donné qu'il n'y a qu'au plus `ki instances parmi K qui seront exécutées sur le
processeur Pk, la contribution à la dbf pour la tâche τ ki dans l'intervalle [s · K · Ti, t[ est
donc :

min(`ki , a) · Ci (5.9)

En rassemblant toutes ces expressions, nous pouvons dé�nir la dbf de la tâche τ ki par :

d̂bf(τ ki , t)
def
= s · `i · Ci + min (`i, a) · Ci (5.10)

Analyse d'ordonnançabilité Soit τ = {τ1, . . . , τn} un ensemble de n tâches s'exécutant sur
un processeur donné et mélangeant tâches migrantes et non migrantes. Une condition su�sante
pour que le système soit ordonnançable est :

∑

τi ∈ τ
τi non migrante

dbf(τi, t) +
∑

τi ∈ τ
τi migrante

d̂bf(τi, t) ≤ t ∀t (5.11)
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III.2. Scénario avec prise en compte du schéma de répartition

Ce scénario contraste avec le scénario précédent par la prise en compte du schéma de répartition
des instances. En e�et, nous pouvons supposer que le scénario pire cas que nous avons considéré
induit un certain pessimisme, du fait que toutes les instances sont compactées au début du
schéma de répartition.
Aussi, nous avons développé un test d'ordonnançabilité, similaire au précédent, mais prenant
en compte le schéma de répartition. La di�érence majeure se situe au niveau de l'évaluation de
la dbf pour les tâches multiframes. Plus précisément, nous avons remplacé le second terme de
l'équation 5.10 par :

K−1
max
c=0



c+nbi(t)−1∑

j=c

Ci,j mod K


 (5.12)

où nbi(t)
def
=
⌊

(t mod K·Ti)−Di

Ti

⌋
+1 et correspond au nombre d'instances de τ ki dans l'intervalle [s·K·

Ti, t[. Le principe est de déterminer la demande processeur en considérant que l'instant critique
coïncide avec la première instance du schéma, puis avec la seconde, la troisième, etc... jusqu'à
la Kème instance puis nous prenons le maximum des demandes processeurs ainsi calculées. Ce
principe nous a été inspiré par les travaux de Rahni dans [RGR08].
Nous obtenons donc, pour le calcul de la dbf la fonction suivante :

̂̂
DBF(τi, t)

def
= s · `i · Ci +

K−1
max
c=0



c+nbi(t)−1∑

j=c

Ci,j mod K


 (5.13)

Analyse d'ordonnançabilité Le test d'ordonnançabilité suit exactement le même principe

que le précédent. La seule di�érence réside dans l'utilisation de
̂̂
dbf au lieu de d̂bf dans l'équa-

tion 5.10.

III.3. Preuve du scénario pire cas

Nous allons maintenant prouver le théorème 30. Pour cela, nous allons introduire les notations
utilisées, puis un résultat intermédiaire, résumé par le lemme 4, dont nous aurons besoin dans
le cadre de la preuve.

Soit τi une tâche multiframe avec le schéma de répartition suivant Σ
def
= (σ1, . . . , σK), c'est-à-

dire, τi = ((σ1Ci, . . . , σKCi), Di, Ti) avec σj ∈ {0, 1}, 1 ≤ j ≤ K. Soit `ki le nombre de frames
non nulles. Soit τ (p)

i la version compactée de τi, c'est-à-dire :

σi,j =

{
1 si j ≤ `i
0 sinon

(5.14)
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Lemme 4.
̂̂
dbf(τi, t) ≤ ̂̂dbf(τ

(p)
i , t) = d̂bf(τ

(p)
i , t) (5.15)

Démonstration. Par dé�nition de la dbf pour une tâche multiframe avec schéma de répartition
(cf. équation 5.13) :

̂̂
dbf(τi, t) = s · `i · Ci +

K−1
max
c=0



c+nbi(t)−1∑

j=c

Ci,j mod K


 (5.16)

Dans cette équation, le terme max peut être réécrit en :

K−1
max
c=0



c+nbi(t)−1∑

j=c

Ci,j mod K


 =

K−1
max
c=0


Ci

c+nbi(t)−1∑

j=c

σi,j mod K


 (5.17)

Notons également que puisque σi,j ∈ {0, 1} et que nous e�ectuons une somme de nbi(t) termes,
alors :

c+nbi(t)−1∑

j=c

σi,j mod K ≤ min(`i,max(0, nbi(t))) (5.18)

Si maintenant nous prenons en compte le fait que nous n'avons qu'au plus, `ki frames non nulles,
nous devons prendre le minimum entre `ki et nbi(t) :

K−1
max
c=0



c+nbi(t)−1∑

j=c

Ci,j mod K


 ≤ K−1

max
c=0

(Ci min(li,max(0, nbi(t)))) (5.19)

Puisque le terme de l'opérateur max ne dépend plus de c, nous pouvons supprimer l'opérateur
max. Ce qui nous conduit à :

K−1
max
c=0



c+nbi(t)−1∑

j=c

Ci,j mod K


 ≤ Ci min(`i,max(0, nbi(t))) (5.20)

Finalement, nous avons :

dbf(τi, t) ≤ s · `i · Ci + Ci min(li,max(0, nbi(t))) (5.21)

C'est-à-dire :
̂̂
dbf(τi, t) ≤ ̂̂dbf(τ

(p)
i , t) (5.22)

Ceci prouve le lemme.
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Démonstration du théorème 30. Un scénario A est dit pire qu'un scénario B si, et seulement si,
le fait que le scénario A soit ordonnançable implique que le scénario B le soit également. Si nous
supposons que le scénario compact est ordonnançable, alors, en utilisant le lemme précédant,
ceci implique que le scénario Σ est également ordonnançable. Puisque le scénario Σ représente
un scénario quelconque, nous venons de montrer que la validation du scénario compact valide
tout autre scénario. Le scénario compact est donc bien le scénario pire cas. Ceci prouve le
théorème.

IV. Résultats expérimentaux

Nous avons réalisé des expérimentations a�n de comparer nos algorithmes à FFD et à celui
de Shinpei Kato, mais aussi pour voir l'in�uence que peuvent avoir les paramètres (comme le
nombre de frames des tâches multiframes K) sur l'ordonnançabilité des systèmes de tâches.

IV.1. Conditions expérimentales

Nous avons utilisé des systèmes de tâches avec les caractéristiques suivantes :

� le nombre de processeurs m est choisi dans l'ensemble M
def
= {2, 4, 8, 16, 32, 64}. Ce choix

n'est pas arbitraire : il re�ète la réalité des processeurs multic÷urs qui ont généralement un
nombre de c÷urs qui est une puissance de 2.

� le facteur d'utilisation de chaque système est choisi de sorte que le facteur d'utilisation moyen
par processeur varie de 0.5 à 0.95 en utilisant un pas de 0.05.

A�n de pouvoir réaliser des statistiques, nous avons considéré 10 000 systèmes de tâches par
con�guration (une con�guration étant caractérisée par le nombre de processeurs et le facteur
d'utilisation moyen par processeur).

Dans le but de pouvoir comparer facilement nos résultats à ceux obtenus par Shinpei Kato,
nous avons repris le même protocole de génération des tâches :

� le facteur d'utilisation de chaque tâche est choisi de manière uniforme dans l'intervalle [0, 1],
avec la contrainte que la somme des facteurs d'utilisation des tâches doit être égale au facteur
d'utilisation du système ;

� la période Ti de chaque tâche τi est choisie de manière uniforme dans l'intervalle [100, 3000] ;
� les tâches sont à échéance sur requête (ie., Di = Ti) ;
� le pire temps d'exécution des tâches est déterminé en fonction de leur facteur d'utilisation et

de leur période par Ci
def
= ui · Ti.

Il est important de noter que lors de la génération d'un système de tâches, nous n'avons aucun
contrôle sur le nombre de tâches que comportera le système.
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IV.2. Résultats

La �gure 5.7 nous montre l'in�uence du paramètre K sur le ratio d'ordonnançabilité de l'al-
gorithme utilisant une stratégie de répartition uniforme. Comme nous pouvons le constater,
plus la valeur de K est faible, et meilleur est ce ratio. Ce résultat peut sembler surprenant et
contre-intuitif à première vue, puisque nous serions en droit de nous attendre à une augmen-
tation de ce ratio lorsque le paramètre K augmente. Une raison possible de ce comportement
tient au pessimisme introduit en compactant les frames non nulles au début de chaque tâche
multiframe. En e�et, dans ce cas, la demande processeur à l'instant t = 0 est surévaluée pour
chaque processeur sur lequel au moins une instance de la tâche s'exécute. Aussi, lorsque K = 2,
chaque tâche migrante est placée sur au plus 2 processeurs et donc n'induit du pessimisme à
l'instant t = 0 que sur ces 2 processeurs. Si nous augmentons K, alors le nombre de processeurs
sur lequel le pessimisme sera induit sera également plus important.
De la même manière, la �gure 5.8 représente l'in�uence du paramètre K sur le ratio d'or-
donnançabilité mais pour l'algorithme utilisant une stratégie de répartition alternative. Nous
constatons ici que le résultat contraste avec le scénario pire cas, et que plus K augmente, plus
le ratio augmente. L'explication est que, plus K est grand, plus une tâche migrante peut se
répartir sur un nombre important de processeurs, diminuant d'autant leur facteur d'utilisation
global.
Un point important à noter est que les deux scénarios que nous avons étudiés sont identiques
lorsque K = 2. En e�et, lorsque nous considérons le scénario avec schéma de répartition alter-
natif, une tâche migrante τi sera représentée par 2 tâches multiframes. De manière plus précise,
les deux seuls schémas de répartition valides sont alors (Ci, 0) et (0, Ci) (la frame (0, 0) n'est
pas autorisée, puisque cela signi�erait qu'aucune instance de la tâche ne s'exécute sur le pro-
cesseur, et la frame (Ci, Ci) induirait que la tâche migrante s'exécuterait toujours sur le même
processeur, et serait donc, �nalement, non migrante). Or, d'un point de vue de l'ordonnança-
bilité, chacun de ces points de vue se ramène à l'étude du même schéma, à savoir (Ci, 0), qui
correspond à l'unique schéma valide dans le cas du scénario pire cas.
La �gure 5.9 compare les performances de nos algorithmes avec l'algorithme classique FFD
et l'algorithme de Shinpei Kato. Pour nos algorithmes, nous avons utilisé ceux fournissant les
meilleurs performances, c'est-à-dire pour le scénario pire cas, K = 2 et pour le scénario avec
schéma de répartition alternatif, K = 20.
Nous pouvons voir que nos algorithmes dominent toujours FFD. Ceci est tout à fait normal
puisque la première étape de nos algorithmes est d'utiliser l'algorithme FFD et de n'autoriser
la migration des tâches que si l'algorithme FFD échoue à ordonnancer �ablement une tâche.
Nous constatons également que nos algorithmes fournissent de bons résultats, même s'ils ne sont
pas aussi performants que ceux de Shinpei Kato. Nous rappelons toutefois que nos algorithmes
n'autorisent que la migration des tâches, et non la migration des instances, contrairement à
l'algorithme de Shinpei Kato. De plus, interdisant la migration des instances des tâches, nous
réduisons les surcoûts à l'exécution induit par la migration des instances (surcoût dont sou�re
l'algorithme de Shinpei Kato).
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Figure 5.7 � Evolution du ratio d'ordonnançabilité en fonction du paramètre K pour les
scénarios compacts
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Figure 5.8 � Evolution du ratio d'ordonnançabilité en fonction du paramètre K pour les
scénarios avec schéma de répartition
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Figure 5.9 � Comparaison des algorithmes FFD, compact (K=2), avec schéma de répartition
(K=20) et de Shinpei Kato
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V. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le problème de l'ordonnancement d'un système de tâches sur
une plateforme multiprocesseur constituée de processeurs identiques. De nouveaux algorithmes,
basés sur la notion de semi-partitionnement avec des migrations restreintes ont été présentés,
de même que des tests d'ordonnançabilité.
L'e�cacité de nos algorithmes a été validée au travers la réalisation de tests expérimentaux,
montrant des performances se rapprochant de celles de l'algorithme de Shinpei Kato pour
un surcoût à l'exécution moindre, puisque nous n'autorisons que la migration des tâches, et
interdisons la migration des instances des tâches.
Parmi les perspectives envisagées, nous pouvons noter :
� relaxer la contrainte sur le paramètre K, et permettre ainsi de dé�nir une valeur pour chaque
tâche, au lieu d'utiliser la même valeur pour tout le système ;

� la prise en compte de problème d'optimisation, par exemple, pour minimiser le nombre de
migrations.

Publication Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait l'objet d'un article [DMYGR10],
qui a été soumis à RTNS 2010, et qui est actuellement en relecture.
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Conclusion

Nous avons proposé des contributions à l'ordonnancement des systèmes temps réel critiques.
L'ordonnancement consiste à déterminer l'ordre d'exécution des tâches informatiques sur les
calculateurs. Dans nos travaux, nous nous sommes intéressés aux politiques d'ordonnancement
en-ligne, pour lesquelles l'ordre d'exécution des tâches est déterminé sur la base des tâches
actives dans le système et sans connaissance a priori des tâches qui arriveront dans le futur.
Cette problématique s'étend aux réseaux informatiques pour ordonnancer les messages sur
le réseau informatique interconnectant les di�érents calculateurs du système temps réel. La
spéci�cité de l'ordonnancement temps réel repose sur la périodicité des activations des tâches
et sur les contraintes temporelles que doivent respecter les tâches durant leurs exécutions. Le
plan du mémoire repose sur une partie état de l'art et trois chapitres de contributions.
Par le travail présenté dans cette thèse, nous avons contribué à l'ordonnancement des systèmes
temps réel critique, au travers des aspects suivants :
� tout d'abord, nous nous sommes intéressés à l'étude de systèmes distribués, et plus particu-
lièrement à la minimisation du nombre de processeurs ;

� nous avons ensuite étudié un modèle de tâches alternatif, basé sur le modèle de Liu et Layland
mais introduisant la notion de criticité ;

� en�n, nous avons développé des algorithmes semi-partitionné pour des architectures multi-
processeurs tout en restreignant les migrations.

Dans la partie état de l'art, nous avons introduit les systèmes temps réel, ainsi que la problé-
matique de l'ordonnancement. Nous avons présenté des résultats de base qui ont été développés
dans la littérature dans le but de répondre à cette problématique. Nous avons également in-
troduit la notion de validation, réalisée durant la conception d'un système temps réel a�n de
prouver la correction temporelle des applications. Nous avons présenté les méthodes de vali-
dation qui ont été utilisées dans le cadre de nos contributions, avec notamment le calcul des
pires temps de réponse en priorité �xe monoprocesseur, l'analyse de la demande processeur et
l'analyse holistique, prenant en compte les dépendances entre les tâches et les messages, dans
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le cas des architectures distribuées.

La première contribution, développée dans le chapitre 3, concerne le placement et ordonnance-
ment simultanés des tâches pour dans un système temps réel distribué, permettant de minimiser
le nombre de processeurs nécessaires pour respecter les spéci�cations temporelles des tâches. Le
principe de l'algorithme repose sur l'énumération implicite (méthode de type séparation et éva-
luation) de tous les ordonnancements possibles, à travers l'exploration d'un arbre de recherche.
La technique de validation utilisée est dérivée de l'analyse holistique, qui permet d'obtenir des
bornes supérieures des pires temps de réponse des tâches et des messages durant le processus
de placement et d'a�ectation des priorités. Di�érentes heuristiques permettent d'éliminer les
ordonnancements non valides durant la recherche d'une solution optimale.

La seconde contribution concerne les tâches à criticité multiple et fait l'objet du chapitre 4.
L'objectif de ce modèle est de prendre en compte la notion de criticité des di�érentes tâches,
comme par exemple dans la norme DO-178B utilisée en aéronautique. En e�et, ce standard
dé�nit plusieurs niveaux de criticité en fonction des conséquences qu'aurait une défaillance
temporelle sur le système, en allant de la tâche critique, dont une défaillance provoquerait le
crash d'un avion, à la tâche non critique, dont la défaillance ne serait que peu ou pas notable.
L'objectif est donc de pouvoir prendre en compte cette notion de criticité durant la validation
du système. Nous avons prouvé que dans ce cadre, d'une part que l'algorithme d'Audsley
est optimal, et d'autre part, que l'algorithme développé par Vestal minimise la vitesse du
processeur nécessaire pour ordonnancer �ablement les tâches . Nous avons également adapté la
méthode d'analyse de sensibilité développée par Bini pour déterminer les variations admissibles
des durées d'exécution des tâches, ainsi qu'introduit la notion de gigue sur activation, ce qui
n'avait pas encore été fait à notre connaissance.

En�n, dans le chapitre 5, nous nous sommes intéressés aux systèmes multiprocesseurs ordonnan-
cés par des algorithmes d'ordonnancement semi-partitionnés. Cette classe d'algorithme utilise
une stratégie par partitionnement pour répartir les tâches parmi les processeurs tout en au-
torisant la migration des tâches qui ne peuvent pas être a�ectées à un processeur donné sans
violation d'échéance. Nous avons développé des algorithmes semi-partitionnés en priorité dy-
namique (EDF), autorisant la migration des tâches, mais interdisant la migration des instances
a�n de limiter le surcoût processeur induit par les migrations. Le principe de nos algorithmes est
de dupliquer chaque tâche migrante sur chacun des processeurs devant exécuter au moins une
instance de cette tâche, en utilisant une tâche multiframe. Nous avons comparé nos algorithmes
avec l'algorithme First Fit Decreasing (systèmes partitionnés) et avec un autre algorithme de
semi-partitionnement, développé par Shinpei Kato (qui autorise les migrations des instances
de tâches en cours d'exécution). Nous avons constaté que notre algorithme fournissait de bon
résultats par rapport à l'algorithme First Fit Decreasing, et des performances proches de celle
de l'algorithme de Shinpei Kato, qui est un algorithme qui autorise la migration des instances,
donc intrinsèquement plus puissant. Nous avons également étudier l'in�uence que pouvait avoir
certains paramètres, tels que le nombre de processeurs ou le nombre de frames des tâches
multiframes.

134



Suite à ces travaux, les perspectives envisagées sont d'étendre l'algorithme de minimisation du
nombre de processeurs par :
� la prise en compte de nouvelles contraintes, comme la pré-a�ectation de tâches, ou la prise
en compte de contraintes supplémentaires ;

� l'intégration de nos travaux concernant le modèle de tâches multicritiques ;
� l'intégration de nos travaux sur les algorithmes semi-partitionnés, à travers l'adaptation de
la méthode de validation pour pouvoir tenir compte de tâches multiframes d'une part, et
par l'utilisation d'une politique d'ordonnancement utilisant des priorités �xes plutôt que
dynamiques d'autre part.

A plus long terme, l'intégration de tous ces travaux dans l'algorithme de minimisation du
nombre de processeurs fournirait alors un algorithme puissant d'aide à la conception et à la
validation de systèmes temps réel sur des architectures distribuées. Il serait alors intéressant de
l'implémenter et de proposer cette implémentation en tant qu'outil d'aide à la conception et à
la validation à destination des concepteurs de systèmes temps réel.
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Notations

Voici un récapitulatif des notations utilisées dans le cadre de cette thèse :

� A[1 . . . n, 1 . . .m] : tableau de répartition des instances des tâches sur les processeurs
� A[i, j] : nombre d'instances de la tâche τi sur le processeur Pj
� Bi : facteur de blocage de τi (durée maximum d'attente avant l'obtention d'une ressource)
� Ci : temps d'exécution de la tâche τi
� Ci(`) : temps d'exécution de la tâche τi au niveau de criticité `
� Ci : vecteur des i tâches les plus prioritaires
� Di : échéance relative de la tâche τi
� di,j : échéance absolue de la j ème instance de la tâche τi
� dbf(τi, t) : demand bound function de τi sur l'intervalle [O, t[

� d̂bf(τi, t) : demand bound function pour une tâche migrante dans le cadre du scénario compact

�
̂̂
dbf(τi, t) : demand bound funciton pour une tâche migrante dans le cadre du scénario avec
prise en compte du schéma de répartition

� ∆(τi, τ) : facteur d'échelle critique de τi lorsque l'ensemble des tâches plus prioritaire est τ
� ∆∗ : facteur d'échelle critique du système
� ∆a : facteur d'échelle critique du résultat obtenu par l'algorithme d'Audsley
� ∆v : facteur d'échelle critique du résultat obtenu par l'algorithme de Vestal
� ∆i : facteur d'échelle critique de la tâche τi
� ∆i,j facteur d'échelle critique de la tâche τi au niveau de priorité j
� δCmax

k : modi�cation du temps d'exécution qui peut être appliquée à la tâche τk sans modi�er
l'ordonnançabilité du système

� Ii(t) : interférence que subit la tâche τi durant un interval de durée t
� Ji : gigue sur activation de la tâche τi
� K : nombre de frames des tâches multiframes
� LB(Ji) : borne inférieure de la gigue de τi
� LB(Tri) : borne inférieure du temps de réponse de τi
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� Li : niveau de criticité de la tâche τi
� λ : facteur d'échelle
� λ` : facteur d'échelle pour le niveau de criticité `
� Pli : pool numéro i
� Pi : processeur numéro i
� πi : priorité de la tâche τi, avec πi = 0 désignant la plus forte priorité
� rbf(τi, t) : request bound function de τi sur l'intervalle [O, t[
� S(τi, t) : nombre d'unité processeur utilisé par τi dans l'intervalle [0, t[
� Si : ensemble de points d'ordonnancement de la tâche τi
� Sched(Pi) : ensemble des points d'ordonnancement pour le processeur Pi
� Σ−1(i) : ensemble des prédécesseurs de τi
� Σ∗−NPi : ensemble des messages émis par les prédécesseurs de τi qui ne sont pas placés mais
qui n'appartiennent pas au pool courant

� Σ∗−Ci : ensemble des prédécesseurs de τi situés sur le même processeur que τi
� Σ−NPi : ensemble des messages émis par les prédécesseurs de τi qui ne sont pas placés mais
qui appartiennent au pool courant

� Σ−Pi : ensemble des messages émis par les prédécesseurs de τi, qui sont placés sur un processeur
di�érent au moment de l'analyse de τi

� Θi : tâches restant à placer sur le pool Pli
� Ti : période de la tâche τi
� Tri : temps de réponse de la tâche τi
� Tri,j : temps de réponse de la j ème instance de τi
� τi : tâche numéro i
� ui : facteur d'utilisation de la tâche τi
� U : facteur d'utilisation du système de tâche
� W (t) : travail processeur sur l'intervalle [0, t[
� Wi(t) : travail processeur des tâches de priorité supérieure ou égale à π sur l'intervalle [0, t[
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Accronymes

Voici un récapitulatif des di�érents accronymes utilisés dans le cadre de cette thèse :
� AMNP : Algorithme de Minimisation du Nombre de Processeurs
� APOC : Algorithme de Placement et d'Ordonnancement Conjoints
� dbf : Demand Bound Function
� DP : Dynamic Priority
� EDF : Earliest Deadline First
� EDZL : Earliest Deadline Zero Laxity
� FJP : Fixed Job Priority
� FTP : Fixed Task Priority
� g-EDF : global EDF
� LL : Last Laxity
� PMS : Project Management and Scheduling
� PPH : Protocole à Priorité Héritée
� PPP : Protocole à Priorité Plafond
� rbf : Request Bound Function
� ROADEF : Recherche Opérationnelle et d'Aide à la Décision
� RTNS : Real-Time and Network Systems
� RTS : Real-Time Systems
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Résumé

Dans nos travaux, nous nous sommes intéressés aux politiques d'ordonnancement en-ligne, pour lesquelles l'ordre
d'exécution des tâches est déterminé sur la base des tâches actives dans le système et sans connaissance a priori
des tâches qui arriveront dans le futur. Cette problématique s'étend aux réseaux informatiques pour ordonnancer
les messages sur le réseau informatique interconnectant les di�érents calculateurs du système temps réel.
La première contribution concerne le placement et ordonnancement simultanés des tâches dans un système temps
réel distribué, permettant de minimiser le nombre de processeurs nécessaires pour respecter les spéci�cations
temporelles des tâches. La seconde contribution concerne les tâches à criticité multiple. L'objectif de ce modèle
est de prendre en compte la notion de criticité des di�érentes tâches, comme par exemple dans la norme DO-178B
utilisée en aéronautique.
En�n, nous nous sommes intéressés aux systèmes multiprocesseurs ordonnancés par des algorithmes d'ordon-
nancement semi-partitionné. Cette classe d'algorithme utilise une stratégie par partitionnement pour répartir
les tâches parmi les processeurs tout en autorisant la migration des tâches qui ne peuvent pas être a�ectées à
un processeur donné sans violation d'échéance.

Mots-clés : systèmes temps réel, ordonnancement, analyse d'ordonnançabilité, systèmes monoprocesseurs,
multiprocesseurs et distribués, tâches à criticité multiple, algorithmes semi-partitionnés,

Abstract

In our works, we were interested by on-line scheduling algorithms, for which the order of the execution of the
tasks is determined only by the knowledge of the actvie task set, that is to say without any knowledge of the
tasks which may arrive in the future. This issue extends on networks to schedule messages on the network which
interconnects the di�erent calculators of the real-time system.
The �rst contribution deals with the task allocation on the processors and the priority assignment of the tasks
in a distributed real-time system, which minimizes the number of processors needed to meet the task temporal
speci�cation. The second contribution is about multiple criticality tasks. The aim of this model is to address
the notion of criticity, as de�ned in the DO-178B aeronautical standard.
Finally, we were interested by multiprocessor systems scheduled using a semi-partitioned algorithm. This kind
of algorithm uses a partitioned strategy in order to share the tasks among the processors and allow migrations
for tasks which cannot be assigned to a given processor without missing a deadline.

Keywords : real-time systems, scheduling, schedulability analysis, uniprocessor, multiprocessor and distribu-

ted systems, multiple criticality tasks, semi-partitioned algorithms
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