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Résumé : Les systèmes temps-réel utilisent souvent un modèle de tâche simplifié. Dans la
majorité des applications, les tâches sont représentées par un unique bloc d’exécution. Mais cer-
taines tâches ont besoin au cours de leur exécution d’effectuer des opérations externes (comme
par exemple des opérations d’entrée/sortie) et ainsi doivent se suspendre. Ce sont des tâches
dites à suspension. Dans cet article, nous montrons que le problème d’ordonnancement de
tâche à suspension est un problèmeNP-Difficile au sens fort. Nous démontrons également
qu’il n’existe aucun algorithme optimal qui soit polynomial ou même pseudo-polynomial en
temps de calculs pour choisir la prochaine tâche à s’exécuter. Et, nous démontrons la faiblesse
de politiques classiques d’ordonnancement bien connues commeEDF (Earliest Deadline First),
RM (Rate Monotonic),DM (Deadline Monotonic) etLLF (Least Laxity First) même sur des
configurations de tâches avec une charge processeur faible, proche de zéro.
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1 Introduction

Le fonctionnement correct d’un système temps-réel ne dépend pas seulement de l’exac-
titude du résultat mais aussi du temps auquel il est survenu.Un système temps-réel
peut se voir comme un système concurrentiel de tâches. Les tâches composant de
tels systèmes ont des contraintes temporelles qu’elles doivent respecter. Les systèmes
temps-réel utilisent généralement des processeurs annexes sur lesquels certaines tâches
effectuent des opérations externes comme par exemple des opérations d’entrée-sortie
ou des lancements de procédure. Ces tâches sont plus connuessous l’appellation de
tâche à suspension. Le principe de ces tâches est qu’au cours de leur exécution,la
tâche lance une opération externe engendrant sa suspensionjusqu’à ce que l’opération
externe soit terminée. Alors, la tâche se réveille et peut finir son exécution.

SoitI une configuration àn tâches. Les tâches seront considérées indépendantes. Cha-
cune des tâchesτi (1 ≤ i ≤ n) arrive dans le système à la dateri, et doit terminer
son exécution avant la date limite de fin d’exécution notéedi = ri + Di où Di est
l’échéance relative à sa date d’arrivée. Enfin, chacune des activations deτi est sépa-
rée par une périodeTi. Une tâcheτi est dite à échéance sur requête si sa période est
égale à sa date limite de fin d’exécution ouTi = Di. Le facteur d’utilisationUi d’une
tâcheτi est égal àCi

Ti
. Le facteur d’utilisationUI d’une configuration de tâchesI est

égal à la somme des facteurs d’utilisation des tâchesτi de cette configuration. Ainsi,
UI =

∑

i∈I
Ci

Ti

La plupart des études existantes délaissent le problème destâches à suspension ou au
mieux le simplifient. Ainsi, le modèle de représentation destâches utilisé dans l’en-
semble de ces études est bien souvent réducteur car limité à un seul bloc d’exécution
notéCi comme le montre la figure 1. Ce qui implique que pour les tâchesqui ef-
fectuent des opérations externes, le temps nécessaire à la tâche pour effectuer cette
opération est compris à l’intérieur même du bloc d’exécution. Mais pendant qu’elle
effectue une opération externe, une tâche n’utilise pas le processeur et par conséquent,
elle peut laisser une autre tâche s’exécuter. Le modèle de tâches à suspension est donc
plus réaliste.

ri di
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Tiri didi
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FIG. 1 – Caractéristiques des tâches dans les études simplifiées

Pour simplifier notre étude nous considérons que les tâches ne peuvent se suspendre
qu’une seule fois au plus. Ce modèle est représenté par la figure 2. Chaque tâche
τi (1 ≤ i ≤ n) est composée de deux blocs d’exécution, appelés aussi sous-tâches



(de longueurCi,k, 1 ≤ k ≤ 2), séparés par une suspension de durée maximaleXi

pendant laquelle la tâche ne s’exécute pas. La somme des longueurs des deux blocs
d’exécutionCi,k (1 ≤ k ≤ 2) est notéeCi. A l’intérieur de chaque bloc d’exécution,
par définition il n’y a aucune suspension. La durée de suspension d’une tâcheτi varie
d’une exécution à une autre sans jamais dépasser sa pire duréeXi.
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FIG. 2 – Le modèle des tâches

La théorie de l’ordonnancement temps-réel se focalise sur les tests d’ordonnançabilité
pour s’assurer que toutes les échéances sont respectées. Plusieurs tests de faisabilité
sont connus pour l’analyse de tâche à suspension. Des tests pour les algorithmes clas-
siques existent déjà. Dans [3] est présenté un test basé sur le facteur d’utilisation du
processeur. Ce test, pour les algorithmes à priorité fixe estbasé sur le calcul du pire
temps de réponse des tâches [6, 8]. Une telle approche peut aussi être utilisée pour
l’algorithme d’ordonnancementEDF [8]. Mais nous montrons que ces ordonnanceurs
sont globalement inefficaces pour les tâches à suspension.

Les systèmes temps réel ont souvent outre celle de respecterles contraintes tempo-
relles de chaque tâche, une autre finalité : celle d’optimiser un critère de performance.
Il y a deux types de critères à optimiser, les critères à minimiser comme par exemple,
le temps moyen de réponse et des critères à maximiser comme lenombre de tâches
respectant leurs échéances lorsque des dépassements d’échéance sont tolérés. Pour
comparer plus finement les algorithmes, nous avons considéré les deux critères sui-
vants : la minimisation du plus grand temps de réponse et la maximisation du nombre
de tâches respectant leurs échéances.

Dans le paragraphe 2, nous présenterons la complexité de notre problème et plus par-
ticulièrement, nous démontrerons qu’il n’existe aucun algorithme optimal qui soit po-
lynomial ou même pseudo-polynomial en temps de calculs. Ensuite, nous montrerons
les faiblesses de certaines politiques d’ordonnancement commeEDF (Earliest Dead-
line First), RM (Rate Monotonic),DM (Deadline Monotonic) etLLF (Least Laxity
First) même sur des configurations de tâches avec une charge processeur arbitraire-
ment faible, proche de zéro. Le paragraphe 3 montrera la présence d’anomalies d’or-
donnancement sousEDF. Dans le paragraphe 4, nous calculerons la compétitivité de
ces algorithmes sur l’optimisation de deux critères : la minimisation du nombre de
tâches en retard (nous démontrerons en plus que la techniqued’augmentation des res-
sources est inefficace dans le cas de l’ordonnancement sousEDF) et la minimisation
du temps de réponse maximum des tâches.



2 Complexité du problème

Dans cette partie, nous établissons que le problème d’ordonnancement de tâches qui
peuvent se suspendre au plus une fois est un problèmeNP-Difficile au sens fort.
Nous avons déjà démontré (cf [10]) que ce problème estNP-Difficile au sens fort
pour l’ordonnancement de système de tâches périodiques, à départ simultané. Nous
étudions le problème ouvert de complexité où les tâches sontà échéance sur requête
et quand elles ne peuvent se suspendre qu’au plus une fois.

Théorème 1 :L’ordonnancement de tâches périodiques, à échéances sur requête et
se suspendant au cours de leur exécution au plus une fois est un problèmeNP-Difficile
au sens fort.

Démonstration : cf Annexe 6.1

Un algorithme d’ordonnancement est dituniverselsi cet algorithme effectue le choix
de la prochaine tâche à ordonnancer en temps polynomial [5].Nous démontrons main-
tenant qu’il n’existe pas d’algorithmeuniverselpour ordonnancer des tâches avec sus-
pension, à moins queP = NP.

Théorème 2 :S’il existe un algorithme d’ordonnancement universel pourles confi-
gurations de tâches où chaque tâche se suspend au plus une fois alorsP = NP.

Démonstration : cf Annexe 6.2

3 Les anomalies d’ordonnancement sousEDF

Dans cette sous-partie, nous allons étudier les possibilités d’apparition d’anomalies
sous la politique d’ordonnancementEarliest-Deadline-First (EDF). Nous allons tout
d’abord expliciter la notion d’anomalie d’ordonnancement. Soit A un algorithme,
nous savons que le temps processeur requis pourA peut varier d’une exécution à
une autre.A possède des anomalies d’ordonnancement, s’il existe une configuration
I de tâches telle que diminuer la durée d’exécution ou de suspension d’une des tâches
rend la configurationI non ordonnançable parA alors qu’elle l’était en considérant
les pires durées d’exécution et de suspension de l’ensembledes tâches de la confi-
guration. Un algorithme supportant les anomalies d’ordonnancement est ditrobuste.
En pratique, la robustesse simplifie les démonstrations puisque si la preuve qu’une
configuration de tâchesI en utilisant pour chaque tâche son pire temps processeur est
ordonnançable avec l’algorithmeA est établie, alors c’est une condition nécessaire et
suffisante d’ordonnançabilité de la configuration parA.



Il a été prouvé dans [7] qu’EDF est robuste pour l’ordonnancement de tâches indé-
pendantes sans suspension. Ainsi, dans un ordonnancement,toutes les dates limites
de fin d’exécution sont respectées avec les pires durées d’exécution, diminuer la durée
d’exécution d’une des tâches ne peut pas amenerEDF à ne plus respecter l’échéance
d’une des tâches du système. Nous allons démontrer que cetteassertion est fausse dès
lors que des tâches sont autorisées à se suspendre.

Théorème 3 : Des anomalies d’ordonnancement peuvent apparaître en exécutant
des tâches à suspension par l’algorithme d’ordonnancementEDF.

Démonstration :
Afin de démontrer ce théorème, une configuration de tâchesI va être définie. Puis
sur cette configuration, il va être démontré que si la durée d’exécution ou la durée de
suspension d’une des tâches est réduite d’un unité de temps,une échéance ne sera plus
respectée. SoitI la configuration étudiée à trois tâches suivante :

τ1 : r1 = 0, C1,1 = 2,X1 = 2, C1,2 = 2,D1 = 6, T1 = 10

τ2 : r2 = 5, C2,1 = 1,X2 = 1, C2,2 = 1,D2 = 4, T2 = 10

τ3 : r3 = 7, C3,1 = 1,X3 = 1, C3,2 = 1,D3 = 3, T3 = 10

Lorsque toutes les tâches sont exécutées avec leurs pires durées d’exécution et de sus-
pension,EDF définit l’ordonnancement suivant : à l’instant0, il ordonnance la tâche
τ1 jusqu’à l’instant2. Elle se suspend de l’instant2 à 4. A l’instant 4, elle redémarre
son exécution et la termine à l’instant6. A ce moment là, la tâcheτ2 se réveille et
s’exécute jusqu’à l’instant7. Moment auquel elle se suspend et auquel la tâcheτ3 se
réveille et alors commence son exécution. A l’instant8, la tâcheτ3 se suspend et alors
la tâcheτ2 qui ayant fini sa suspension peut finir son exécution à l’instant 9. La tâche
τ3 se réveillant à ce même instant peut finir elle-même son exécution à l’instant10.
Cet ordonnancement est montré sur la figure 3.a. L’ordonnancement se déroule cor-
rectement et toutes les échéances sont respectées. Par conséquent, en utilisant les pires
durées de suspension et d’exécution, l’ordonnancement deI parEDF est faisable.

τ1
0 6

5 9

7 10

τ2
τ3

0 5 10

a.

0 5 10

b.

FIG. 3 – Ordonnancement de la configurationI avec ses pires durées d’exécution des
tâches



Maintenant, en diminuant la durée d’exécution de la tâcheτ1 ou sa durée de suspen-
sion d’une unité de temps, il va être démontré que la tâcheτ3 ne respecte plus son
échéance. Par exemple, diminuons la durée d’exécutionC1,1 d’une unité de temps :
C1,1 = 1 et laissons toutes les autres durées d’exécution et de suspension inchangées.
Commeτ1 a une unité de moins d’exécution, elle termine par conséquent son exécu-
tion une unité plus tôt donc à l’instant5. Mais à cet instant,τ2 se réveille et peut par
conséquent commencer son exécution une unité plus tôt. Par conséquent à l’instant
7 quand elle se réveille après sa suspension, elle rentre en concurrence avec la tâche
τ3 qui s’active. Cette concurrence n’existait pas au préalable puisque quand toutes les
tâches sont exécutées avec leurs pires durées d’exécution et de suspension, la tâche
τ2 se suspend à la date7 et ne demande donc pas à s’exécuter. La tâcheτ2 disposant
d’une échéance plus petite que celle de la tâcheτ3, elle peut s’exécuter et finir son
exécution à l’instant8. Mais de ce fait, la tâcheτ3 se retrouve retardée d’une unité
de temps et par conséquent elle ne respecte plus son échéance(cf. Figure 3.b), ce qui
provoque une anomalie d’ordonnancement. Ainsi, en diminuant la durée d’exécution
de la première sous-tâche deτ1, l’ordonnancement est devenu infaisable. La même
anomalie apparaît avec le même scénario en diminuant d’une unité de temps la durée
de suspensionX1 ou la durée d’exécutionC1,2 (i.e.X1 = 1 ouC1,2 = 1).

Enfin, il est facile de démontrer que dans tous les cas présentés où l’algorithmeEDF
échoue, il existe des ordonnancements (hors-lignes) faisables.

�

4 Analyse de compétitivité

4.1 Introduction

Dans cette partie, l’étude des comportements d’algorithmes bien connus tels queEDF
ouLLF en ordonnançant des configurations de tâches à suspension vamontrer que ces
algorithmes ne sont pas ou peu compétitifs pour la minimisation du nombre de tâches
en retard et pour la minimisation du temps de réponse maximum. Pour déterminer si
un algorithme en-ligne est compétitif, une technique couramment utilisée est l’analyse
de compétitivité. Pour simplifier les résultats, nous supposons que les périodes des
tâches sont prises suffisamment grandes pour qu’une unique occurrence de chaque
tâche appartienne à l’hyperpériode.

4.2 Analyse de compétitivité

L’analyse de compétitivité compare l’algorithme en-ligneà évaluer à un algorithme
clairvoyant optimal appelé aussil’adversaire. Un bon adversaire définit des instances
de problème pour que l’algorithme en-ligne atteigne sa pireperformance. Un algo-
rithme qui minimise un critère de performance estc-compétitif si la performance
obtenue par l’algorithme en-ligne estc fois la valeur obtenue par l’adversaire. Plus
formellement, étant donné un algorithme en-ligneA à évaluer, et une configuration



de tâchesI. La performance obtenue parA en ordonnançantI est notéeσA(I) et
celle obtenue par l’adversaire sur cette même configurationest notéeσ∗(I). A est dit
c-compétitif s’il existe une constantec telle queσA(I) ≤ cσ∗(I). Le ratio de compé-
titivité cA de l’algorithme en-ligneA est égal à la pire valeur en considérant toutes les
instancesI du problème :

cA = sup
toutI

σA(I)

σ∗(I)

Selon le critère à optimiser, il appartient à l’une des deux catégories suivantes :
– Minimisation : La valeur du ratio est supérieure ou égale à1. Si la valeur du

ratio de compétitivité d’un algorithme en-ligne est1 alors il est optimal pour
le critère étudié. Sinon, si ce ratio est différent de toute constante, le ratio est
une fonction enn, oùn est le nombre de tâches. Dans ce cas, l’algorithme est
non-compétitif.

– Maximisation : La valeur du ratio est comprise entre0 et1. Si la valeur du ratio
de compétitivité d’un algorithme en-ligne est1 alors il est optimal pour le critère
étudié. Sinon, si son ratio vaut0, il est non-compétitif.

4.3 Minimisation du nombre de tâches en retard

Le critère de minimisation du nombre de tâches en retard est étudié dans cette partie.
Ce critère est bien sûr équivalent à celui de la maximisationdu nombre de tâches
respectant leurs échéances. Nous allons rappeler tout d’abord les principaux résultats
connus puis nous étudierons les performances d’EDF ouLLF pour l’ordonnancement
de tâches à suspension.
Nous savons qu’il n’existe pas d’algorithme en-ligne compétitif pour la maximisation
du nombre de tâches respectant leurs échéances en ordonnançant des systèmes de
tâche classique, sans suspension. Mais il en existe dans descas particuliers [1, 2].
Dans ce contexte particulier, nous allons prouver qu’en ordonnançant des tâches à
suspension, les algorithmes classiques commeEDF ne sont pas compétitifs. Il est à
noter que nos résultats sont valides d’un point de vue de la faisabilité puisque les
résultats que nous allons présenter, le sont avec pour les configurations étudiées, des
facteurs d’utilisation faibles, proches de zéro.

4.3.1 Résultats connus

Baruahet al. [1, 2] ont prouvé qu’il n’existe pas d’algorithme d’ordonnancement
en-ligne préemptif pour maximiser le nombre de tâches respectant leurs échéances
dans les systèmes monoprocesseurs. Pour obtenir son résultat, l’adversaire définit une
configuration de tâches avec des surcharges du processeur. Mais ces auteurs montrent
qu’il existe des résultats positifs dans des cas particuliers. Nous allons maintenant pré-
senter un de ces cas. La définition 1 présente les propriétés d’un de ces cas particuliers.

Définition 1 Monotonic Absolute Deadlines (MAD) :
Un système de tâche est qualifié de MAD si l’échéance absolue de chaque nouvelle



tâche qui arrive dans le système est supérieure ou égale à celle de n’importe quelle
tâche déjà arrivée dans le système.

La définition 2 présente l’algorithmeSRPTF.

Définition 2 Shortest Remaining Processing Time First (SRPTF) :
SRPTF est un algorithme d’ordonnancement en-ligne préemptif. Il alloue à chaque
instant, le processeur à la tâche ayant le plus petit temps processeur restant à exécuter.

Dans [1, 2], Baruahet al.ont prouvé que si un système de tâches a la propriétéMAD
alors l’algorithme d’ordonnancement en-ligneSRPTFest2-compétitif pour minimiser
le nombre de tâches en retard.SRPTFest alors un des meilleurs algorithmes en-ligne
possibles.

4.3.2 Mauvais résultats pour l’ordonnancement de tâches à suspension

La démonstration qu’en ordonnançant des systèmes de tâchesà suspension, l’algo-
rithme d’ordonnancementSRPTFn’est plus compétitif pour minimiser le nombre de
tâches en retard et ce même si le système estMAD, est présentée ici :

Théorème 4 :Pour les systèmes de tâches à suspension MAD même avec un facteur
d’utilisation arbitrairement petit, l’algorithme en-ligne SRPTF n’est pas compétitif
pour maximiser le nombre de tâches respectant leurs échéances.

Démonstration : L’algorithme clairvoyant génère la configurationI à n + 1 tâches
suivante :

τ0 : r0 = 0, C01 = 1,X1 = 0, C02 = 0,D0 = K

τi : ri = i − 1, Ci1 = 1,Xi = K − 2, Ci2 = 1,Di = K avec i ∈ {1, .., n}

OùK est un entier positif strictement supérieur à1.
La configurationI respecte bien la propriétéMAD. La figure 4 montre les résultats
de l’ordonnancement deI par l’algorithme d’ordonnancementSRPTFet par son ad-
versaire clairvoyant. A la date0, τ0 et τ1 sont disponibles,SRPTFordonnanceτ0

parce queτ0 a le plus petit temps processeur restant. Ensuite, pour chaque tâcheτi,
(1 ≤ i ≤ n), la première sous-tâche est ordonnancée à la datei et la seconde à la date
K + (i − 1). L’adversaire, lui choisit d’ordonnancer la tâcheτ1 à l’instant0. Puis, il
ordonnance chaque tâcheτi (i ∈ {2, . . . , n}) à l’instanti−1. Pour finir, il ordonnance
τ0.
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FIG. 4 – Limites deSRPTFdans un système de tâchesMAD

Calcul du ratio de compétitivité deSRPTF:

cSRPTF =
σSRPTF

σOpt

= lim
n→∞

1

n + 1
= 0

Et pour finir, calculons le facteur d’utilisation deI :

UI =
∑n

i=0

Ci,1+Ci,2

Ti
= 1

K−1
+

∑n

i=1

2

K

= limK→∞
2n+1

K
= 0

Pour conclure, une configuration de tâchesI a été générée par l’adversaire. Elle res-
pecte la propriété duMAD et a un faible facteur d’utilisation alors queSRPTFne soit
pas compétitif pour maximiser le nombre de tâches respectant leurs échéances.

�

Avec la même configurationI que celle présentée dans la démonstration du théorème
4, les résultats obtenus pourSRPTFpeuvent s’étendre àEDF, DM andRM.

Corollaire 1 : Pour des systèmes de tâches à suspension et ayant la propriété du
MAD, EDF, DM et RM ne sont pas compétitifs pour maximiser le nombre de tâches
respectant leurs échéances.

Démonstration : Soit I la configuration générée par l’adversaire lors de la démons-
tration du théorème 4. Sur cette configuration,EDF, DM etRM assignent exactement
les mêmes priorités aux tâches queSRPTFle fait. Par conséquent, nous obtenons
les mêmes ratios de compétitivité et facteurs d’utilisation pour ces algorithmes que
pourSRPTF. Finalement, la même conclusion s’impose à savoir que niEDF, ni DM
et ni RM ne sont compétitifs pour maximiser le nombre de tâches respectant leurs
échéances.
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Étude de l’algorithmeLLF.

Théorème 5 :Pour des systèmes de tâches à suspension et ayant la propriété MAD,
LLF n’est pas compétitif pour maximiser le nombre de tâches respectant leurs échéances.

Démonstration :
Pour l’algorithmeLeastLaxity First (LLF), soitI la configuration àn tâches suivante :

τi : ri = 0, Ci1 = 3,Xi = K − 3(n + 1), Ci2 = 3,Di = K avec ∀i = 1..n

oùK est un nombre très grand tendant vers l’infini.
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FIG. 5 – Etude deLLF sur la minimisation du nombre de tâche en retard

Les résultats de l’ordonnancement deI parLLF sont donnés par la figure 5. A l’instant
0, LLF commence par ordonnancer la tâcheτ1. Mais après avoir exécutéτ1 pendant
une unité de temps, les autres tâchesτi (i ∈ 2, .., n) ont une priorité plus importante
que celle deτ1. Par conséquent,LLF préempteτ1 et exécuteτ2. Mais, après une unité
de temps d’exécution deτ2, les autres tâches ont une priorité plus importante que
celle deτ2. Les tâchesτi (i ∈ 1, .., n) ont la même laxité obligeantLLF à préempter
à chaque fois la tâche active après seulement une unité de temps de son exécution.
En conséquence, l’exécution des tâches ne peut se faire qu’unité après unité. Ce qui
obligeLLF à ne respecter aucune des échéances de ces tâches.
L’algorithme optimal ordonnance la première sous-tâche deτ1 puis la première sous-
tâche deτ2 pour finir avec la première sous-tâche deτn et dans le même ordre, la
seconde sous-tâche de ces tâches. Par conséquent, l’algorithme optimal ne manque
aucune échéance.
Le calcul du ratio de compétitivité deLLF donne :



cLLF =
σLLF

σOpt

=
0

n
= 0

Ce qui implique queLLF n’est pas compétitif pour la maximisation du nombre de
tâches respectant leurs échéances. Et le calcul du facteur d’utilisation de cette confi-
gurationI (cf. 1), montre bien qu’il est quasi nul. Ce qui nous permet deconclure
quant à la faiblesse deLLF.

UI =

n
∑

i=1

Ci1 + Ci2

Ti

= lim
K→∞

6n

K
= 0 (1)
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4.3.3 Technique de l’augmentation de ressources

En analyse de compétitivité, l’algorithme en-ligne et l’adversaire clairvoyant s’exé-
cutent sur la même machine. Mais les résultats obtenus par cette technique d’ana-
lyse, sont quelques fois pessimistes et afin de diminuer ce pessimisme des alterna-
tives existent. Afin d’analyser les performances relativesdes algorithmes sous un autre
angle, une extension de l’analyse de compétitivité a été créée : l’augmentation de res-
sources [9]. Dans cette extension, l’algorithme en-ligne s’exécute sur une machine
plus rapide que celle de l’adversaire. Il a été prouvé dans [9] que si vous disposez
d’une configuration de tâches qui est, avec une même machine,non-ordonnançable
par EDF mais ordonnançable par un algorithme optimal alors, elle sera ordonnan-
çable parEDF avec une machine deux fois plus rapide. Cette dernière assertion est
fausse dès que le système est composé de tâches à suspension et nous le démontrons.

Le résultat connu d’EDF ne tient plus si les tâches sont à suspension. Le théorème
qui suit, va démontrer que même s’il existe une configurationI ordonnançable par un
algorithme optimal alors, elle ne sera pas toujours ordonnançable parEDF même sur
une machine plus rapide.

Théorème 6 : Augmenter la vitesses du processeur n’améliore pas les perfor-
mances d’EDF quand les tâches sont autorisées à se suspendrepar rapport à un
algorithme d’ordonnancement optimal utilisant un processeur de vitesse unitaire.

Démonstration :
Raisonnement par l’absurde :
Hypothèse :Il existe un entiers, s > 1 tel que siEDF dispose d’une machines fois
plus rapide que celle de son adversaire clairvoyant, alorsEDF est optimal.
Soit la configurationI à deux tâches suivante :



τ1 : r1 = 0, C1,1 = 2s,X1 = 0, C1,2 = 0,D1 = 4s − 1

τi : ri = 0, Ci,1 = 1/n,Xi = 4s − 2 +
n − 1

n
,Ci,2 = 1/n,Di = 4s 2 ≤ i ≤ n

– La figure 6.a donne l’ordonnancement deI par un algorithme optimal. Cette
figure montre que l’adversaire a respecté toutes les échéances. Les tâchesτi

(1 ≤ i ≤ n) sont ordonnancées avantτ1 dès leur arrivée, à l’instant0.
– La figure 6.b montre l’ordonnancement deI par l’algorithmeEDF sur une ma-

chines fois plus rapide. A l’instant0, EDF ordonnanceτ1 car son échéance est
plus proche que celle des autres tâches. Ainsi, il retarde l’exécution des tâches
τi (2 ≤ i ≤ n) qui manquent leurs échéances. Par conséquent,EDF même avec
une machines fois plus rapide ne parvient toujours pas à respecter toutesles
échéances et par conséquent à construire un ordonnancementfaisable.

Calculons maintenant le ratio de compétitivité de l’algorithme d’ordonnancementEDF
avec une machines fois plus rapide. L’algorithme optimal respecte quant à luitoutes
les échéances comme le montre la figure 6.a à la différence d’EDF qui ne respecte
qu’une seule échéance, celle deτ1 (cf. figure 6.b) :
Le ratio de compétitivité d’EDF en faisant tendre le nombre d’instances (n) vers l’in-
fini est égal à :

cEDF =
σEDF

σOpt

= lim
n→∞

1

n
= 0

EDF n’est par conséquent pas compétitif pour la minimisation dunombre de tâches
ne respectant pas leur échéance, même en augmentant la vitesse de la machine allouée
à l’algorithme d’ordonnancementEDF.
Ce qui contredit l’hypothèse de départ et conclut cette démonstration.

a. τ1

4kk 2k 3k

b. τ1

4kk 2k 3k

… …

.. ..

a. τ1τ1

4k4kkk 2k2k 3k3k

b. τ1

4k4kkk 2k2k 3k3k

…… ……

.... ....

FIG. 6 – L’ordonnancement deI parEDF
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La technique d’augmentation des ressources utilisée ainsi, est inefficace pourEDF car
lorsqu’EDF dispose d’une machine plus rapide, seule la machine sur laquelle s’exé-
cute les tâches a été améliorée. Ainsi lorsque les tâches ontbesoin de se suspendre
pour effectuer des opérations sur des machines auxiliaires, elles le font sur des ma-
chines qui n’ont pas été accélérées. Effectuant ces opérations sur la même machine



que le fait l’algorithme optimal,EDF ne va pas plus vite et par conséquent, les durées
de suspension ne sont pas améliorées et donc pas diminuées.

4.4 Minimisation du temps de réponse maximum

Lorsque les tâches ne se suspendent pas, pour tout algorithme d’ordonnancement
conservatif (i.e. n’insérant pas de temps creux dans l’ordonnancement s’il existe au
moins une tâche prête à s’exécuter), alors le plus grand temps de réponse d’une tâche
ne peut excéder la durée de la période d’activité synchrone (Synchronous Busy Per-
iod). Mais cette assertion devient inexacte quand les tâches sont à suspension comme
l’illustre les résultats suivants pourRM, DM, EDF, LLF.

4.4.1 Compétitivité d’EDF, RM et DM

La politique d’ordonnancementEDF est au mieux2-compétitive pour minimiser le
temps de réponse maximum.

Théorème 7 :L’algorithme d’ordonnancement EDF est au mieux2-compétitif pour
la minimisation du temps de réponse maximum en ordonnançantdes tâches à suspen-
sion, se suspendant au plus une fois.

Démonstration :
Soit la configuration de tâchesI suivante :

τ1 : r1 = 0, C1,1 = ǫ,X1 = K,C1,2 = ǫ,D1 = 4K

τ2 : r2 = 0, C2,1 = K,X2 = 0, C2,2 = 0,D2 = 4K − 1

OùK est un entier positif supérieur à1.
Où ǫ est un nombre positif strictement inférieur à1 et tendant vers zéro.
Sur la figure 7 sont présentés les résultats de l’ordonnancement de la configuration
I par l’algorithme d’ordonnancementEDF et par un algorithme clairvoyant optimal.
L’algorithme EDF ordonnance en premier la tâcheτ2 car son échéance est la plus
proche. Mais l’algorithme clairvoyant, ordonnance en premier la tâcheτ1 pour per-
mettre d’ordonnancerτ2 pendant la suspension deτ1.

EDF τ2 τ1

Algo
Optimal

τ1

τ2 τ1τ1

FIG. 7 – Compétitivité d’EDF pour la minimisation du temps de réponse maximum



Le calcul du ratio de compétitivité d’EDF finit cette démonstration. Le temps de ré-
ponse obtenu parEDF pour l’ordonnancement deI est égal à2K + 2ǫ alors que
celui de l’algorithme optimal est deK + 2ǫ. Ce qui nous permet d’obtenir un ratio de
compétitivité d’EDF de2 en faisant tendreǫ vers0 (cf. 2).

cEDF =
σEDF

σOPT

= lim
ǫ→0

2K + 2ǫ

K + 2ǫ
=

2K

K
= 2 (2)

Ce qui conclut notre démonstration puisqu’une configuration I a été trouvée sur la-
quelle le ratio de compétitivité de l’algorithme d’ordonnancementEDF est de2. Par
conséquent,EDF est un algorithme au mieux2-compétitif.

�

Nous allons maintenant étendre ce résultat aux algorithmesRM etDM.

Corollaire 2 : Les algorithmes d’ordonnancement RM et DM sont au mieux2-
compétitif pour l’ordonnancement de tâches à suspension oùchaque tâche se suspend
au plus une seule fois, et en minimisant le temps de réponse maximum.

Démonstration :
La configurationI utilisée dans la démonstration du théorème 7 est conservée.Si
nous ordonnançons cette configurationI avec les algorithmesRM et DM, les priori-
tés affectées par ces algorithmes seront les mêmes que celles affectées parEDF. Par
conséquent commeEDF dans la démonstration du théorème 7,RM et DM ordon-
nancentτ2 avantτ1, ce qui implique que les mêmes résultats que pour l’algorithme
EDF sont obtenus. Ainsi,RM et DM ont un ratio de compétitivité d’au moins deux.
Ce qui permet de conclure queRM etDM sont au mieux2-compétitifs.

�

4.4.2 Compétitivité deLLF

La politique d’ordonnancementLLF est au mieux2-compétitive pour minimiser le
temps de réponse.

Théorème 8 :L’algorithme d’ordonnancement LLF est au mieux2-compétitif pour
la minimisation du temps de réponse maximum pour l’ordonnancement de tâches à
suspension et se suspendant au plus une fois.

Démonstration :
Pour démontrer ce théorème, le ratio de compétitivité deLLF en ordonnançant une
certaine configurationI doit être égal à2. SoitI la configuration suivante :



τ1 : r1 = 0, C1,1 = ǫ,X1 = K,C1,2 = ǫ,D1 = 4K

τ2 : r2 = 0, C2,1 = K,X2 = 0, C2,2 = 0,D2 = 2K + 2

OùK est un entier positif supérieur à1.
Où ǫ est un nombre positif strictement inférieur à1 et tendant vers zéro.
La figure 8 montre les résultats de l’ordonnancement de la configuration de tâches
I par l’algorithme d’ordonnancementLLF et par un algorithme clairvoyant optimal.
L’algorithme LLF (cf figure 8) ordonnance en premier, la tâcheτ2 car sa laxité dy-
namique est plus faible. Quant à l’algorithme optimal, il commence à ordonnancerτ1

pour permettre d’exécuterτ2 pendant la suspension deτ1.

LLF τ2 τ1

Algo
Optimal

τ1

τ2 τ1τ1

FIG. 8 – Compétitivité deLLF pour la minimisation du plus grand temps de réponse

Pour finir, calculons le ratio de compétitivité deLLF (3), en sachant que la longueur
d’ordonnancement obtenue parLLF est égal à2K − 2ǫ et que celle obtenue par un
algorithme optimal n’est que deK + 2ǫ.

cLLF =
σLLF

σOPT

= lim
ǫ→0

2K − 2ǫ

K + ǫ
=

2K

K
= 2 (3)

Ce qui permet de conclure la démonstration puisqu’une configurationI sur laquelle le
ratio de compétitivité de l’algorithme d’ordonnancementLLF est de2 a été détermi-
née. Et donc,LLF est un algorithme au mieux2-compétitif.

�

5 Conclusion

Nous avons présenté plusieurs résultats négatifs sur l’ordonnancement de tâches qui
peuvent se suspendre pour effectuer des opérations sur des machines auxiliaires ex-
ternes au système. Nous avons premièrement prouvé que l’ordonnancement de tâches
qui peuvent se suspendre au plus une fois est un problèmeNP-Difficile au sens fort
et il n’y a pas d’algorithme universel à moins queP = NP. Nous avons également
établi qu’il existe des anomalies d’ordonnancement en exécutant des tâches à suspen-
sion, sous la politique d’ordonnancementEDF. En utilisant l’analyse de compétitivité,
nous avons démontré que les algorithmes classiques peuventdépasser des échéances



et ce même si la charge processeur des configurations est presque nulle alors que des
algorithmes hors-ligne simples qui respectent l’ensembledes échéances peuvent être
facilement établis. Enfin, nous avons démontré que la technique d’augmentation des
ressources n’amène aucune amélioration pour l’ordonnancement de tâches à suspen-
sion sousEDF.
L’une des perspectives de ce travail serait de chercher des solutions pour l’ordonnan-
cement de tâches à suspension. Une autre serait de considérer des configurations de
tâches non indépendantes.
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6 Annexes

6.1 Démonstration du théorème 1

Théorème 1 :L’ordonnancement de tâches périodiques, à échéances sur requête et se
suspendant au cours de leur exécution au plus une fois est un problèmeNP-Difficile
au sens fort.

Démonstration :
Pour démontrer ce théorème, nous allons transformer une instance du problème de3-
partition connu pour êtreNP-Complet au sens fort en une instance de notre problème
[4]. Enfin, nous essayerons d’ordonnancer cette configuration générée.

Instance du problème de3-partition : Soit A un ensemble de3m éléments deN,
B une limite appartenant àN et pour toutj ∈ {1 . . . 3m}, sj ∈ N tels queB/4 <

sj < B/2 et tel que
∑3m

i=1
sj = mB.

Problème :Peut on partitionnerA en m ensembles disjoints (A1, A2, . . . , Am)
tels que, pour1 ≤ i ≤ m,

∑

j∈Ai
sj = B. Ce qui implique que chaque ensembleAi,

i ∈ {1, . . . , n} contient exactement trois éléments. En effet, il ne peut ni en contenir
moins carsj < B/2 et ni en contenir plus carB/4 < sj .
Nous générons à partir de l’instance du problème3-partition, une instance d’ordon-
nancement à3m + 1 tâches :

– Les tâchesτ1, . . . , τ3m sont générées avec le même profil :

i ≤ 3m







Ci,1 = Ci,2 = si

Xi = (2m − 1)B
Di = Ti = 4mB

– La tâcheτ3m+1 :

C3m+1,1 =

⌈

B

2

⌉

C3m+1,2 =

⌊

B

2

⌋

X3m+1 = B

D3m+1 = T3m+1 = 2B

Nous allons maintenant prouver qu’une solution pour le problème de3-partition existe
si et seulement si la configuration de tâches générée à partirde ce problème est ordon-
nançable.



FIG. 9 – Ordonnancement faisable de la configuration générée

Les tâches générées, sont toutes à départ simultané. Par conséquent, nous pouvons
limiter notre étude d’ordonnançabilité à l’hyperpériode dont la longueur est égale à
H = ppcm(T1, . . . , T3m+1) = 4mB. Nous limiterons notre étude qu’à l’intervalle
[0, 4mB].
Nous pouvons également montrer que le facteur d’utilisation de cette configuration est
égal à1

– Le facteur d’utilisation des tâchesτ1, . . . , τ3m est égal à :
∑3

i=1
m +

Ci,1+Ci,2

Ti
=

∑3

i=1
m2 si

4mB

= 2mB
4mB

= 1

2

– Le facteur d’utilisation deτ3m+1 vaut :
C3m+1,1+C3m+1,2

T3m+1
=

⌈B
2 ⌉+⌊B

2 ⌋
2B

= B
2B

= 1

2

Le facteur d’utilisation de cette configuration est par conséquent bien égal à1
2
+ 1

2
= 1.

Ce résultat implique que le processeur est constamment occupé et que par conséquent,
il n’y a aucun temps libre dans l’ordonnancement. La tâcheτ3m+1 possède une laxité
nulle par conséquent, chacune de ses instances doit être exécutée dès son arrivée dans
le système. La tâcheτ3m+1 laisse libre le processeur pendant seulement pour cha-



cune de ses instances, un unique bloc de duréeB (la longueur de la suspension) pour
l’exécution des autres tâches. La figure 9 présente un ordonnancement réussit de la
configuration générée par le problème de3-partition. Les bornes dukième bloc de
temps-creux sont calculables et sont les suivantes :

[

2(k − 1)B +

⌈

B

2

⌉

; 2kB −

⌊

B

2

⌋)

∀k ≥ 1 (4)

Nous allons aborder notre démonstration en deux parties.

1. Si une solution existe pour le problème de3-partition alors la configuration
de tâches générée admet un ordonnancement faisable :
D’après l’énoncé du problème et si nous nous intéressons àA1, il possède exac-
tement trois éléments (notéssj , sk etsl) dont la somme (sj +sk +sl) donneB.
Pendant le temps creux correspondant à la suspension de la première instance de
τ3m+1, nous ordonnançons les premières sous-tâches (Ci,1) des tâches (τj , τk et
τl) correspondant aux éléments deA1. Les secondes sous-tâches sont ordonnan-
cées pendant le temps creux créés par la(m + 1)ième instance deτ3m+1. Ainsi
le temps écoulé entre les deux sous-tâches de chaque tâche générée à partir des
éléments deA1 est égal à(2m−1)B, soit la durée de suspension requise d’après
la formule 4. Nous recommençons le même processus en prenantles éléments
deA2 et en réitérant l’opération en ordonnançant les premières sous-tâches des
tâches générées par les éléments deA2 pendant le temps creux généré par la
seconde instance deτ3m+1 et les secondes sous-tâches pendant le temps creux
obtenu par l’exécution de la(m + 2)ième instance deτ3m+1. Puis, il suffit de
continuer les mêmes opérations en ordonnancant les tâches correspondant aux
élémentsAi pendant lesiième et (m + i)ième temps creux générés par les ins-
tances deτ3m+1. Ainsi, nous obtenons un ordonnancement faisable pour notre
configuration de tâches.

2. Si la configuration de tâches générées admet un ordonnancement faisable
alors il existe une solution pour le problème de 3-partition: Nous allons
d’abord supposer qu’il existe un ordonnancement non-préemptif pour les tâches
générées puis nous traiterons le cas général.
– Il existe un ordonnancement non-préemptif pour les tâchesgénérées à partir

du problème de3-partition :
Comme le facteur d’utilisation est de1 et que l’ordonnancement est faisable,
dans chaque temps creux dû à l’exécution d’un job deτ3m+1 trois tâches
exécutent soit leur première sous-tâche, soit leur seconde(elles sont trois
car B/4 < Ci,j < B/2, i = 1..3m, j = 1, 2). Les trois tâches dont la
première sous-tâche s’est exécutée pendant le temps creux dû à l’exécution
du premier job de la tâcheτ3m+1, ne peuvent pas exécuter leur seconde sous-
tâche pendant lesm − 1 blocs de temps creux suivants générés parτ3m+1

sinon la durée de suspension n’est pas respectée. Par conséquent, la seconde
sous-tâche ne peut être ordonnancée qu’à partir du(m+1)ième bloc de temps
creux. Pendant ce temps creux, toutes les premières sous-tâches de toutes les
tâchesτi (pouri ∈ {1 . . . 3m}) ont été exécutées et toutes ces tâches sont en



période de suspension sauf celles qui ont exécutées leur première sous-tâche
durant le premier bloc de temps creux. Par conséquent, commele facteur
d’utilisation est de1, pendant le(m + 1)ième bloc de temps creux, les seules
tâches ordonnancées sont celles dont la première sous-tâche a été exécutée
durant le premier bloc de temps creux. En répétant cette logique pour les
autres tâches, les tâches dont la première sous-tâche a été exécutée pendant
le iième (i ≤ m) bloc de temps creux a exécuté sa seconde sous-tâche pendant
le (m + i)ième bloc de temps creux. Ainsi, si nous nommonsAi, l’ensemble
dessk ayant servi à la conception des tâches dont la première sous-tâche a été
exécutée pendant leiième temps creux généré parτ3m+1. Alors nous obtenons
une partition deA enm sous-ensembles respectant les contraintes données
par le problème de3-partition.

– Cas général :
Nous allons en fait démontrer qu’une sous-tâche ne peut s’exécuter que dans
un unique bloc de temps creux généré parτ3m+1. En effet, utilisons un rai-
sonnement par l’absurde et supposons qu’une sous-tâche aitcommencé son
exécution dans un block (k < m) et qu’elle finisse son exécution dans le
bloc k + 1. Les autres sous-tâches sont supposées s’être exécutées dans un
unique bloc. Comme il ne peut y avoir plus de trois sous-tâches par bloc, il
n’y a que deux sous-tâches dont l’exécution s’est terminée dans le block. Par
respect des suspensions des tâches, il n’y a seulement que deux sous-tâches
complétées dans le blocm + k. Comme une conséquence, il y a un temps
creux dans le block + m ce qui contredit le fait que le facteur d’utilisation
est égal à1. Ce qui finit cette démonstration.

�

6.2 Démonstration du théorème 2

Théorème 2 :S’il existe un algorithme d’ordonnancement universel pourles configu-
rations de tâches où chaque tâche se suspend au plus une fois alors P = NP.

Démonstration :
Nous allons utiliser une technique de preuve classique, telle que celle présentée dans
[5]. Plus précisément, nous allons supposer l’existence d’un tel algorithme. Et nous
allons démontrer que si cet algorithme choisit en un temps polynomial (polynomial
en la longueur de la configuration) la prochaine tâche exécutée, alorsP = NP. Parce
que dans ce cas là, nous aurons trouvé un algorithme pseudo-polynomial qui résout le
problème de3-partition.
Nous supposons qu’il existe un algorithme d’ordonnancement pour les configurations
de tâches périodiques, où chaque tâche peut se suspendre au plus une fois, et sur des
systèmes monoprocesseurs. Cet algorithme est notéA. En utilisant la même technique
que celle détaillée dans la preuve du théorème 1, nous définissons à partir d’une ins-
tance du problème de3-partition un ensemble de3m + 1 tâches, notéI. L’ensemble
des tâches composant la configuration nouvellement généréeI sont à départ simul-
tané. En utilisant le même raisonnement que dans la démonstration du théorème 1,



pour vérifier que tous les instances respectent leurs échéances, nous pouvons limiter
notre période d’étude à l’intervalle[0, 4Bm]. Par conséquent nous ordonnançons la
configurationI avec l’algorithmeA, puis nous vérifions que chaque tâche respecte
son échéance. L’hyperpériode de l’ordonnancement est, comme nous l’avons calculé
précédemment, est égale à4Bm. De plus, d’après nos hypothèses,A est un algo-
rithme polynomial. Par conséquent, vérifier que toutes les échéances sont respectées
se fait en un temps au plus pseudo-polynomial (i.e, c’est clairement réalisé en temps
proportionnel àBm). En utilisant le même raisonnement que lors de la démonstration
du théorème 1, la configurationI n’est ordonnançable par l’algorithmeA que si et
seulement s’il existe une partition des tâchesτ1, . . . , τ3m en m ensembles disjoints
A1, A2, . . . , Am tels que pour chaque ensembleAi (i ∈ {1, . . . ,m}), nous avons
∑

τj∈Ai
Cj,1 = B. Ainsi, la solution obtenue par l’algorithmeA donne une solution

pour résoudre le problème de3-partition. Pour déterminer cette solution, nous trans-
formons l’instance du problème de3-partition en simplement construisant l’ensemble
de tâches avec au plus une suspension par tâche comme dans la preuve du théorème
1 et alors en présentant cette configuration de tâches à la procédure de décision basée
sur l’algorithmeA.
Par conséquent, nous avons trouvé un algorithme pseudo-polynomial pour résoudre
le problème de3-partition. Mais le problème de3-partitionNP-complet au sens fort.
Donc, et pour conclure, si l’algorithmeA existe alorsP = NP. Un tel algorithme ne
peut donc par conséquent pas exister.
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