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Introduction générale

Les systemes temps réels sont de plus en plus présents dans le quotidien. Systémes infor-
matiques reliés a un procédé a I’ aide de capteurs et d actionneurs, leur évolution doit se cal-
quer sur leur environnement. Leur essence est donc leur réactivité : tout doit se passer comme
Sils réagissaient en temps réel par rapport au procédé contrdlé. Celaimpligue en premier lieu
la nécessité pour le concepteur de faire en sorte que le programme respecte des contraintes
temporelles inhérentes al’ environnement.

Différentes études ont éé menées au cours de ces trente dernieres années, certaines se ba-
sant sur I” hypothese synchrone (le temps de traitement informatique est trés court par rapport
al’évolution du procédé), et les autres sur I’ hypothése asynchrone.

Les applications temps réel, sous I’ hypothése asynchrone, sont subdivisées en taches in-
formatiques de durée non nulle. La problématique principale, dans ce cas, est de s assurer de
la correction temporelle des taches présentes. Deux grands courants ont émergé en ce qui
concerne la validation temporelle : I’ approche en-ligne et |’ approche hors-ligne. La premiére
approche se base sur I’ utilisation d' algorithmes de complexité polynomiale, qui sont optimaux
dans certains cas, mais seulement approchés dans le cas général. La seconde approche, que
nous développons dans ce document, se base sur une éude des taches généralement plus
colteuse en temps, permettant dans tous les cas de trouver comment agencer les taches, on
parle alors d’ ordonnancement, afin d’ assurer |e respect des contraintes temporelles.

L’ avantage de la premiére approche est la simplicité de mise en cauvre des agorithmes,
mais en contre-partie, des lors que les taches interagissent, les applications sont difficiles,
voireimpossibles avalider.

Cet inconvénient est absent de certaines approches hors-ligne, qui peuvent étre optimales.
Cependant, le colt de I’ optimalité se traduit par la difficulté relative de mise en cauvre de tel-
les approches, et surtout par un temps de calcul au moins exponentiel. Ce désagrément en-
traine la mise en cauvre d' optimisations et d heuristiques diverses, choisies pour nuire le
moins possible a1’ ordonnancabilité des systemes de taches étudiés.

Etant donné que le col(t des approches optimales est au moins exponentiel, nous nous
sommes intéressés a la recherche d’ ordonnancements ayant certaines caractéristiques qualita-
tives et quantitatives, qui peuvent étre obtenues au méme co(t.

Notre approche se base sur une énumeération des séquences d’ ordonnancement valides d’ un
systeme de téches. Afin de favoriser I’ évolution des systemes considérés par notre approche,
nous avons choisi de baser cette énumeération sur un réseau de Petri, construit de sorte que son
langage soit I’ensemble des ordonnancements valides du systéme modéisé. Aing, il a été
possible de prendre en compte dans le modéle différents modes d’interactions entre taches
gui, a notre connaissance, N’ont jamais été tous pris en compte dans la méme approche. Une
grande partie de notre étude a consisté a trouver des optimisations et heuristiques permettant
d’ obtenir des ordonnancements valides en diminuant le temps et I’ espace nécessaires a leur
obtention. Enfin, au cours de notre éude est apparu un probléme ouvert concernant la durée
nécessaire a |’étude d'un ordonnancement lorsgue les taches sont initialement différées.
L’ éude réalisée grace aux graphes des marquages générés par notre modél e nous a permis de
résoudre cette question.

Dans |le premier chapitre, nous exposons |a problématique temps réel, et présentons les hy-
pothése synchrones et asynchrones, ainsi que les noyaux temps réel servant de support de dé-
veloppement aux applications temps réel. Ensuite, nous exposons certaines approches propo-
sées dans la littérature, en en distinguant les deux grands courants : en-ligne et hors-ligne.

Le second chapitre présente quelques extensions des réseaux de Petri, afin que les lecteurs
non familiers avec ce modéle puissent appréhender la suite.
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Le troisiéme chapitre résout e probleme, ouvert jusqu’ici, de la durée de simulation néces-
saire al’ éude de systemes de taches dont certaines peuvent étre initialement différées.

Le quatrieme chapitre présente le modéle réseau de Petri utilisé pour énumérer les ordon-
nancements valides des systemes de taches dans le cas monoprocesseur. Son langage est étu-
dié a travers I'dlure de son graphe des marquages. Sa construction, et I'utilisation
d heuristiques permettant de diminuer sa taille sans nuire a I’ ordonnangabilité du systeme
étudié sont présentées. Nous expliquons de quelle maniére il est possible d’ extraire smple-
ment des ordonnancements ayant des propriétés qualitatives et quantitatives grace a la forme
particuliere de ce graphe.

Le cinquiéme chapitre décrit les modifications mineures qui ont éé proposées afin
d adapter le modele réseau de Petri utilisé aux environnements multiprocesseur.

Enfin, le sixieme chapitre détaille une éude de cas traitée a |’ aide de la méthodol ogie pro-
posée.
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Systemes temps réel et ordonnancement

Cette partie introduit la problématique temps réel a travers la présentation des
hypotheses synchrone et asynchrone. Puis elle aborde le probleme sous
I” hypothese asynchrone par la description d’un noyau temps réel type : support de
développement d’ applications temps réel, sa présentation permet d appréhender
les éléments devant étre pris en compte dans une étude temporelle, ce qui permet
d’introduire les différents modél es de taches temps rédl.

-1 Introduction au temps réel

L’ émergence de I'informatique temps réel va de pair avec I’informatisation du contréle de
procédés. Les domaines concernés vont des chaines de production aux transports aériens en
passant par les robots de plus en plus perfectionnés, tels que les modules d’ exploration plané-
taire, et I’aide a la conduite automobile. Les débouchés sont considérables et a I'aube du
vingt-et-uniéme siecle, nombreux sont les projets d’ automatisation partielle ou compléte de
nombreuses téches, telles que la conduite automobile ou le contrdle de chaines de montage.

Le qualificatif temps réel désigne toute application mettant en oauvre un systéme informa-
tique dont le fonctionnement est assujetti a I’ évolution dynamique de I’ état d’un environne-
ment (appelé procédé) qui lui est connecté et dont il doit contréler le comportement
[CNRS 88]. Il peut qualifier le mouvement d’ une caméra pilotée a distance qui commencera
guelques centaines de millisecondes apres une commande du télé opérateur, ou bien le pro-
cessus de décision de stabilisation d'un avion qui ne devra pas dépasser une cinquantaine de
millisecondes. Il désigne une réaction dont le temps de réponse est relativement court par rap-
port alavitesse d' évolution du procédé [TE 97].

Pour certaines classes de systemes informatisés (comme les systémes interactifs ou trans-
formationnels), le temps de réponse des programmes n’influe que sur le confort d’ utilisation,
et, s un utilisateur manque de patience, il peut investir dans du matériel informatique plus
puissant ou un réseau a haut débit.

Les systemes temps réel, quant a eux, doivent maintenir une cohérence la plus fine possible
d’une part entre leur environnement et la représentation interne qu'’ils en ont, et d’ autre part
entre une modification d’ état de leur représentation interne du monde et leur réaction face ace
changement. Cette contrainte est d’une part logicielle (le systeme doit étre correctement pro-
grammeé), mais aussi temporelle: il est primordia que le systeme informatique temps réel
puisse réagir dans un temps relativement court (on peut parler aors de réaction instantanée
pour un observateur extérieur) par rapport a la vitesse d’ évolution de son environnement. En
effet, un robot manipulateur de chaine de montage doit réagir en un temps relativement court
par rapport a la vitesse de passage de |la piéce détachée devant ses capteurs, car son bras mé-
canique doit saisir une piéce en mouvement.

La notion d'instantanéité de la réaction d’un systéme temps réel est une vue idéale, elle se
traduit dans la réalité par la nécessité de respecter des contraintes temporelles induites par la
dynamique de I’ environnement du procédé controlé.

La différence marquante entre les différents contextes que I’on pourrait qualifier de temps
réel est la notion de criticité du temps. En effet, alors que le retard de quelques millisecondes
d’une trame vidéo sur un réseau ne fera que nuire au confort d'un utilisateur, le retard de la
décision de redresser un avion peut provoguer une catastrophe sur le plan humain ainsi que
des pertes financiéres considérables [Sta 88]. On parle aors de temps réel mou, comme ¢’ est
le cas pour les applications multimédias, et de temps réel dur (ou strict), comme c'est le cas
pour les systemes critiques. Dans cet ouvrage, nous nous intéresserons au temps réel dur.
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I-1.1 Le contrdle de procédé

Les systémes temps r éel sont généralement composés de deux ééments distincts : une ou
plusieurs entités physiques constituent le procédé, dont le réle est d’ agir et de « sentir », et un
contréle informatique, nommeé contréleur ou application temps réel qui est le cerveau du
proceédé. Le contrbleur recoit des informations sur I’ environnement du procédé a I’aide de
capteurs et commande les changements d’ état du procédé via des actionneurs.

La figure I-1-1 donne un apercu des interactions qui existent entre procédé et contréleur
d’ un systéme temps réel.

. .

Procédé Controleur

figure1-1-1 : interactions entre procédé et controleur

Les informations collectées par les capteurs peuvent étre utilisées par le contréleur soit
sous la forme d’ événements, soit sous la forme de données continues, qui peuvent étre lues
explicitement par le contréleur. On retrouve les événements discrets et continus de SA-RT
[Gol 93].

Lorsqu’il est confronté al’implémentation d’un systéme temps réel dédié au contrdle d' un
procédé, un ingénieur ale choix entre I’ approche synchrone et I’ approche asynchrone.

Dans certains cas, la vitesse de traitement de I'information est telle comparée aux modifi-
cations de I’ environnement qu’il est possible de faire I’ hypothese de I’ instantanéité entre ac-
tion et réaction : ¢'est I'’hypothése synchrone, faite dans les langages réactifs. Dans d’ autres
cas, la masse d'informations a traiter est telle que cette hypothese n’est plus faisable: ¢’ est
I hypothese asynchrone.

I-1.2 Hypothése synchrone et asynchrone

[-1.2.1 Hypothese synchrone

L’ hypothese synchrone suppose que le temps des calculs est négligeable par rapport a la
dynamique du procédé. Avec une telle hypothese, il est inutile d interrompre un traitement par
un autre jugé plus prioritaire, puisqu’il est tellement rapide qu’il peut étre considéré de durée
nulle [Ell 97].

Lafigure I-1-2 montre le principe de |’ approche synchrone : les événements ne sont obser-
vés par le systéme de taches que lorsqu’ aucun événement précédent n’est en cours de traite-
ment, ¢’ est a dire uniquement lorsgu’ils peuvent étre traités. Si un événement alieu lors d’un
traitement, une implémentation possible est de considérer le systeme comme éronné puisgu’il
ne respecte pas | hypothese synchrone, ou bien de ne percevoir I’événement qu'a la fin du
traitement en cours. Tout se passe donc comme si le systeme réagissait de fagon synchrone
avec les événements exteérieurs.
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D Traitement d’'un événement

— Evénements entrantsinvisibles
— Evénements entrants visibles

pg g S

Observation des événements

Occurrences d’ événements

figure I-1-2 : chronogramme du comportement d’ un systéme temps réel synchrone

L’ approche synchrone est exemptée des problémes liés aux exclusions mutuelles entre les
taches. De plus, les durées de traitement des événements extérieurs étant considérées comme
nulles par rapport ala fréquence d’ arrivée des événements, le probléme de I’ ordonnancement
des téches (i.e. ordre dans lequel elles s’ exécutent) n’ est pas important.

Un autre avantage de I’ approche synchrone est sa simplicité relative de programmation
dans I utilisation des langages synchrones. Dans les langages synchrones (appelés aussi lan-
gages réactifs) on peut citer ESTEREL [BG 92][Ber 98a][Ber 98b], LUSTRE
[HCRP 91][HLR 92] et SIGNAL [GBGM 91] qui sont tous basés sur une hypothése de temps
de traitement informatique nul au niveau du controleur. Le temps n’est pas quantitatif mais
relatif aux événements, on dit qu’il est guidé par les événements. Des propriétés, notamment
de vivacité et de slreté, sur les programmes générés peuvent étre montrées al’ aide de techni-
ques basées sur le model checking [CGL 93][Mill 93]. La complexité moyenne de ce genre
d étude, pouvant étre exhaustive, est fortement réduite par I utilisation de Binary Decision
Diagrams (ou BDD) [Bry 92] qui permettent de diminuer sensiblement la taille des graphes
d’ états générés en se basant sur une rel ative indépendance existant entre les différents états du
controle.

Cependant, bien que I’ évolution des processeurs soit rapide, la complexité des procédés a
contréler va croissante. De plus, la fabrication a grande échelle de systemes temps réel, no-
tamment en ce qui concerne I'industrie automobile, nécessite I’ utilisation de processeurs a
moindre co(t. Lorsque |'hypothése synchrone ne peut étre posée, un concepteur
d applications temps réel doit se tourner vers |’ approche asynchrone.

[-1.2.2 L’hypothése asynchrone

Lors d’ une approche asynchrone, aucune hypothése de puissance de traitement informati-
gue n’est formulée. Chaque action nécessite une durée d' exécution non nulle, et dans ce cas, il
est nécessaire de démontrer gue le contrdleur ne conduira pas e procédé dans des états indési-
rables (au crash d'un avion par exemple) par sa lenteur. |l est donc primordial qu’un systéme
temps réel soit prédictible, afin qu’ une étude puisse montrer sa correction temporelle.

Dans le cadre d' une approche asynchrone d’ un systéme temps réel, les événements doivent
étre pris en compte le plus rapidement possible, et peuvent intervenir a n'importe quel mo-
ment, y compris lors du traitement d’un événement antérieur (voir figure I1-1-3). Il est donc
désirable que e programme puisse changer de comportement en interrompant le traitement en
cours afin de consacrer les ressources informatiques a un événement juge important : on parle
alors de préemption.




Introduction au temps réel

D Traitement d’un événement

— Evénements entrantsinvisibles
— Evénements entrants visibles

— = F» Evénement

Observation des événements

| |
| |
| | | Occurrences d' événements
El E2 E3

figure I-1-3 : chronogramme du comportement d’ un systéme temps réel asynchrone: les évé-
nements entrants sont toujours visibles

Définition [-1-1 : préemption

Action d'interrompre une tache qui utilise le processeur afin d’ en exécuter une autre.

Le probleme est que dans ce cas, le traitement d’ un événement peut arbitrairement retarder
celui d'un autre qui, bien que moins important, n’en est pas forcément moins vital au com-
portement du programme. Deux constats ont été faits a partir de ce probleme :

Premierement, il est souhaitable de pouvoir interrompre une action pour en commencer
une autre afin de permettre d’interrompre un traitement par un autre. Cela est fait en séparant
les actions du programme temps rédl en taches informatiques. Ainsi, une téche pourrainter-
rompre une autre tache sans pour autant perdre le travail effectué par la téche interrompue :
Cc'est la préemption.

Deuxiemement, il est nécessaire d’assurer que, quelle que soit I’ évolution du monde dans
lequel se situe le procédé, et donc quelles que soient les occurrences d événements, le pro-
gramme réagit en temps relativement rapide.

Le temps est dans cette hypothése un temps physique, donné par une horloge. Les ordina-
teurs ne pouvant préempter les taches qu’a intervalles de temps discrets, il S ensuit une dis-
crétisation du temps: les durées des actions sont exprimées en unités de temps entieres ou
rationnelles, que I’ on peut ramener a des durées entieres.

L’ expression « en temps relativement rapide » traduit d’ une part la nécessité de conserver
une cohérence entre le monde extérieur et le modéle interne du programme et d’autre part
I’ assurance d’une réaction «en temps réel » aux sollicitations extérieures. Cette notion est
évidemment relative a la dynamique du procédé: four a verre dont la température et les ni-
veaux doivent étre régulés ou bien avion dont I’ altitude doit étre modulée. La notion de temps
réel doit donc étre traduite en contraintes temporelles, déduites d’ un cahier des charges décri-
vant le comportement voulu du procédé. Ces contraintes temporelles sont appliquées sur les
taches du programme puisque ce sont ces dernieres qui réagissent aux évolutions du procédé.
Les taches sont donc qualifiées de taches temps rédl, et il est indispensable de prouver leur
correction temporelle afin de démontrer que le procédé aura toujours un comportement cohé-
rent avec ce qu’ exigeait le cahier des charges.

Puisque la correction temporelle des taches temps réel dépend du retard qu’ elles peuvent
sinfliger & cause de leur exécution concurrente, |’ ordre dans lequel elles s exécutent est pri-
mordial pour la correction temporelle du programme. C’est cet ordre d’ exécution, appelé or -
donnancement, qui est éudié dans ce travail.
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Définition |-1-2 : Ordonnancement

Ordre d’ exécution des taches sur un ou plusieurs processeurs.

I-1.3 Les systemes temps réel

Afin de mieux cerner les problemes posés par |’ étude des systémes temps réel, la section
suivante décrit un noyau temps réel typique.

[-1.3.1 L’exécutif temps réel

Un exécutif temps réel est un systéme d’ exploitation multitache dans lequel la durée
d’ exécution de toute fonction systéme est documentée (ou bien au moins prédictible et
connue). |l est ainsi possible d' évaluer la durée de chaque tache a partir de son code source, ce
qui permet I’ étude temporelle des systemes implémentés sur un exécutif temps réel.

L’ exécutif est chargé de faire le lien entre les applications, qui devraient étre indépendantes
de la plate-forme support, et I’ architecture physique de la plate-forme support. Il est accom-
pagné d’ outils de dével oppement tels que des compilateurs C ou Ada.

Lors d'une approche asynchrone, les langages C et Ada sont les plus utilisés en informati-
gue temps réel. 1ls sont donc utilisés dans la suite comme support de description des primiti-
ves temps réel fournies par un noyau temps réel minimaliste. Ce noyau servira de base aux
exemples d’ applications temps réel développés au long de cet ouvrage.

Les langages basés sur un exécutif temps réel permettent de gérer des téches, de les faire
communiquer, se synchroniser, partager des ressources, et bien entendu de gérer le temps.
Quiatre types de primitives, dites temps réel, sont donc proposées dans ces langages :

- Lagestion destaches
La gestion des communications et synchronisations
La gestion des ressources critiques

- Lagestion du temps

Dans la suite, un sous-ensemble des primitives généralement proposées est présenté. Ce
sous-ensembl e est volontairement restreint, car une description exhaustive des possibilités des
noyaux temps réel n’est pasici le sujet. Les primitives sont inspirées des primitives trouvees
dans le systéme RTEMS[RTE 96] pour le C et dans le langage Ada95 [Ada 95][Bar 96].

[-1.3.1.a Gestion des taches

Les téches atteignent au cours de lavie d’ une application les états décrits sur lafigure 1-1-4
[RTE 96].

Une tache est initialement cr éée, aing, elle devient existante mais endor mie. Elle doit étre
réveillée, aprés initialisation, par son réveil, qui la met dans I'éat «préte» (on dit aors
gu'elle est active). C'est dans cet état qu’elle requiert un processeur. Lorsque le noyau le dé-
cide, suivant la politique d’ ordonnancement choisie, cette tache se verra allouer un processeur
afin d'étre exécutée. De I’ état « exécutée », une tache peut étre préemptée par une autre, ou
bien se mettre en attente d' un message, d' une date, d’ un événement, ou bien de I’ accés aune
ressource. Lorsgu'elle est en attente, une téche passe dans I'état «préte» lorsque
I’ événement, la date, ou le message (resp. la ressource) est arrivé (resp. libre). 1l est a noter
gu’ une tache en attente d’'une ressource qui n’arrivera jamais est bloquée, on parle alors de
blocage fatal ou de deadlock.
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figure 1-1-4 : graphe des états possibles des taches gérées par un noyau temps réel

A tout instant, une tache peut étre supprimée. De plus, une tache peut se mettre en attente
pendant un certain temps ou jusqu’ a une certaine date, on parle de « suspension ».

Afin de gérer les taches, les noyaux temps réel proposent au moins le jeu d'instruction pré-
senté dans le tableau I-1-1.

Instruction Paramétres Post-condition

Creer_Téche T : nom de téche une tache 1 est créée, elle est dans | état
X : code source com- | «endormie »
posant la téche

Lancer_Téache T : nom de téche T passe de |’ état « endormie » al’ état « préte »,
son code est prét a étre exécuté
Supprimer_Tache | 1: nom detéche latéache T est supprimée

tableau I-1-1 : primitives de gestion des taches dans un noyau temps réel minimaliste

Ces primitives sont transparentes en Ada : en effet puisgue la création d’une tache a lieu
lors de la déclaration d’un objet de type tache, son lancement a lieu aprés sa création et son
initialisation, et sa suppression alieu dés que son code est terminé.

Les primitives de gestion de priorités sont volontairement mises de coté, car la gestion des
priorités est inhérente a I’ ordonnancement choisi. L’ ordonnancement est étudié largement
dans lasuite.

[-1.3.1.b Gestion des communications et des synchronisations

I ) Communication asynchrone : La boite aux lettres

Les communications asynchrones se font a travers un tampon d’ échange permettant a des
taches d'échanger des données. La zone tampon porte le nom de boite aux lettres puisque
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I’ analogie existant entre communication asynchrone et communication par boite postale per-
met d’ appréhender trés simplement |e concept.

Lazone d échange est une boite aux lettres dans laquelle une téche dite émettrice peut dé-
poser des données. Les données de la boite aux lettres sont gérées en fifo (i.e. premier dépo-
se/premier retiré), et latache dite réceptriceretire les données dans |’ ordre d’ arrivée.

On parle de communication asynchrone car, en régle générale, une tache émettrice n’a pas
besoin d’ attendre que la tache réceptrice soit al’ écoute pour lui envoyer des données.

Cependant, les communications par boites aux |ettres présentent quel ques contraintes :

Une boite aux lettres a une taille bornée, et lorsgu’ une téche doit déposer des données dans
une boite pleine, suivant I’implémentation choisie, soit le message le plus ancien est écrasé
par le nouveau (on peut alors parler de tableau noir), soit la tache est bloquée jusqu’ a ce que
des données aient éé retirées de la boite. Si |a boite est vide, une tache désirant recevoir des
données est mise en attente (état « en attente ») jusqu’ a ce que des données aient été déposées
dans la boite.

Les primitives de communication asynchrone proposées par les noyaux temps réel sont
présentées dans le tableau 1-1-2.

Instruction Parametres Post-condition

Créer_BAL B: nom de boite aux | une boite aux lettres 3, de taille t est créée avec
lettres écrasement des messages ou non lorsgue la boite
t:talle est pleine.
type: avec écrasement
ou non

Déposer BAL  B: nom de boite aux la tache executant cette instruction (eémettrice),
lettres dépose la domnée & dans (. Suivant
0 : donnée I’implémentation, cette instruction peut étre blo-

guante: si 3 est pleine, soit I’ émettrice passe dans
I’état « en attente » jusqu’a ce que O puisse étre
déposée dans 3, ou non dans le cas ou le plus
vieux message est écrase.

Retirer BAL B: nom de boite aux la tache exécutant cette instruction (réceptrice),
lettres retire une donnée & de (. Cette instruction est
renvoie & : donnée bloquante: si B est vide, la réceptrice passe dans
I’état « en attente » jusqu’a ce que O puisse étre
retirée. Généralement, les taches en attente sur
une boite aux lettres sont mémorisées dans une
file fifo gérée avec ou sans priorités.

tableau I-1-2 : primitives de communication asynchrone dans un noyau temps réel minima-
liste

Les communications asynchrones ne sont pas offertes directement dans le jeu d’instruction
standard d’ Ada, cependant, il est possible de les implémenter trés simplement depuis Adad5 a
I’ aide d’ objets protégés, que I’ on pourrait assimiler a des moniteurs. Par exemple, une boite a
lettres de taille 1 avec écrasement peut étre implémentée en Ada95 de la fagon suivante :

protected boite_a lettres is
procedure déposer(delta : in donnée) ;
-- Cette primtive est non bloquante car la boite est a écrasenent
entry retirer(delta : out donnée) ;

11
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-- Cette primtive est bloquante, caractérisée par |le not clé
-- entry a la place de procedure
private
d : donnée
vi de : bool ean :=true
-- La bofte est initialenment vide
end boite a lettres

protected body boite_ a lettres is

procedure déposer(delta : in donnée) is
begi n

d := delta ;

vide := fal se ;

end déposer ;
entry retirer(delta : out donnée) when not vide is
-- la tache appel ante est bloquée tant que |la boite est vide
begi n
delta :=d
vide := true
end retirer ;
end boite_a lettres

ii ) Communication synchrone : le rendez-vous

La seconde forme de communication, initialement proposée dans Ada 83 est |a communi-
cation par rendez-vous. Ici, deux téches se synchronisent pour s échanger des données et
éventuellement exécuter un code en commun. L’ une des téches, celle qui demande le rendez-
vous, attend que I’ autre tache accepte le rendez-vous. Lorsque le rendez-vous est éabli, la
tache qui a accepté le rendez-vous exécute une partie de code de fagcon synchronisée avec
I’ autre tache. Latache demandeur attend que | e code soit terminé avant de continuer seule. Ce
concept est rarement implémenté tel quel dans les noyaux temps réel car il peut étre obtenu a
I’ aide de deux boites aux lettres pour chaque rendez-vousr dz- vous; :

-- Lors de |I'initialisation du systeéne
Créer BAL(demande _rdz_vous;, 1)
Créer BAL(accepter _rdz_vous;, 1)
-- Denmande de rendez-vous dans |l e corps de |la tache denandeur
Déposer _BAL(demande_rdz_vous;, paranetres_du_rdz-vous)
Retirer_BAL(accepter_rdz_vous;, paranmetres_de_retour_du_rdz-vous)
-- La tache demandeur se net en attente de la fin du rendez-vous
-- Acceptation de rendez-vous dans |le corps de |la tache acceptrice
Retirer_ BAL(demande_rdz_vous;, paranetres_du_rdz-vous)

-- Code du rendez-vous
Déposer _BAL(accepter_rdz_vous;, paranmetres_de_retour_du_rdz-vous)

Les communications synchrones peuvent ainsi étre obtenues a I’aide de primitives de
communication asynchrone. Nous nous limiterons donc a I’ étude de communications asyn-
chrones.

iii ) Synchronisations : Les signaux ou événements

Une dternative ala communication par boite aux lettres est la communication par signaux
(voir tableau 1-1-3), on parle aussi d’ événements. Des téches peuvent a certains moments de
la vie de I’ application émettre ou attendre des événements. La différence majeure existant
entre événements et messages est la possibilité d’ envoyer ou d' attendre des conjonctions ou
disionctions d’ événements. Par exemple une tache peut attendre (E1& E)|Es, C'est a dire que
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les événements E; et E, soient émis ou bien que I’ événement E3 soit émis. 1l y a de plus deux
facons de signaler un événement : mémorisé ou non.

Instruction Parametres Post-condition
Créer_Evt €:nomd événement | un événement € est créé. Une file d attente vide
de taches en attente est créée. L'éat de € et
«non signalé ».
Signaler_Evt X: conjonction | les événements de X deviennent signalés. Toutes
d’ événements les taches bloguées en attente dans les files de ces
événements voient leur condition de réveil ré
évaluée.
Effacer_Evt X: conjonction | I’ état des événements de X devient non signalé.
d’ événements
Cliquer_Ewvt X : nom d événement | Cette instruction équivaut & successivement Si-

gnaler et effacer les événements de X. Toutes les
taches bloguées en attente dans les files des évé-
nements cliqués voient leur condition de réveil
réévaluée. Cette instruction correspond a
I’ émission d’ un événement non mémorisé.

Attendre_Evt

X : combinaison logi-
que d’ événements
conjonctifs ou disonc-

s les événements attendus sont signalés, la tache
executant cette instruction continue normal ement
son exécution, sinon, la tache passe dans I’ état

« bloguée » et est mise dans les files d’ attente des
événements de X.

tifs

tableau 1-1-3 : primitives de gestion d’ événements dans un noyau temps réel minimaliste

Ce type de communication est hautement utilisé dans les langages synchrones, mais beau-
coup moins dans les langages asynchrones. D’ailleurs les gestions d’ événements ne sont pas
proposees par Ada. On peut imputer cela au fait que les systémes utilisant ces primitives sont
difficiles a étudier dés lors que I’ on se trouve dans une hypothése asynchrone. En effet, dans
ce cas, le comportement des taches est fortement influencé par I’ordonnancement (voir
exempleI-1-1).

exemplel-1-1: éude de deux taches communicant via événements.

Soient deux taches 1; et 1, telles que 1; clique I’ événement E; et que 1, attende cet événe-
ment. Si I’instruction Cl i quer _Evt de 1; est exécutée apres|’instruction At t endr e_Evt
de 1, dors 1, peut continuer son exécution (voir figure I-1-5), sinon 7, reste en attente (voir
figure 1-1-6) jusqu’a ce que E; soit a nouveau signalé. Or si 1, et T, sont actives en méme
temps, ¢’ est la politique d' attribution des processeurs uniquement qui décide du sort de 7,. On
aboutit ala méme remarque sur I’influence de I’ ordonnancement pour les événements mémo-
risés: le probleme se pose lorsgque I’ événement est effacé: si la tache effacant I’ événement
S exécute avant une tache qui est censée I’ attendre, le comportement du systeme est différent
du casou I’ ordre d’ exécution est inverse.
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3 A

: E, nonsignale
Attendre(E,) E,signae

figurel-1-5: événement non mémorisé: cas ou |’ événement a lieu apresla mise en attente

T i Pas de suite de 1,

Ey / \ E, nonsignale
E,signalé Attendre(E))

figure1-1-6 : événement non mémorisé: cas ou |’ événement a lieu avant la mise en attente

L’interaction existant entre ordonnancement des téches et fonctionnement des taches
communicant via événements justifie le fait que les événements ne sont généralement pas étu-
diés dans le cadre de systemes temps réel asynchrones.

[-1.3.1.c Gestion des ressources critiques

Les ressources sont critiques s elles ne peuvent étre utilisées simultanément que par un
nombre restreint de taches. Par exemple, certains périphériques, tels le terminal, une impri-
mante ou les stockages, sont souvent restreints a un seul accés simultané. De méme, |’ acces
en écriture a une méme zone mémoire ne peut étre effectué que par une seule téche. Le
concept sous-jacent aux ressources critiques se nomme I’exclusion mutuelle: il sagit
d’assurer que I’ acces a une ressource (on parle aors de section critique) ne peut pas étre in-
terrompu par un autre acces a cette méme ressource. Cette notion, ainsi que la notion
d'interblocage, est détaillée dans les chapitres 2.2 et 3.3 de [Tan 99].

Il existe plusieurs solutions au probleme d’ exclusion mutuelle, mais la solution la plus ré-
pandue dans les noyaux temps réel s appuie sur les sémaphores.

Chaqgue ressource est protégée par un sémaphore, initialisé par le nombre d’ acces simulta-
Nés autorisés sur la ressource. Lorsqu’ une téche souhaite utiliser une ressource, elle doit pren-
dre le sémaphore, et le rendre lorsgu’ €lle n’ a plus besoin de |a ressource.

Il existe aussi des ressources en lecture/écriture, pour lesguelles n accés simultanés en lec-
ture sont possibles, alors qu'un seul acces simultané en écriture n'est possible, excluant tout
acces simultané en lecture. Ce modéle de ressources n'a été étudié que par peu d’ auteurs,
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comme Zhao, Ramamritham et Stankovic qui |’ ont éudié dans [ZRS 87a][ZRS 87b]. Cepen-
dant, il est indispensable a I'étude de systeémes de taches possédant des ressources en lecture
ou en écriture : par exemple une téche peut écrire la température dans un tampon, qui peut
étre lu simultanément par une téche de contréle et une tache d'affichage. Ce type d'acces a des
ressources peut étre facilement implémenté & I'aide de sémaphores non-binaires' : le séma-
phore est initialisé a n, nombre d'accés concurrents possibles en lecture. Un lecteur prend une
unité du sémaphore, alors qu'un écrivain prend les n unités.

Le tableau I-1-4 représente les primitives de gestion de sémaphore classiquement propo-
sées dans les noyaux temps réel.

Instruction Parameétres Post-condition
Créer_Sémaphore o : nom de séma un sémaphore o est créé et initialisé av
phore

v : nombre duni-
tés utilisables si-
multanément, ou
bien nombre de
lecteurs simultanés

autorisés

Prendre_Sémaphore o : nom de séma la téche exécutant cette instruction prend v
phore unités du sémaphore o. Si le sémaphore pos-
v : nombre d'uni- | sede suffisamment d'unités, (i.e. supérieur av),
tés requises alors il est décrémenté de v. Cette instruction

peut étre bloquante: si o possede un nombre
d'unités inférieur a v, la téche passe dans I’ état
«en atente» jusqu’'a ce gque v unités soient
disponibles

Rendre_Sémaphore o : nom de séma- la té&che exécutant cette instruction, qui devait

phore avoir préalablement pris v unités du séma
v : nombre duni- | phore, les rend. C'est & dire que la valeur du
tés rendues sémaphore est incrémentée de v.

tableau I-1-4 : primitives de gestion de ressources dans un noyau temps réel minimaliste

L’ une des implémentations les plus répandues pour la gestion des sémaphores est |a sui-
vante: a chaque sémaphore o, est associée une file fifo par niveau de priorité des taches re-
quiérant 0. Lorsgue plusieurs t&ches sont en attente sur un sémaphore, la téche choisie est la
premiere tache de lafile de plus haute priorité.

Les sémaphores ne sont pas visibles directement en Ada, mais ils peuvent étre aisément
implémentés a I’ aide du concept de plus haut niveau de moniteur (objet protégé) en Ada9s,
qui de plus facilite grandement I'implémentation de ressources en lecture/écriture. Voici un
exemple de moniteur Ada95 permettant I'acces a une donnée en lecture ou en écriture :

protected ressource_lecture_ecriture is
procedure écrire(delta : in donnée) ;
-- nodifie |la donnée interne
function lire return donnée
-- renvoie la valeur de |l a donnée interne
private

! Sémaphore binaire : sémaphore ne pouvant prendre que les valeurs libre (1) et pris (0)
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d : donnée
end ressource_| ecture_ecriture

protected body ressource_lecture_ecriture is
procedure écrire(delta : in donnée) is
begi n
d := delta ;
end écrire
function lire return donnée is
begi n
return d ;
end lire ;
end ressource_| ecture_ecriture

L'objet protégé proposé par Ada95 n'autorise une modification interne de I'objet que par
une procédure ou une entrée du sémaphore : une fonction ne peut faire un accés qu'en lecture
seule sur I'état interne de I’ objet protégé. Le noyau Ada95 permet donc la réentrance des
fonctions d'un méme objet les unes par rapport aux autres (i.e. plusieurs lectures peuvent avoir
lieu simultanément). Cependant, une procédure ou une entrée, qui peut modifier |'état interne
de I'objet, a lieu en exclusion mutuelle avec toute autre procédure, entrée ou fonction sur le
moniteur (i.e. la modification de I'éat interne d'un moniteur seffectue de maniere atomique
par rapport atoute autre acces au moniteur).

Le choix d'implémenter les ressources en lecture/écriture dans Ada95 montre que ce mo-
déle de ressources est trés utilisé par les concepteurs, et qu'il se doit d'étre étudié en ordon-
nancement.

De fagon empirique, certains concepteurs protégent complétement |’acces en exclusion
mutuelle a une ressource par une tache en la rendant non préemptible a I’aide du masguage
des interruptions, noté CLI (pour CLear Interrupts en assembleur). La téche peut a nouveau
étre interrompue apres qu’elle ait démasqué les interruptions avec une instruction STI (pour
SeT Interrupts).

[-1.3.1.d La gestion du temps

Le temps est soit géré en temps « classique » (souvent en millisecondes), soit en unités de
temps noyau, qui peuvent correspondre, par exemple, a la fréquence d activation de
I’ ordonnanceur. L’ utilisation de ces unités de temps noyau, dont la taille est plus ou moins
paramétrable, présente I’ assurance que les points de préemption se situent a unités de temps
entieres.

Les primitives de gestion du temps offertes par les noyaux temps réel se limitent souvent a
une primitive de délai, attente pendant un certain temps ou jusqu’ a une certaine date.

Par contre, chaque instruction possible est documentée non seulement par sa sémantique,
mais aussi par le temps qu’ elle requiert en fonction de I'architecture matérielle sous-jacente.

Ce qui nous intéresse le plus, dans le cadre de ce travail, c’est I’ensemble des politiques
d’ ordonnancement gue les noyaux proposent. Une politique d ordonnancement détermine
I’ ordre dans lequel les processeurs traiteront les taches. Certains noyaux proposent des politi-
gues d’ ordonnancement en-ligne, d’ autres hors-ligne, enfin certains ne proposent pas de tech-
niques d’ ordonnancement (ou bien des politiques qui ne peuvent pas étre qualifiées de techni-
gues d’ ordonnancement temps réel telles que First In First Out ou Round Robin).

Qu'ils soient en-ligne ou hors-ligne, les algorithmes d’ ordonnancement reposent tous sur
une connaissance du systeme de taches réduites a leut comportement temporel et des interac-
tions qui existent entre les taches. Le paragraphe suivant traite donc de la modélisation qui est
faite au niveau des systémes de taches.
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[-1.3.2 Contextes temps réel

La grande diversité des domaines d application du qualificatif temps réel impose une ter-
minologie stricte définissant les contraintes temporelles, plus ou moins fortes, imposées aux
systémes tempsréel.

- Systemes temps réel a contraintes strictes (TRCS) : systemes composés de téches sou-
mises a des contraintes temporelles strictes. Chague occurrence de tache se voit asso-
cier une échéance qu'il serait inadmissible de ne pas respecter. Une faute temporelle
pourrait étre colteuse humainement et/ou financiérement. Les taches composant de tels
systémes sont dites TRCS,

- Systemes temps réel a contraintes relatives (TRCR) : systémes composés de taches
contraintes temporellement par une échéance comme dans le cas des systemes TRCS
Cependant, dans ce contexte, la violation d’ une contrainte temporelle est tolérable bien
gu’ elle entraine un codt que I’on cherche a minimiser. Les taches composant de tels
systémes sont dites TRCR.

- Systemes temps réel a contraintes mixtes (TRCM) : qualificatif regroupant la plupart
des systemes temps réel puisque les systémes TRCM sont composés de téaches TRCS et
de téches TRCR. La problématique dans ce contexte est d’ éliminer toute possibilité de
faute temporelle pour les tdches TRCS tout en minimisant les fautes temporelles de t&
ches TRCM.

[-1.3.3 Taches temps réel

Les taches temps réel peuvent étre périodiques, sporadiques ou apériodiques. D’ autres té&
ches, appelées cycliques, sont éudiées en ordonnancement non temps réel. Les systemes de
taches cycliques forment une classe de problémes a part entiere, que nous n'’ étudierons pas en
détails dans cette thése. Le lecteur intéressé par I’ ordonnancement de taches cycliques peut se
référer a[HM 95] pour un survol. La modélisation par réseaux de Petri y est souvent utilisée,
notamment dans [CC 88][Ric 97].

[-1.3.3.a Taches périodiques

Unetache 71; est dite périodique si elle est activée aintervalles réguliers.

Le modéele classiquement utilisé pour représenter les taches périodiques, attribué a Liu et
Layland [LL 73], est présenté sur la figure I-1-7. Ce modéle, bien que ne représentant qu’un
sous-ensembl e tres restreint des systémes de taches pouvant étre implémentés dans un noyau
tempsréel, est trés largement utilisé.

C

Activation Echéance Réactivation

2 | A J , > Temps

. A
T 7

A

Y |
AA
0

figurel-1-7 : modéeinitial d'une tAche tempsréel
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Chaqgue tache 1; y est simplement modélisée par quatre parameétres temporels :

Sa premiére date d’activation (appelée aussi date de réveil ou offset) ri. Lorsque toutes
les t&ches sont initialement réveillées au méme instant ri=r,=...=ry, on dit que les taches sont
simultanées (on peut aussi trouver le terme synchrone dans la littérature) et sans perte de gé-
néralité on pose ry=r,=...=r,=0. Dans le cas contraire, on prend min;os{ri} comme origine des
temps, et toutes les dates de réveil sont décalées afin de conserver le méme écart relatif entre
chacune d’ entre elles. Les taches 1; telles que ri>0 sont dites différ ées.

Une charge processeur C;, qui est le temps processeur maximal requis par chague exécu-
tion de 1. Il est important de noter que ce temps est une borne supérieure du temps
d’exécution requis par une téche. Cette borne est loin d'ére trivide a obtenir
[Shaw 89][PK 89][PS 91][PN 98], chapitre V11l de[Bab 96][BC 98].

Une période d’activation P;: T; est activée toutes les P; unités de temps a partir de la date
ri. 1l est donc aisé de calculer chaque date d’ activation de 7, a travers le temps puisqu’ elle est
activée aux dates rij=ri+(k-1)P; DkOIN ", IN " éant I’ ensemble des entiers positifs: on dit
que le réveil de la k®™ occurrence 1 (nommée aussi requéte ou instance) de 7 alieu ala
date Fi k-

Un délai critique D;, temps alloué a latéche pour se terminer aprés chacune de ses activar
tions. L’ échéance dj de lak®™ occurrence de 1; se calcule a1’ aide du délai critique. En effet
a chague date d;=ri+D; [KJIN ™, 7« voit son échéance choir et doit &re terminée. Si ce
n'est pasle cas, il se produit une faute temporelle.

Une tache est dénotée 71,=<r,C,DiP> e un systeme de taches
S= {<r1,C1,D1,P1>,..., <rn,Cn,Dn,Pn>} .

Puisque %i est la fraction d’un processeur dont 7; a besoin pour s exécuter, la fraction

processeur nécessitée par le systéme de téches S est donné par Us= Zi":l%i , N étant le nom-

bre de téches de S Us est la charge (ou taux d’utilisation) du systéme de téaches S. Si Us est
plus grand qu'un entier p, alors le systéme ne peut se contenter de p processeurs. Par contre, S
le nombre de processeurs est p et que Us < p, alors les processeurs ne seront pas occupés plei-
nement par le systeme, on dit qu’ils seront périodiquement oisifs.

La Définition 1-1-3 regroupe |les notations définies ci—dessus.

Dé&finition I-1-3 : parameétres temporel s des taches temps réel

— Datederével r;

- Charge maximale G

— Déai critique D;

— Période d'activation P;

Les paramétres suivants sont déduits des 4 précedents :

—  k'®™ activation riy = ri+(k—=1)P;, correspond au réveil de la k™™ occurrence 1 de 7
k'®™ échéance di = ri+D;

— Charge processeur d'une tache U; = %i

— Charge processeur d'un systéme Us = sV
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Lafigure I-1-8 reprend les notations de la définition précédente.

1% (?‘ft“éi?;'on échéance 2°me gctivation ke activation keme échéance
0 1471 d =r+D; =1k et DP, d =T tD;

A /

figure 1-1-8 : chronogramme des activations et échéances d’ une tache périodique

Généralement, le délai critique est choisi plus petit que la période afin d’interdire toute ré-
entrance’ d'une tache. Cela est d{i au fait que, bien que théoriquement I’ occurrence d une
tache soit déclenchée par I’ horloge temps réel (HTR), les taches sont rendues périodiques dans
les langages de programmation temps réel par I’emploi d’ une boucle contenant une instruc-
tion de mise en sommeil jusqu’ a une date donnée. A chaque itération de cette boucle, latéche
S endort, puis est réveillée par I'HTR. C’est donc toujours le méme code qui est exécuté, pour
chague occurrence d'une tache. Permettre la réentrance d’'une téche reviendrait a autoriser
plusieurs pointeurs d’instructions sur le méme code, ce qui est envisageable, mais surtout le
partage de variables locales a une tache, ce qui impliquerait la recopie compléte des données
internes d’ une tache dans chacune de ses occurrences.

De par la contrainte de non réentrance des taches périodiques, le respect de la période en-
traine un délai critique maximum qui est la période de la tache elle-méme (on parle aors de
téches a échéance sur requéte).

Les parametres temporels définissent de fagon statique les contraintes temporelles d’un
systéme de téches. Lorsque celui-ci est exécuté, des caractérisations dynamiques servent a
rendre compte de la qualité temporelle de | application mise en cauvre. Ceux-ci dépendent de
la technique d’ ordonnancement mise en oauvre.

Définition I-1-4 : Caractérisations de I’ exécution d’ un systeme de téches (voir figure 1-1-9).

- Le début de Tj, noté début;y, est la date a laquelle 1,k dispose pour la premiere fois du
processeur.

- Laterminaison de T, x, Notée terminaison; x , est ladate alaquelle T; k est terminée.

- Letempsderéponse de Ty, nhoté TRk, est donné par TR, x=terminaison; x—r; x. Par défini-
tion, une faute temporelle alieu s et seulement si le temps de réponse d’ une occurrence
dépasse son délai critique.

- La latence (ou temps de retard admissible) de 7x est donnée par laten-

g k=d; k—terminaison; k.

2 Unetache est dite réentrante s il est possible que plusieurs de ses occurrences soient en cours d’ exécution si-
multanément
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- Lalaxité® de Tix st donnée a I’instant t par sa marge de mancauvre, c'est a dire laxi-
t& k(t)=d; k—t—Ci k(t) ou Ci«(t) est le nombre d'unités de temps de 1k restant a traiter au
tempst pour laterminer.

TR .«

- Letaux deréaction de 1 est donnée par TxR; k=

) terminaison;
debut; Latence,,
T ‘ | ‘ A\ >
Mk d
TR\
D.

figureI-1-9 : notations caractérisant I’ exécution d’ une tache

Certaines taches peuvent étre soumises a des contraintes de régularité, notamment les t&
ches d’ acquisition. Celaest dii au théoréme de Shannon®.

Le lecteur pourra se référer a[Cot 97] pour plus de détails sur I’ échantillonnage et le trai-
tement du signal. Il faut retenir le fait que bien que les taches soient périodiquement
contraintes, elles ne sont pas forcément réguliéres, il est donc utile de caractériser larégularité
des taches.

Définition 1-1-5: Soit 7; une tache temps réel, sa gigue temporelle (on parle auss de jitter)
est donnée par gigue = max n +{ [(TR x+1—TR K)/Di} . On parle de gigue nulle lorsque tous les

temps de réponse de 1; sont identiques.

TRix1 . TRy TR
L l T‘ I l
O | [ | -
fies .k , ik ,
D D; D;

figure1-1-10 : exemple de gigue temporelle d’ une tache

Lafigure I-1-10 montre trois occurrences successives d’'une tache 1; avec une gigue maxi-

D -G

male " . Si dans un ordonnancement, une gigue nulle est assurée, la période d’ une tache

3 On peut aussi définir lalaxité comme étant la date au plus tard & laguelle on peut commencer atraiter les unités
de temps restante d’ une occurrence tache [DM 89].

* Théoréme de Shannon : I’ échantillonnage d’ un signal peut se faire sans perte d’information & une fréquence
réguliére deux fois supérieure a lafréquence du signal.

]
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d’ échantillonnage sera 1/2N avec N fréguence du signal a échantillonner. Dans le cas
contraire, la période de la tache d acquisition devra étre réduite afin de prendre en compte la
gigue pouvant étre imposée alatéche : on parle alors de sur-échantillonnage.

Les paramétres temporels des taches sont obtenus a partir du cahier des charges du sys-
teme. Généralement ils ne sont pas immuables, et certaines études ont montré qu’il pouvait
étre intéressant de faire varier certains d entre eux afin, par exemple, de diminuer la gigue
temporelle de certaines taches [CCH 98].

Il est & noter que les parametres temporels des taches permettent de valider le comporte-
ment temporel du systéme et non pas son comportement fonctionnel. En effet, chague ins-
truction est abstraite a sa durée. Afin de prendre en compte les interactions entre les taches
telles qu’ elles peuvent étre créées al’ aide des primitives temps réel décrites en section 1-1.3.1,
nous définissons les contraintes de précédence et d’ exclusion entre les taches.

Lorsgue les téches ne sont définies que par leurs paramétres temporels, on dit qu’ elles sont
indépendantes. Lorsque les t&ches communiquent, des contraintes de précédence sont in-
duites par les interactions entre taches. En effet, il est primordia de prendre en compte le fait
gu’ une téche réceptrice soit en attente tant que la tache émettrice associée n’'a pas produit un
message.

Cest dalleurs la prise en compte de contraintes de précédence qui justifie souvent
I’ existence de dates de réveil [Bla76a][CSB 90]. Les contraintes de précédence étant prises
en compte par notre modele, leur existence peut se justifier dans |’ exemple suivant [ATB 93] :
supposons qu’ une téche doive lire périodiquement des données sur un disque dur, dont chaque
temps d’ acceés est borné par 12 ms, puis envoyer le résultat a une tache de traitement de méme
période. Il est intéressant de retarder la tache de traitement de 12 ms par rapport a la téache de
lecture, méme si 1a contrainte de précédence entre les taches n’ est pas éliminée par cet offset.

De plus, la plupart des applications temps réel nécessitent la prise en compte de ressour ces
critiques (voir section 1-1.3.1.c). Ces ressources impliquent certaines exclusions mutuelles,
qui peuvent étre, en lecture ou en écriture, nous avons vu aussi en section 1-1.3.1.c qu'il éait
intéressant de pouvoir rendre certaines parties de taches totalement non préemptibles a I’ aide
del’instruction CLI.

[-1.3.3.b Taches non périodiques

I ) Taches sporadiques
Les taches sporadiques|KN 80][Mok 83] sont trés utilisées dans les approches asynchro-
nes du temps réel. Ce sont des taches dont on ne connait pas a priori la période, mais dont on
connait I"intervalle minimal séparant deux requétes successives. Une téche sporadique Tepor
peut étre caractérisée par trois parameétres temporels:
Cspor € temps processeur nécessaire au traitement de chague occurrence de Tepor,
Dgor l€ délai critique,
Pgor I'intervalle minimal séparant deux occurrences de Tepor.
La figure 1-1-10 montre que la K™ occurrence d’ une tache sporadique T;, est caractérisée
temporellement par sadate d’ occurrence r; x et son échéance d; y=r; «+D;.
La difficulté de validation de systemes de taches sporadiques réside dans le fait que les
dates r; x des requétes sont inconnues a priori.
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activation échéance

0 i1 d =1, 1+D; P d =1, 5+D;

<«fipe—— D> < D,

\4

figure1-1-11 : chronogramme d’ une tache sporadique

Les taches sporadiques a contraintes strictes ne peuvent étre garanties sans concession. En
effet, puisque les requétes sporadiques ne sont pas connues a priori, le seul moyen de garantir
gue toute occurrence d’ une sporadique sera traitée a temps est de le faire dans le pire des cas.
Cest adire que le cas validé est celui dans lequel 1a tache sporadique est déclenchée le plus
souvent possible. Il ne s'agit pas de demander au concepteur ce qu’ est le plus souvent possi-
ble, mais de garantir que quelle que soit la date a laquelle une occurrence de tache sporadique
apparait, une place dans I’ ordonnancement est prévue pour elle. Cela peut étre fait en repré-
sentant |a téche sporadique Tgo de délai critique Dgyor par une téche serveur périodique de
sporadique Ty choisie telle que::

— son temps de traitement soit assez grand pour pouvoir y placer T, i.€. Ceerv2Cepor

— quelle que soit la date d’ occurrence de Tsor, €lle puisse étre traitée dans le temps im-

parti a Tery, i.€. Psernvt Dsary<Dgpor. Par exemple, sur lafigure 1-1-12, une requéte de t&
che sporadique a lieu =0 unités de temps trop tard pour étre traitée par la K™ occur-
rence de Ty, €llen’est donc traitée que par I’ instance suivante du serveur.

Arrivéed’une
requéte sporadique
A

> [l
rSDOF rsp0r+Dspor
f v ! =
rserv,k dserv,k rserv, k+1 dserv,k+1

figure1-1-12 : traitement d’ une requéte de tache sporadique dans le serveur périodique asso-
cié

Afin de répondre a ces deux contraintes tout en minimisant I’ augmentation de la charge du
systeme et en maintenant |’ ordonnancabilité du systeme, les valeurs limites sont choisies,
c'est adire Cery=Cagor, €t le couple (Dserv,Psery) €5t choisi tel que Psgryt Dsery=Dspor. La figure
[-1-13 montre les choix possibles pour le couple (Derv,Psery) tOut en respectant la condition
nécessaire d’ ordonnancabilité Ceery<Dsgery-
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DSHV
A
Dy /2
Caor
>P_,
Dan/2  DgaCoor

figurel-1-13 : valeurs limites des paramétres temporels d’ un serveur périodique de tache
sporadique

Dans la littérature, le couple (Dserv,Pserv) Choisi est souvent (Dsor /2,Dgpor /2). Bien que ce
choix maximise la charge processeur par rapport aux autres choix possibles, ¢'est lui qui est le
moins contraignant dans les conditions suffisantes d’ ordonnancabilité que nous donnerons par
la suite. Cependant, dans le cadre de I’ ordonnancement exhaustif, d’ autres valeurs de couples
peuvent étre choisies sans nuire al’ ordonnancabilité du systeme.

ii ) Taches apériodiques

Les taches apériodiques sont des taches pour lesquelles le délai minimal entre deux occur-
rences est inconnu. On ne peut donc valider a priori un systeme composeé d’ apériodiques a
contraintes strictes. Les apériodiques sont de ce fait considérées a contraintes relatives et sont
prises en compte dans le cadre de systemes TRCM. Elles sont soit prises en compte dans le
travail de fond, c'est a dire dans les temps laissés libres par les taches a contraintes strictes,
soit prises en compte dans des serveurs d’apériodiques.

[-1.3.3.c Contextes d’'ordonnancement

Afin de définir au mieux les problémes d' ordonnancement et les solutions proposées dans
certains cas particuliers, les contextes d’ éude d’ ordonnancabilité sont définis de la maniere
suivante :

X=[architecture [réveil, charge, délai critique, période, préemption, précédences, ressources|

Un contexte est une suite d’ ééments gue nous nommons termes. Chacun des termes du
contexte et ses valeurs possibles sont décrits dans le tableau I-1-5.

Terme Vaeurspossibles | Sémantique

architecture |p=1:m~1 Un systéme monoprocesseur centralisé
p:m=1 Un systeme multiprocesseur centralisé
p=1:m M systémes monoprocesseurs répartis’
p:m m systémes multiprocesseurs répartis

réveil ri=0 Téaches simultanées
ri Certaines taches sont différées

charge C=1 Téaches de durée unitaire
Ci Téaches de durée quelconque

® Les systémes répartis requiérent le prise en compte des caractéristiques du réseau utilisé. Ce cas n’ étant pas
traité par le suite, nous ne détaillons pasici les architectures réseau.

]
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délai critique | Di=P; Téches a échéance sur requéte
D; Taches de délai critique quelconque
période P; Téches périodiques
O Téches non périodiques
préemption | prmpt (ou ) Téches préemptibles
noprmpt Téches non préemptibles
prmptnoprmpt Des t&ches ont des portions de code non préemptibles
précédences |[J Pas de précédences
précformenormale | Précédences en forme normale®
préc Précédences quel conques
ressour ces O Pas de ressources critiques
res Ressources en exclusion mutuelle (81-1.3.1.c)
resRW Ressources en lecture écriture

tableau 1-1-5 : termes d’' un contexte d’ étude d’ ordonnancabilité

Avec cette notation, x=|p=1,m=1|r;=0,C;,D;=P;,P;| dénote I’ étude des systemes de taches
indépendantes préemptibles périodiques simultanées, de charge quelconque, a échéance sur
requéte, en environnement monoprocesseur. La vaeur de p dénote le nombre de processeurs
par site, alors que m dénote le nombre de sites. Dans le contexte monoprocesseur centralisé
(i.e. p=1 et m=1), on écrit de facon plus bréve |1|ri=0,C;,Di=P;,P;|. Les contextes les plus lar-
ges que nous pouvons envisager de décrire al’ aide de cette syntaxe sont donc les systemes de
taches quelconques partageant des ressources en lecture et écriture, pouvant avoir des parties
non préemptibles, des contraintes de précédence gquelconques, sur une architecture matérielle
composée de multiprocesseurs répartis |p,m|r;,Ci,D;,P;,prmptnoprmpt, prec,resRW/|.

Cette notation s'inspire du formalisme |a|B]y] introduit dans [GLLR 79] pour définir les
problémes d’ ordonnancement classique, et utilisé dans un contexte de placement temps réel
dans [Bea 96]. a symbolise la configuration matérielle, B la configuration fonctionnelle, et y
décrit les contraintes et les objectifs a atteindre. Dans un contexte d’ ordonnancement temps
réel, y contient au moins le respect des contraintes temporelles des taches, on ne représente
donc pas cette contrainte.

Soit larelation d ordre est moins général que, notée [, définie sur a par un treillis repré-
senté sur lafigure 1-1-14, et sur les termes de 3 dans le Tableau I-1-6.

=11
o TR0
p:r=1 p=lm
oS
p:m

figure-1-14 : relation d' ordre définie sur la configuration matérielle du contexte

Relation d ordre Explication

ri=0Lr; L es taches simultanées sont un cas particulier des taches
différées

Ci=10Ci Les taches de charge unitaire sont un cas particulier des

® Les contraintes de précédence entre des taches sont dites en forme normale si |es attentes de message se trou-
vent en début de tche, et les émissions en fin de téche (voir section [-2.2.2)
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taches de durée quelconque

D;=P;[1D; Les téches a échéance sur requéte sont un cas particulier
des taches temps réel

P, Les taches périodiques peuvent étre ramenées a des t&-

ches non périodiques a un dépliage (découpage des t&
ches périodiques en non périodiques sur une durée de
simulation que nous expliciterons en section I11) prés.
Nous verrons cela plus en détail lorsgue nous parlerons
de la durée de simulation. Cependant, le dépliage n’ est
pas polynomial

prmptCnoprmptOprmptnoprmpt Les taches préemptibles sont un cas particulier des t&
ches totalement non préemptibles qui sont ellessméme
un cas particulier des taches mixtes

D précformenormalellpréc Les taches sans contraintes de précédence sont un cas
particulier des taches dont les contraintes de précédence
peuvent ére mises sous forme normale, qui sont un cas
particulier des contraintes de précédence quel conques

M resCresRW Les taches sans ressources sont un cas particulier des
taches soumises a des contraintes de ressources en ex-
cluson mutuelle, qui sont un cas particulier des res-
sources pouvant étre accédées en lecture ou en écritue

Tableau 1-1-6 :relation d’ ordre sur les termes d’ un contexte temps réel

Larelation d'ordre [ est généralisée a un contexte temps réel sous la forme d'un treillis,
avec )(1:|0(1|[31,1,Bl,2,...|& 2:|02|BZ,1,[32,2,...| S et seulement si aq.ld et B]_,]_[B 2.1 Bl,ZI:B 224

Cette relation d ordre exprime le fait qu'un résultat présenté pour un contexte donné x
S applique atout contexte x’ tel que x’X . Il faut cependant garder en mémoire que si ce ré-
sultat concerne la complexité algorithmique, le passage d’ un systéme de taches périodiques a
son dépliage en taches non périodiques n’ est pas polynomial.

[-1.4 Conclusion

Sous I hypothese asynchrone, il est nécessaire de programmer les applications temps réel
sous laforme d’un ensemble de taches, qui peuvent communiquer, partager des ressources, et
avoir des parties non préemptibles. Les systémes temps réel éant le plus souvent dédiés au
contréle de procédés dont la durée de vie n’ est pas définie clairement, on considére générale-
ment que leur durée de vie est illimitée. Par consequent, ils sont composés de taches périodi-
gues. Afin de faciliter leur étude, les taches sporadiques sont transformeées en taches périodi-
ques représentant leur fonctionnement au pire, et les taches apériodiques sont prises en
compte par des taches périodiques appelées serveurs d apériodiques. Le probleme est que
pour ce type de tache, les contraintes strictes ne peuvent étre gérées étant donné qu’ aucune
information sur I’ intervalle minimal séparant deux occurrences de ces taches n’ est disponible.

La plupart des études de systémes temps réel a contraintes strictes s'intéressent donc a des
ensembles de taches périodiques, définies par leur période, leur délai critique, leur date de
réveil, et leur corps. Ce dernier est abstrait a la durée des instructions et aux primitives temps
réel (interactions possibles avec d autres taches) qui le composent.
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Cette partie présente un état de I’art en ordonnancement temps réel. Aprés
guelques  définitions, nous présentons les deux grands courants
d’ ordonnancement temps réel : le « en-ligne », et le « hors-ligne ». Nous dével op-
pons les approches en-ligne classiques afin d’ en expliquer les avantages, notam-
ment lorsque les taches sont a tout moment préemptibles, mais aussi afin d’ en ex-
primer les limitations lorsque les taches utilisent des ressources critiques. Enfin,
une éude des algorithmes hors-ligne les plus connus permettra de voir sous
guelles hypotheses ils sont utilisables, et quels sont leurs objectifs.

-2 L’ordonnancement des systemes de taches
temps réel

La section 1-1.2.2 justifie I'intérét d'utiliser des taches. De plus, un systéme temps réel
ayant une durée de vie indéterminée, et son étude devant se ramener a une durée bornée, les
taches qui le composent doivent nécessairement étre périodiques pour une étude systématique.
Nous avons vu en section 1-1.3.3.b comment prendre en compte les taches sporadiques dans le
modele périodique.

I-2.1 Propriétés générales des algorithmes d’ordonnancement

[-2.1.1 Notions de validité, de puissance, et d’optimalité

Le temps est découpé en quanta uniformes, pendant lesquels au plus une téche est affectée
aun processeur. Une séquence est une suite de placements, un placement (7gt1,..., Totp) Si-
gnifiant que I’ occurrence courante al’instant t de latéche 14 xS est affectée au le processeur
k pendant I’intervalle [t..t+1]. Etant donné que la charge d’ un systéme de taches n’ est pas for-
cément suffisante pour occuper tout le temps tous les processeurs, il arrive que des proces-
seurs soient inactifs, on dit auss oisifs. Nous verrons qu’ une partie de cestemps d’inactivité,
appelés aussi temps creux, sont prévisibles et peuvent étre englobés dans une tache périodi-
gue nommeée tache oisive et notée 1o, et que I’ autre partie des temps creux, qui sont en nom-
bre borné pour les ordonnancements valides, peut étre prise en compte par une tache non pé-
riodique, appelée tache creuse, et dénotée ..

Définition 1-2-1: Soit S={r}iz1.n un systeme de téches donné dans un contexte
x=|architecturelréveil, charge, délai critique, période, préemption, précédences, ressources|.
Une séquence d’ ordonnancement o=(placement;, placement,,...), avec placement=(71,...,
Totp), &VEC p nombre de processeurs, ou T, [1SC{ 7o,7c} pour i=1,...,p, est I affectation reali-
stealadatet, est valide s et seulement si :

— Toutes |les échéances tombées entre O et |o] sont respectées,

— Les contraintes de réveil, de périodicité, de précédence, d’ exclusion mutuelle, et de non

préemption sont respectees,
- Un placement contient au plus une occurrence de 7; pour i=1..n, et peut contenir plusieurs

occurrences de la téche oisive 1y ou de la téche creuse 1. que nous définirons (ces taches
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représentent les temps creux des processeurs). Cette contrainte signifie qu’ une tache ne

peut pas étre traitée simultanément par plusieurs processeurs.

Les deux premiers points de la définition sont intrinseques aux contraintes temporelles im-
posées aux taches, et le troisiéme point indique que le code d’ une tache ne peut étre affecté a
plusieurs processeurs simultanément. Comme plusieurs processeurs peuvent étre inactifs si-
multanément, plusieurs occurrences de 1, €t 1. peuvent apparaitre dans une affectation. Par
exemple, s il y a un seul processeur, une séquence d’ ordonnancement peut étre de la forme
((m), (1), (), (1)) signifiant que le processeur traite successivement pendant un quantum de
temps a chaque fois 7;, puis Tj, puis T, et enfin 7. Si il y a deux processeurs, la sequence
((11,10), (73,m), (13,T), (10,70)) Signifie que pendant le premier quantum de temps, le processeur
1 traite 7, aors gque le processeur 2 ne fait rien. Pendant |e deuxieme quantum de temps, le
processeur 1 traite 1, et le processeur 2 traite 7. Idem pendant le 3°™ quantum. Enfin, lors du
4°™ quantum de temps, les deux processeurs sont oisifs. La Définition I-2-1 interdit un pla-
cement (7;,7;) pour T;JS puisque les taches sont supposées non parallélisables.

Définition 1-2-2 : Un systéme de taches temps réel Sest ordonnancable si et seulement si il

existe une séquence d’ ordonnancement de longueur infinie valide pour S

Définition [-2-3: Soit A un agorithme d’ ordonnancement, et S un systeme de taches temps
réel. Sest fiablement ordonnancé par A s et seulement s la séquence produite par A est

valide pour S

Les algorithmes d ordonnancement peuvent étre classés suivant leur puissance
d ordonnancabilité.

Définition I-2-4 : Un algorithme d’ ordonnancement A; est plus puissant qu’un algorithme A,
dans le contexte x, noté A;=,A, S et seulement si tout systeme de téche dans le contexte x

fiablement ordonnancé par A, est fiablement ordonnancé par A;.

L’ opérateur >, définit un ordre partiel sur les agorithmes d’'ordonnancement. Il reste
maintenant & définir des maxima pour cet ordre partiel.

Définition 1-2-5: Soit un agorithme d’ ordonnancement A et un contexte d’ ordonnancement

X. On dit que A est un algorithme d’ ordonnancement optimal pour x S et seulement si pour

tout algorithme A’, A>,A’.

Cette définition s étend aux classes d’ algorithmes d’ ordonnancement gque nous verrons par
lasuite:
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Définition 1-2-6 : Soit un agorithme d’ ordonnancement A, un contexte d’ ordonnancement ¥,
et un ensemble (on dit aussi une classe) d’' agorithmes d’ ordonnancement X. On dit que A est
un algorithme d’ ordonnancement optimal dans la classe’ des algorithmes de la classe X pour

le contexte x si et seulement si pour tout algorithme A’ de X, A>,A’.

Si tous les parameétres temporel s de toutes les occurrences de taches sont connus a priori, et
gue I’ agorithme d’ ordonnancement en tire profit pour ses décisions, I’agorithme est dit sta-
tique.

Dans le cas ou I’ algorithme d’ ordonnancement ne connait que les parameétres temporels des
téches actives, il est dit dynamique. On peut remarquer que pour les approches dynamiques,
le fait de savoir que les taches sont périodiques n'influe guére sur le comportement des algo-
rithmes d’ ordonnancement.

Bien gu'ils soient souvent confrontés a des systemes de taches périodiques dans un
contexte temps réel, les algorithmes dynamiques, par définition, ne prennent pas en compte
les périodes des taches. En effet, dans le cas contraire, ils seraient capable de déduire les futu-
res dates de réveil des téches. Nous verrons que malgré cela, ils ont des propriétés
d’ optimalité intéressantes dans le cas monoprocesseur pour les configurations de téches indé-
pendantes.

Enfin, il convient de définir une classe d’ algorithme d’ ordonnancement qui nous permettra
par la suite de définir des résultats tres généraux :

Définition 1-2-7 : Un algorithme conservatif, appelé aussi au plus tét, est un agorithme
d’ ordonnancement ne prenant jamais la décision de ne rien faire lorsgu’ au moins une téche est

active et non blogquée.

[-2.1.2 Validation temporelle de systemes temps réel

Lavalidation temporelle des systémes temps réel repose sur deux principes :

— Lechoix de I’ordonnancement, ¢’ est adire le choix d’ un algorithme affectant a chaque

instant les taches aux processeurs,

- Lapreuve que le systéme est fiablement ordonnancé par I’ algorithme choisi.

La preuve de I’ordonnancabilité d’ un systeme par I’ agorithme d’ ordonnancement choisi
nécessite la connaissance complete du systeme de taches TRCS, ou au moins une borne supé-
rieure aleur charge pour certains couples particuliers algorithme-contexte temps réel.

Dans tous les cas, une étude d’ ordonnancabilité est effectuée avant la mise en cauvre d’un
systéme temps réel. Deux fagons de procéder sont utilisées :

- Génération d'une séquence d ordonnancement valide (a répéter a I'infini) par

I’ algorithme choisi et implantation de la séquence dans une table qui sera consultée par
un ordonnanceur simplifié que I’on appelle séquenceur. On parle d algorithme
d’ ordonnancement hor s-ligne puisque I’ agorithme est exécuté avant.

— Choix d'un agorithme qui sera implanté dans I’ ordonnanceur : on parle d’algorithme

d’ordonnancement en-ligne. A chague instant (éventuellement uniquement a chaque

" Une classe d’ algorithme est définie par une propriété particuliére telle que le fait qu’il soit conservatif ou non, &
priorités statiques ou variables,...
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réveil ou fin de téche), I’ agorithme en-ligne décide d’ une affectation des taches sur les
processeurs. Cette décision possede bien entendu un codt sensiblement plus élevé que
la décision prise par un séquenceur, ce colt qui n’est pas inhérent aux taches temps réel
mais al’ ordonnanceur est appelé sur colt.
Nous discutons dans les paragraphes suivants des avantages et inconvénients des différen-
tes approches.

[-2.1.2.a Approches en-ligne

L’inconvénient majeur des agorithmes en-ligne est le surcolt imposé par le calcul des af-
fectations des taches aux processeurs par |I’ordonnanceur. Cela implique une limitation de
complexité dans le choix des algorithmes en-ligne: ils sont en général de complexité linéaire
par rapport au nombre de taches. Il faut préciser que la complexité des algorithmes en-ligne
représente la complexité par unité de temps (ou par réveil ou fin de tache) inhérente au choix
des téches a affecter aux processeurs.

Lavalidation d’un agorithme en-ligne, toujours effectuée hors-ligne en ce qui concerne les
téches TRCS s effectue soit a I’ aide de conditions analytiques basées sur les criteres tempo-
rels des téches, soit par ssimulation du systeme des téches pendant une durée suffisante, appe-
|ée dur ée de smulation.

Les critéres anaytiques utilisés sont soit des conditions nécessaires et suffisantes
d’ ordonnancabilité, soit des conditions suffisantes. 1l est important de souligner qu’un critere
analytique s appligue dans un contexte restreint et pour un algorithme d’ ordonnancement par-
ticulier. Si seule une condition suffisante (CS) est disponible dans le contexte considéré pour
I’ algorithme donné, et que celle-ci n’est pas vérifiée sur le systéme de téches, seule une si-
mulation permet de conclure al’ ordonnancabilité du systéme de taches.

Cependant, lorsqu’ on opere la simulation d’'un systeme de téches, il faut savoir que les or-
donnancements dans des contextes de ressources ou de non-préemption ne sont pas réguliers.

Définition 1-2-8 : Soit X un contexte temps réel et A un agorithme d’ ordonnancement. On dit
gue les ordonnancements produits par A sont réguliers pour x s pour tout systéme de téches
S={ 1i<r;,Gi,Di,Pi>}iz1n de x tel que S est fiablement ordonnancé par A, tout systeme
S={ 1 <r;,C’'<C;,D;,Pi>}i=1.n avec pour tout i=1..n, le programme composant 7; est le méme

que celui de 77’ est fiablement ordonnancé par A.

Cette définition est utile car les durées des taches sont calculées au pire. Dans ce cas, lors
de I’ exécution des téaches, il est fréguent que la durée effective des taches soit moindre que la
durée utilisée lors de la validation. Il est donc primordia pour un concepteur de se poser la
question suivante : le systeme que j’ai validé est-il toujours ordonnancable lorsque les durées
de mes taches sont moindres ?

[-2.1.2.b Approches hors-ligne

On peut penser que les approches en-ligne dynamiques sont plus flexibles que les appro-
ches hors-ligne (forcément statiques). En effet, pour les grosses applications pour lesquelles
des changements de mode de fonctionnement doivent étre envisagés, elles semblent plus
adaptées au premier abord. Cependant, la validation de tels cas est tellement délicate lorsque
des ressources critiques sont en jeu qu'un travail de complexité éguivalente permettrait de
produire des séquences correspondant aux différents modes de fonctionnement envisagés.
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De plus, bien que les algorithmes hors-ligne soient forcément statiques puisqu’il leur faut
connaitre toutes les taches TRCS il est possible de coupler, comme nous le verrons par la
suite, un séquence statique avec un algorithme en-ligne dynamique affectant des taches (non
TRCY) dans les temps creux laissés par les taches TRCS ce qui rend I’ approche hors-ligne
plus flexible.

Enfin, on trouve des systémes de téches contraints en terme de ressources critiques pour
lesquel s aucune approche en-ligne ne peut étre validée aors gu’ une approche hors-ligne sim-
ple peut étre mise en cauvre.

[-2.1.2.c Validation par simulation
Nous nous intéresserons au cas par cas aux critéres analytiques d’ ordonnancabilité des al-

gorithmes en-ligne. Dans ce paragraphe nous montrons I’ utilité qu’ a une approche par ssmu-
lation.

Théoreme 1-2-1: [BHR 90][LM 80][LW 82] Soit un systéme de ta&ches S dans le contexte
x=1|ri,Ci,D;,Pi|, le probléme de savoir si Sest ordonnancable est co-NP-difficile.

Ce résultat fort, montré par Leung et al., montre que dans le cas ou certaines taches sont
différées, méme le fait d’avoir a sa disposition un algorithme optimal polynomial pour des
taches indépendantes ne suffit pas a valider le systeme de taches en temps polynomial. Il ne
peut donc pas y avoir dans ce cas de critere d analyse nécessaire et suffisant calculable en
temps polynomial : les critéres d' analyse calculables en temps polynomia sont donc des
conditions suffisantes. 1l en résulte que des systémes de taches fiablement ordonnancables par
I’ algorithme choisi verront les conditions suffisantes associées non vérifiées. Dans ce cas, il
reste a effectuer une ssmulation.

Théoréme 1-2-2 : [LM 80] Un systeme de taches du contexte |1|ri=0,C;,D;,P;| est fiablement
ordonnancé par un agorithme déterministe® A si et seulement si la séquence produite par A
entre 0 et P=ppcm(P;) est valide. P est appelé la méta-période du systeme de taches, avec

ppcm le plus petit commun multiple.

Ce théoreme montre que la simulation sur une méta-période d’ un systeme de taches indé-
pendantes simultanées donne une condition nécessaire et suffisante  (CNYS)
d’ ordonnancabilité. Ce résultat s étend tres simplement aux systemes de taches simultanées
guelconques.

Théoréme 1-2-3: Un systeme de tadches S du contexte |p,m|ri=0,C;,D;,P;, prmptnopr-
mpt,prec,resRW| est fiablement ordonnancé par un algorithme déterministe A si et seulement

si la séguence produite par A entre 0 et P est valide.

Preuve: A I'instant O, toutes les t&ches sont activées simultanément. Si la séquence produite
par A est valide, alors al’instant P, toutes les taches doivent étre terminées, et sont réactivées.

8 Un algorithme est déterministe si face &la méme configuration de taches, il prend la méme décision
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Le systeme est donc dans le méme état a l’instant P qu'a I'instant 0. La séquence est donc
infiniment répétée et Sest fiablement ordonnancé par A.

A I'inverse, si la séguence produite par A n’est pas valide, alors Sn’est pas fiablement or-
donnancé par A.
O

Dans le cas moins trivial ou des taches sont différées, la durée de cette smulation, que
nous avons étudiée en détail dans cette thése, a été étudiée dans [LM 80] dans un cadre réduit.

Théoréme |-2-4 : [LM 80] Un systeme de taches du contexte |1]r;,C;,D;,P;| est fiablement or-
donnancé par I’agorithme earliest deadline (voir section 1-2.2.1.b) s et seulement s la s&

guence produite par earliest deadline entre O et max{r;} +2P est valide.

Remarque : ce résultat est a notre connaissance le seul résultat portant sur la durée de si-
mulation de systémes de taches différées. Dans la section 111, nous généralisons ce résultat a
toute une classe d’ algorithmes d’ ordonnancement tout en réduisant la durée de simulation et
en |’ adaptant au contexte 1] r;,C;,D;, T, prmptnoprmpt,prec,resRW|.

I-2.2 Ordonnancement en-ligne

L’ ordonnancement en-ligne a été largement éudié dans la littérature, et puisque les algo-
rithmes sont congus pour étre implantés dans le noyau temps réel, les algorithmes en-ligne
sont de complexité temporelle faible (le plus souvent linéaire en fonction du nhombre de t&
ches). Ce sont des algorithmes qui sont basés sur une politique d’ attribution de priorité: a
chague instant, la tache non bloquée de plus haute priorité s’ exécute. En effet, une tache peut
étre bloquee par I’ attente de la libération d’une ressource ou I’ attente d’un message ou bien
d’un événement, et il ne faut pas bloquer e systéme de taches pour autant.

A I'origine, la politique d attribution de priorités utilisée éait empirique: le concepteur
était chargé d'alouer ala main une priorité a chacune des taches du systeme. L’ agorithme
d’ ordonnancement se contentant de calculer, a chague réveil ou fin de téche, quelle est laté&
che de priorité maximale. Puis des agorithmes de calcul des priorités en fonction des para-
meétres temporels ont été proposés. Le calcul des priorités se répartit en deux catégories: les
algorithmes d’ ordonnancement a priorités statiques et ceux a priorités variables.

Les études menées reposent pour la plupart sur des modéles de taches préemptifs, car le
probléme de I’ ordonnancement de taches (méme indépendantes) non préemptibles est NP-
complet [LRKB 77][JSM 91].

Cette partie est donc un éat de I'art, loin d étre exhaustif, sur les agorithmes
d’ ordonnancement dynamiques. Pour trouver des états de I’ art plus complets ou spécialisés, le
lecteur peut se reporter a[Bla 76b] pour des résultats portant sur la complexité des problémes
d’ ordonnancement, [HLR 96] pour une comparaison des affectations de priorités statiques et
variables, [XP93][But97] pour une approche plus générale des techniques
d’ ordonnancement, et [SSRB 98] pour une présentation détaillée des résultats relatifs a ear-
liest deadline. Les résultats que nous présentons sont donnés en utilisant nos notations.

[-2.2.1 Ordonnancement en-ligne de taches indépendantes

[-2.2.1.a Algorithmes a priorités statiques
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Les algorithmes a priorités statiques sont assez simples a mettre en ceuvre une fois que les
priorités ont été attribuées, puisque I’ ordonnanceur n’a aucune mise a jour des priorités a ef-
fectuer. En effet, la priorité de chaque tache est calculée initialement et ne varie pas au cours
du temps.

Dans le cadre des algorithmes a priorités statiques, des conditions analytiques
d’ ordonnancabilité ont été dégagées dans la littérature. 1l faut cependant garder en mémoire
gue le probléme d’ étude de faisabilité étant co-NP-difficile lorsque des taches sont différées,
les conditions analytiques ne pourront étre nécessaires et suffisantes que pour des cas particu-
liers tels que ceux ou les taches sont simultanées. Elles sont basées sur la notion d’instant cri-
tique.

Définition 1-2-9: Lorsgu’un agorithme a priorités statiques est utilisé, I'instant critique
d’ une téche est la date d’activation de I’ occurrence d’une téche ayant le pire temps de ré-

ponse.

Théoréme 1-2-5: [LL 73] Dans le contexte [1]r;,C;,D;,Pi|, I'instant critique pour toute téche a

lieu lorsqu’ elle est réveillée en méme temps que toutes les taches plus prioritaires qu’'elle.

L’instant critique alieu al’instant O lorsque les téches sont simultanées, mais dans le cas
généra ou certaines taches sont différées, I’instant critique peut ne jamais avoir lieu si les da-
tes de réveil sont bien choisies par rapport aux périodes. Les conditions nécessaires et suffi-
santes (ou simplement suffisantes) dégagées dans le contexte |1|ri=0,C;,D;,P;| sont donc des
conditions suffisantes dans |e contexte [1]r;,C;,D;,Pil.

Pour un état de I’ art détaillé des algorithmes a priorités statiques et des conditions anal yti-
gues d’ ordonnancabilité, le lecteur peut se référer a[ABDTW 95].

I ) Rate Monotonic

L’ agorithme le plus représentatif de cette classe d'algorithmes est Rate Monoto-
nic[Ser 72], dénoté RM, qui affecte aux taches une priorité inversement proportionnelle aleur
période. En cas d égalité parmi les taches prétes de plus haute priorité, le choix de latache a
exécuter est fait arbitrairement parmi les ex-asquo.

exemple 1-2-1Soit un systeme de téches indépendantes S défini temporellement par
S={1,<0,2,8,8>,1,<0,2,6,12>,13<0,1,4,4>}. La séquence d ordonnancement de S fournie par
RM est donnée sur lafigure I-2-1. En effet, chaque tache t1; se voit allouer une priorité Pry(Ti),
et d apres les paramétres temporels des taches de S, I’ordre des priorités est le suivant :

Pru(T3) > Prw(T1) > Pru(T2).
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figure 1-2-1 : séquence d’ ordonnancement produite par Rate Monotonic

Théoréme 1-2-6 : [LL 73] L’agorithme RM est optimal dans le contexte |1|r;=0,C;,Di=P;,P;|

dans la classe des algorithmes a priorités statiques.

Le résultat d’ optimalité de RM est basé sur la notion d'instant critique : le pire moment
pour une tache intervient lorsgue cette tache est activée en méme temps que les autres taches
de priorité supérieure. C'est en effet pendant cette activation que la téache serale plus retardée.
Afin de donner une idée de la preuve d’ optimalité de RM, considérons un systeme de deux
téches 11 et 1, telles que P;<P,. Si I’on décide d’ affecter une priorité plus grande a 1, lors de
I"instant critique de 11, T, Sera exécutée avant 1; et pour que le systéme soit ordonnancable, il
faut que les deux taches puissent s exécuter avant I’ échéance de 11, c'est a dire P;. La CNS
d’ ordonnancabilité est donc C;+C,<P;. Les taches 1; et 1, doivent donc entiérement
S exécuter dans la plus petite période. Par contre, si ¢’ est latache 1; qui possede la priorité la
plus grande, latache 1, peut s exécuter sur toute sa période qui est plus grande que celle de ;.

Cette politique d’ ordonnancement est d’autant plus intéressante qu'il est possible de déci-
der de facon analytique si un systéme est ordonnancable par RM lorsgue les taches sont prises
dans le contexte |1|r;=0,C;,D;=P;,P;|.

En effet, la CS d' ordonnancabilité d’ un systéme de n taches indépendantes a échéance sur
requéte par RM est une borne sur la charge U du systeme de téches :

Théoréme 1-2-7 : [LL 73] Soit un systeme S composé de n téches dans le contexte |1|r;, Ci,

Di=P;, P|, sl Us= Z% < n(zl’” —1), ce qui tend vers In 2 (=0.69) lorsque n tend vers I’infini,

alors Sest ordonnancable par RM.

Ce test se base sur I’instant critique des taches, le test se base donc sur le pire cas, c'est a
dire sur le cas ou r;=0.

Lacharge de |’exemple de lafigure 1-2-1 est Us=2/8+2/12+1/4= 0.75, ce qui est inférieur
a 3(2”3 —1). Si les téches avaient été a échéance sur requéte, il n’aurait donc pas été néces-
saire de construire la séquence fournie par RM pour savoir que S était ordonnancable par RM.

Cependant, méme lorsgue cette CS n’est pas respectée pour un systéme S donné, la cons-
truction de la séquence est utile, car la borne supérieure a la charge des taches a été fixée ex-
périmentalement aux alentours de 88% [LSD 89].

Le test précédent étant une CS d'ordonnancabilité, [LSD 89] propose une CNS
d’ ordonnancabilité dans le cas ou |es taches sont simultanées.
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Théoréme [-2-8 : [LSD 89] Soit un systéme S composé de n téches dans le contexte |1|ri=0, C;,

Di=P;, Pj| avec Pi<...<P,. S est ordonnancable par RM s et seulement s i, 1<i<n,

. _ GOt O o P [
min, g ,ZlT] EﬁHSl avec §= é(Pj,ls j<i,k ::LH;I%

L’instant étudié est toujours I'instant critique, ¢’ est a dire I'instant ou une tache est réveil-
|ée en méme temps gue toutes les taches prioritaires. Dans le cas de taches simultanées, cet
instant est 0. Cependant I’ étude est plus fine que celle menée dans [LL 73], mais aussi plus
colteuse en temps puisque sa complexité est pseudo-polynomiale, de I’ordre de
O(n®.maxi=1..{ P} ), contre une complexité linéaire pour le test précédent.

L’ étude est donc menée sur la premiére période de chaque téche 1;: si @ un moment donné,
entre I’instant O et le réveil d’'une téche plus prioritaire (ou le re-réveil de ), la charge induite
par T; et les téches de priorités supérieures est inférieure ou égale a 1, alors 1, est traitée et res-
pecte son échéance dans sa zone critique. Elle respectera donc toutes ses échéances. En fait,
cette étude revient a simuler le systéme de taches successivement pendant la premiére période
de chague téche.

Un algorithme se basant sur le méme principe a été proposé dans [SS 93], de plus il peut
S adapter au cas ou |’ architecture sous-jacente est répartie.

Lalittérature a été prolixe en ce qui concerne cette politique, et le livre traitant de la RMA®
[KRPOH 94] reste un ouvrage de référence pour les gens qui ont aimplémenter des systémes
tempsrédl.

Remarguons que I’ attribution des priorités par RM peut étre réprésentée par la signature :
Prv: périodes - IN, ou périodes est I’ensemble des périodes des taches, en fait IN, étant
donné que les priorités ne sont calculées que sur les périodes. Celaimplique une implémenta-
tion simple du calcul des priorités RM.

Existence de CN ou CNS Contexte d’ optimalité
CNS [1)ri=0,C;,Di=P;,P;| [LL 73] |1ri=0,C;,Di=P;,P;| [LL 73] pour une affectation
CS[1r;,C;,Di,Pi| [LL 73] statique des priorités

Tableau I-2-1 : récapitulatif des résultats portant sur RM

ii ) Deadline Monotonic

RM a été propose pour les systémes de téches a échéance sur requéte. En se reportant a la
figure 1-2-1, il est clair que s le délai critique de la téche 1, éait réduit de 6 a5 unités de
temps, le systeme ne serait pas ordonnancable par RM, alors gu’il aurait été ordonnancable s
latéche 1, avait une priorité plus grande que 1;.

C’est en considérant que la priorité la plus grande devait étre assignée a latéche la plus ur-
gente que Deadline Monotonic[LW 82], aussi appelé Inverse Deadline, noté DM, a éé
concu. Cet algorithme, a priorités statiques, affecte une priorité inversement proportionnelle
au délai critique. Le lecteur peut se référer a[ABRW 92] pour une démarche générale de vali-
dation temporelle de systemes de taches par DM.

°® RMA : Rate Monotonic Analysis

35




L’ ordonnancement des systémes de taches temps réel

En ce qui concerne le systeme dont |’ ordonnancement est donné en figure I-2-1, les priori-
tés seraient affectées par DM de fagon a ce que I'ordre suivant soit respecté: Ppy(13) >
Pom(T2) > Ppm(T1), €t 1a séquence d' ordonnancement produite par DM est donnée sur lafigure
[-2-2.

I T~ T~ I~ N IV
ol ] ! I
S I I { !

12 16 20 24

A\ 4

\ 4

figure 1-2-2 : séquence d’ ordonnancement produite par Deadline Monotonic

Théoréme -2-9 : [LW 82] L’agorithme DM est optimal dans le contexte |1|ri=0,C;,D;,P;| dans

la classe des algorithmes a priorités statiques.

Il convient de remarquer que le théoréme d’optimalité de DM n’'est valable que sous
I” hypothése D;<P;, qui est faite dans cette these. En effet, la non optimalité de DM a été mon-
trée dans le contexte |1|r;=0,C;,D;>P;,P;| dans [Leh 90]

La signature de |'assignation des priorités par DM peut étre donnée sous la forme
Ppowm : délais critiques - IN . Comme celles de RM, les priorités de DM sont simples a calcu-
ler.

Des conditions suffisantes d’ ordonnancabilité de systémes de taches par DM peuvent étre

dégagées :

Théoréme 1-2-10 : Soit un systeme S composeé de n taches dans le contexte [1]ri=0, C;, D;, Pi|,

S Z % < n(21’n —1), alors Sest ordonnancable par DM.

Ce test, basé sur celui de [LL 73], est tres pessimiste, il peut donc étre avantageusement
remplacé par une adaptation de la CNS proposée pour RM.

Théoréme 1-2-11 : [LSST 91] Soit un systeme S composé de n taches dans le contexte [1]r;=0,

Ci, Di, Pj| avec D;<...<D,. S est ordonnancable par DM s et seulement s [i, 1<i<n,

) LG Ot O .. Di [J
— <1 =1D¢ O kP;,1< j<i,k=1,..., .
min g ,Zt EE avec S={D} éﬁ j<i 1, Eﬁ%

Cette CNS d' ordonnancabilité est I’ adaptation au cas non échéance sur requéte du test de
[LSD 89]. Elle traduit la CNS suivante: en se basant sur le principe de I’instant critique, le
pire instant pour une téche 7; (lorsgque les taches sont simultanées) est sa premiére période: a
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I"instant 0, elle est réveillée en méme temps que toutes les taches plus prioritaires qu'elle. Le
principe de cette anayse repose sur I’ étude de la charge induite par les réveils successifs de 1
et des téches plus prioritaires qu’ elle. St a un moment avant D;, cette charge se situe en des-
sous de 1, alors 1; sera terminée en respectant son échéance, méme avec son pire temps de
réponse, puisque ¢’ est I’ instant critique qui est éudié.

Cette analyse, équivaente ala ssimulation de I’ ordonnancement DM pendant la plus grande
des périodes des taches, nécessite un temps pseudo polynomial en O(n”.maxi=1{ Pi}).

Dans le cas de DM, [SS 93] a proposé un test d’ ordonnancabilité de complexité équiva
lente au test précédent. Dans [MA 98], arguant du fait que les périodes peuvent étre arbitrai-
rement longues, un algorithme de test d’ ordonnancabilité en O(n.2") est proposé.

Existence de CN ou CNS Contexte d’ optimalité

CNS  |1r=0,C;,D;,Pi| [LSST 91] | |1|ri=0,C;,D;,Pi| [LW 82] pour une affectation statique
[MA 98] [SS93] [Har87] [Jos85] | despriorités
[JP 86] [ABRW 91]

Tableau I-2-2 : récapitulatif des résultats relatifsa DM

iii ) Affectation de priorités par I’algorithme d’ Audsley

Bien qu’ optimal dans le contexte |1|r;=0, C;, Dj, Pi|, Audsley a montré dans [Aud 91] que
DM ne |'éait pas dans le contexte |1|r;, Ci, D;, Pi|. Auddey a exhibé un agorithme
d’ affectation optimale de priorités statiques dans ce contexte, qui I’est aussi d’ailleurs dans le
contexte |1r;, Ci, Di>P;, Pjl.

Soit Sun systeme de n téches. L’ algorithme affecte une priorité de {0,...,n—-1} achaque t&
che du systeme de fagon distincte. Pour cela, il commence par choisir une tache pouvant étre
ordonnancee avec la plus petite priorité n—1 tout en respectant ses contraintes temporelles et
lui affecte la priorité n-1. Au K™ pas de I’ algorithme, on choisit parmi les taches non affec-
tées une tache respectant ses contraintes temporelles avec la plus petite priorité non affectée,
en |’occurrence n—k. [Aud 91] montre qu’a chague pas de I’agorithme, si plusieurs taches
peuvent se voir affecter la plus faible priorité restante, alors le choix de I’une d’entre elles
peut étre fait arbitrairement sans nuire a I’ ordonnancabilité future du systeme. Si les n pas
nécessaires al’ affectation des n priorités sont effectués avec succes, le systéme est ordonnan-
cable, dans le cas contraire, aucune affectation statique de priorités ne peut ordonnancer le
systéme.En tout, I’ al gorithme prend en compte au plus O(n?) affectations de priorités, chacune
étant testée a I’aide d'un test d’ ordonnancabilité, qui reste co-NP-difficile dans le contexte
considéré par Audsley.

Théoréme [-2-12 : [Aud 91] L’ affectation de priorités d’ Audsley est optimale dans le contexte
|1Jri, Ci, Di, Pi| pour les algorithmes & priorités statiques.

Existence de CN ou CNS Contexte d’ optimalité

CNS [1]r;,Ci,Di,Pi| [Aud 91] automati- | |1|r;,Ci,D;,Pi| [Aud 91] pour une affectation statique
guement vérifiée lors de I’ affectation | des priorités
(en temps exponentiel)

Tableau I-2-3 : récapitulatif des résultats relatifs a I’ affectation de priorités d’ Audsley
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iv) Analyse générale des affectations statiques des priorités

Des conditions analytiques d’ ordonnancabilité ont été étudiées dans le cas général des a-
gorithmes a priorités statiques. Toujours basées sur I'instant critique des taches, elles ne sont
nécessaires et suffisantes que lorsgue les taches sont simultanées.

[Har 87][Jos 85][JP 86][ABRW 91] ont étudié des algorithmes de dilatation du temps ba-
sés sur le Théoreme 1-2-13, et choisis afin d’ optimiser le nombre de points dans le temps étu-
diés.

Théoréme 1-2-13: [Har 87][Jos 85][JP 86] Soit un systéme de téches S dans le contexte
|1)ri=0,Ci,R;,Pi] et une  affectation de priorités  telle  que priori-

t&(ty)>priorité(ry)>...>priorité(1,). Si I’équation R=Ci+2$§:; a une solution RO[0, D],
]: J

alors la téche T1; respecte ses échéances, de plus, son pire temps de réponse est donné par la

plus petite solution (positive) de cette égquation.

1-2.2.1.b Algorithmes a priorités variables

A cause des limites de charge processeur théorique imposées aux algorithmes a priorité
statique, des algorithmes d’ ordonnancement a priorités variables ont été proposes. Ces algo-
rithmes different des algorithmes précédemment étudiés puisqu’ils affectent aux taches des
priorités variant au cours de lavie de I’ application.

Les détracteurs de ces algorithmes leur imputent une grande surcharge processeur, ou
overhead en anglais. Les priorités doivent en effet étre recalculées au moins a chaque réveil
de tache, mais ce calcul est linéaire en temps en fonction du nombre de taches.

Nous nous attacherons a étudier les contextes d’ optimalité des algorithmes présentés, ainsi
gue les CNS et CS établies dans la littérature. Comme pour les algorithmes a priorités stati-
ques, I’ éude d’ ordonnancabilité des systemes de taches différées est plus délicate que celle
des t&ches simultanées.

Théoréme 1-2-14: [RCM 96] Soit S un systéme de téches pris dans le contexte
|1/ri=0,C;,D;,Pi|, S Sest ordonnancable, alors tout systeme S ayant les mémes caractéristiques
gue Ssauf que les r; peuvent étre décalés (i.e. certaines taches sont différées) est ordonnanca
ble.

Ce théoréme nous permet de considérer que toute CNS ou CS dans le contexte
|1Jr;i=0,C;,D;,P;| pour un algorithme optimal dans le contexte [1]r;,C;,D;,P;| est une CS dans le
contexte |1r;,Ci,D;,Pi|. Nous verrons que ¢’ est |e cas des deux a gorithmes présentés.

i ) Earliest Deadline

Le principe d Earliest Deadline ED est d affecter la plus grande priorité a la tache dont
I’ échéance est la plus proche. Historiquement, cet algorithme a été proposé dans un contexte
temps réel dans [Ser 72] (ou il éait nommé Relative Urgency) [LL 73] (dans lequel il était
nommé Deadline Driven Scheduling)et est inspiré des travaux en ordonnancement job shop
de [Jac 55][McN 59] repris dans[CMM 67].
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Théoreme 1-2-15 : [Jac 55] La latence maximale et le retard maximal imposés a des taches
(dans un contexte [1]r;=0,C;,D;|) sont minimisés par |’ ordonnancement des t&ches dans I’ ordre

des échéances croissantes.

La fonction Pgp d attribution des priorités par ED varie donc au cours du temps, et la si-
gnature de cette fonction est Pgp: dates deréveil xdélais critiquesxpériodesxtemps — IN,
avec datesderévellJ IN , délais critiquesl] IN et périodesl] IN . D’une part, la priorité ED est
donc calcul ée avec plus de paramétres, mais en plus, cette priorité varie au cours du temps. La
complexité relative d implémentation d’ un noyau temps réel basé sur ED par rapport a un
algorithme a priorités statiques explique en grande partie la rareté des noyaux temps réel dont
la politique d’ ordonnancement est basée sur ED.

Pourtant, ED est I’ agorithme d’ ordonnancement en ligne le plus puissant a ce jour, puis-
gu’il est optimal pour les systémes de taches indépendantes.

Théoréme 1-2-16: [Der 74][Lab 74] Earliest Deadline est optimal dans le contexte
11]r;,Ci,Di,Pil.

Dans le contexte x=[1|r;,C;,D;,P;|, on a donc RM<,DM<,Audsley<,ED.

Soit S te que  S={<0,2,8,8>,<0,4,512>,<0,1,4,4>}. Sa chage est
Us=2/8+4/12+1/4=11/12=0.92. Le systéme ainsi obtenu n’ est pas ordonnancable par DM (voir
figure 1-2-3), il n’est donc ordonnancable par aucun algorithme a priorités statiques, puisque
nous nous trouvons dans le contexte |1|ri=0,C;,D;,P;|. Voyons sur la figure 1-2-4 la séquence
produite par ED.

P
v | [l | R
DS

0 12 16 20 24
Faute temporelle

figure 1-2-3 : séquence d’ ordonnancement produite par Deadline Monotonic
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o I T T I T IO
1 dm, m .

figure 1-2-4 : séguence d’ ordonnancement produite par Earliest Deadline

Comme pour les algorithmes a priorités statiques, il est primordia de dégager des condi-
tions analytiques pour lesguelles on est certain qu’'un systéme donné est ordonnancable par
ED.

Théoréme 1-2-17: [LL 73] Un systéme de téches S est ordonnancable dans le contexte

I1]ri=0,C;,D;=P\,P/| s &t seulement si U = 2931_

=1 Il

Dans le cas ou les taches sont simultanées et a échéance sur requéte, ED permet d’ obtenir
une borne au taux d'utilisation processeur qui est de 100%, c'est donc un agorithme
d’ ordonnancement optimal dans ce cas particulier puisque U<1 est une condition nécessaire
d’ ordonnancabilité pour tout algorithme d’ ordonnancement. Ce théoreme a été étendu dans le
contexte |1|ri=0,C;,D;=P;,P;| dans [BRM 90].

Cependant, dans le cas contraire, I’ ordonnancabilité d’ un systéme de taches par ED est
plus difficile. L’ utilisation du théoreme portant sur la durée de simulation permet I’ obtention
d’'une CNS d' ordonnancabilité par ED. Précisons qu'a I’ origine, Leung et Merrill I’ avaient
énonce en deux points :

Théoréme [-2-18 : [LM 80][LW 82] Un systeme de téches Sest ordonnangable par ED dansle
contexte |1|r;,C;,D;,Pi| S et seulement s :

(2) I’ordonnancement produit par ssimulation sur I'intervalle [0, maxi=1 { ri} +2P] est valide,
(2) I état du systeme est identique aux dates maxi=1 n{ i} +2P et maxi=1 {ri} +P.

Le second point du théoréme a été montré inutile dans [BHR 90] puisgu’il est toujours sa
tisfait lorsque U<1 et qu’ ED est utilisé. Baruah et al. ont réduit cette durée de smulation ex-
ponentielle a une durée pseudo-polynomiale dans le cas de taches simultanées non a échéance
sur requéte.
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Théoréme 1-2-19 : [BHR 90] Un systeme de ta&ches S, de charge U<1, est ordonnancable par

ED dans le contexte |1|ri=0,C;,D;,P;| s et seulement si toutes les échéances sont respectées

. U l
dans!’intervall — Pi — Dy o
ans I’ interv eé) =y max{ }E

Cette borne a été améliorée dans [RCM 96], et [ZS 94]. Cependant, a notre connaissance,
la seule CNS d’ ordonnancabilité d’un systéme de taches dans le contexte [1]r;,C;,D;,P;| est la
simulation sur [0..max;=1 n{ ri} +2P], ce qui est un temps exponentiel (voir annexe I-1).

Existence de CN ou CNS Contexte d’ optimalité

CNS |1|ri=O,Ci,Di:Pi,Pi| [LL 73] |1|ri,Ci,Di,Pi| [Der 74] [Lab 74]
CNS |1|ri=0,Ci,Di,Pi| [BHR 90]
CS |1]r;,Ci,D;,Pi| [BHR 90][RCM 96]

Tableau 1-2-4 : récapitulatif des résultats relatifs a ED

ii ) Least Laxity

Pour compléter I’ étude des principaux algorithmes en-ligne d’ ordonnancement dans le ca-
dre des systemes de taches indépendantes, ce paragraphe propose I’ éude de |’ algorithme
Least Laxity, noté LL. Il est basé sur la laxité des taches: a chaque instant, la tache de plus
petite laxité ala plus forte priorité.

Cet agorithme est capable d’ ordonnancer les mémes systemes qu’ ED puisgu’il est optimal
dans le méme contexte.

Théoréme [-2-20 : [Mok 83][DM 89] Least Laxity est optimal dans le contexte |1|r;,C;,D;,Pi.

Donc les agorithmes ED et LL ont la méme puissance d’ ordonnancabilité dans le contexte
X=[1Ir;,Ci,D;,P;|, on peut donc écrire ED=,LL.

Cependant, LL impose une surcharge processeur importante, puisque les priorités doivent
étre recalculées a chague unité de temps (contre tout réveil de tache pour ED). De plus,
comme I’illustre la figure 1-2-5, il est trés colteux en changements de contexte. Ceci est évi-
demment colteux en temps, bien qu’'on ait tendance a négliger le colt des changements de
contexte lorsque les quanta de temps sont relativement longs. Pour finir sur les inconvénients
de LL par rapport a ED en environnement monoprocesseur, ajoutons gque les temps de réponse
moyens sont meilleurs avec ED qu’avec LL, lafigure I-2-5 en est d’ailleurs une illustration :
pour cet exemple, en cas d égalité de priorité, latéche 1, est choisie.

« | L l /\DDDD

'

figurel-2-5: Earliest Deadline/ Least Laxity
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C’est donc pour des raisons d’ implémentation plus colteuse que celle d'ED, sans gain de
puissance d’ ordonnancement, que LL est peu utilisé dans le contexte monoprocesseur.

Existence de CN ou CNS Contexte d’ optimalité

CNS |1|ri=O,Ci,Di:Pi,Pi| [LL 73] |1|ri=O,Ci,Di,Pi| [MOk 83][DM 89]
CNS |1|ri=0,Ci,Di,Pi| [BHR 90]
CS [1]r;,Ci,Di,Pi| [BHR 90][RCM 96]

Tableau 1-2-5 : récapitulatif desrésultatsrelatifsa LL

[-2.2.1.c Récapitulatif sur 'ordonnancement de taches indépendantes en environ-

nement monoprocesseur

Nous reprenons les résultats d’ optimalité, les CS et les CNS d ordonnancabilité présentés
précédemment pour le contexte |1ri,Ci,D;,P;| et ses cas particuliers.

Attribution des | Existence de CN ou CNS Contexte d’ optimalité
priorités
RM CNS |1|I’i:0,Ci,Di=Pi,Pi| [LL 73] |1|I’i:0,Ci,Di=Pi,Pi| [LL 73] pour
CS1]r;,Gi,Di,Pi| [LL 73] une affectation statique des prio-
rités
DM CNS |1|ri=0,Ci,Di,Pi| [LSST 91] |1|ri=0,Ci,Di,Pi| [LW 82] pour une

[MA 98] [SS93] [Har87] [Jos85] | affectation statique des priorités
[JP 86] [ABRW 91]

Audsley CNS [1]r;,Ci,D;,Pi| [Aud 91] automati- | |1|r;,Ci,D;,Pi| [Aud91] pour une
quement vérifiée lors de I’ affectation | affectation statique des priorités
(en temps exponentiel)

ED CNS [1]ri=0,C;,D;=P;,Pj| [LL 73] 1|ri,Ci,D;,Pi| [Der 74] [Lab 74]
CNS |1/ri=0,Ci,Di,Pi| [BHR 90]
CS |1|ri,Ci,Di,Pi| [BHR 90][RC|V| 96]

LL idem que ED |1Jri=0,C;,D;,P;| [Mok 83][DM 89]

Tableau 1-2-6 : récapitulatif des résultats portant sur les algorithmes d’ ordonnancement des
systemes de taches indépendantes

De plus, dans le cadre des taches indépendantes, les algorithmes d’ ordonnancement sont
réguliers, lasimulation [LM 80] reste une CNS pour tous les cas ou on ne peut valider autre-
ment.

[-2.2.2 Ordonnancement en-ligne de tdches communicantes

Le modéle présenté en section précédente est limitatif puisqu’il ne permet pas de repré-
senter des taches communicantes. Or, la plupart des applications temps réel nécessitent des
communications entre les taches, qui introduisent des contraintes de précédence entre certai-
nes parties des téches. Les notions de communication et de précédence étant étroitement liées,
un terme pourra étre utilisé alaplace de I’ autre et vice versa.

[l semble que seules |les communications asynchrones par boites aux |ettres soient prises en
compte dans les différents modeles étudiés. Cela n’est pas limitatif pour les communications
synchrones étant donné que les communications synchrones peuvent étre obtenues al’ aide de
communications asynchrones (81-1.3.1.b). Les événements, quant & eux, sont tres utilisés lors
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d’ une approche temps réel synchrone mais sont proscrits lors d’ une approche temps rédl asyn-
chrone. En effet, lors d’ une programmation événementielle, aucun graphe de précédence
« statique » ne peut étre construit.

Plutdt que de modifier les agorithmes d’ ordonnancement classiques énonceés plus haut et
de refaire tout un travail d’adaptation des CN et CNS d ordonnancabilité dga obtenues, la
communauté temps réel a pris le parti de découper les tAches communicantes autour des
points de communication et de modifier leurs parameétres temporels (en I’ occurrence les r; et
les D;) afin de pouvoir utiliser les algorithmes classiques sans modification. Le principe du
découpage des taches, que nous appelons découpage en forme normale, repose sur le prin-
cipe suivant : les agorithmes classiques (hors affectation d’ Audsley) étant basés sur des af-
fectations de priorité au vu des parametres temporels, il faut s assurer que la partie d' une t&
che précédée par une autre aura une priorité inférieure ala partie de latéche la précédant.

Rappel ons que nous supposons les taches abstraites a leur durée, ce qui sous-entend que les
boucles les composant ont été déroulées, et que les structures alternatives ont été abstraites a
leur pire cas. Le découpage en forme normale se passe de la fagon suivante : soit une tache
1i<r;,C;,D;,P;> émettant et recevant des messages, comme cela est représenté sur la figure |-
2-6. Latéche 1; est découpée en sous-taches autour des points de communication de sorte a ce
gue les attentes de messages par une sous-tache soient en début de tache, et que les émissions
de messages soient en fin de tache. Des contraintes de précédence, symbolisées par le sym-
bole O sur lafigure, sont introduites afin de conserver la séquentialité de latéche T,.

b = Ci,
Retirer BA

4
7

figure 1-2-6 : découpage d' une tache autour des points de communication

Ce découpage permet d’ obtenir un ordre partiel sur les taches représentant les contraintes
de précédence des sous-téches, noté 7; - 7; pour T; précede T,.

L es précédences sont souvent représentées graphiquement par des arcs orientés. Etant don-
né que les précédences ne peuvent pas admettre de cycles, les précédences des systémes de
taches doivent pouvoir étre représentées par un graphe orienté sans cycle. Sur lafigure I-2-7,
latéche 1, précéde latéache 1,, qui précéde latache 13 et latache 1,.

E—ﬂ%—)

figure 1-2-7 : un graphe de précédence d’' un systéme de taches

43



L’ ordonnancement des systémes de taches temps réel

On peut déplorer le manque de lisibilité du modéle de taches, puisque il est nécessaire de
connaitre la description temporelle des téches et leur graphe de précédence pour connaitre
totalement un systéme de taches. De plus, |a représentation graphigque des contraintes de pré-
cédence nécessite que les arcs entrants correspondent a une (ou des) instruction d’ attente de
message en début de tache et que les arcs sortants correspondent a une (ou des) émission de
message en fin de téche.

Un exemple de découpage en forme normale d' un systeme de taches est donné en figure |-
2-8.

figure 1-2-8 : découpage d un systeme de taches en forme normale

Chaque téache est découpée en sous-taches dans lesguelles les émissions se trouvent en fin
d’exécution et les réceptions au début. Ainsi, les contraintes de précédence portent entre t&
ches et non plus sur des parties de taches.

Blazewicz [Bla 76a] a montré comment modifier les paramétres date de réveil et délai cri-
tique des sous-taches afin que les contraintes de précédence soient implicitement respectées
par |’ algorithme ED.

Théoréme 1-2-21 : [Bla76a] ED est optima dans le contexte |1|r;,Ci,D;,P;,précformenormale

s apres |’ éclatement en forme normale d’ une tache 7; en sous-taches T 4,..., Tik, les parame-

tres des sous-taches sont choisis de lafagons suivante :

- Djj = min{Dj, mi nri,jarq’r{ Dqr—Cq}t} apartir des téches sans successeurs et en remontant a
chague pas vers les taches dont tous les successeurs ont été traités.

- rij = max{ i maxy, - Ti,j{ rqr+Cq}} @ partir des téches sans prédéecesseurs et en descendant a

chague pas vers les taches dont tous les prédécesseurs ont été traités.

Rappelons que par hypothese, les tadches communicantes ont la méme période, ce qui im-
plique que les modifications opérées sur les sous-taches se répercutent directement sur chague
occurrence de celles-ci. Ce théoreme est un outil de transformation des sous-téches issues de
lamise en forme normale d’ un systéme afin que I’ algorithme ED considére le systéme comme
constitué de taches indépendantes, tout en respectant les contraintes de précédence de facon
implicite.
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Il est & noter que ce théoreme ne fonctionne que si les taches communicantes ont méme pé-
riode. Cette contrainte est levée a un colt exponentiel dans [RC 99], afin de prendre en
compte des contraintes de précédence généralisées : une tache émettrice peut émettre au cours
de chacune de ses occurrences plusieurs messages vers une réceptrice, qui, elle, peut en lire
un nombre différent, le tout a condition que les fréquences d’ émission et de réception de mes-
sages soient les mémes. En effet, si les émissions sont moins fréquentes que les réceptions
(qui sont bloquantes), la téche réceptrice associée ne pourra pas respecter ses échéances indé-
finiment. De fagon similaire, s c’est la fréquence d’émission d’un message qui est plus
grande que la fréquence de réception, et que la boite aux lettres est sans écrasement, alors
c'est la tache émettrice qui ne respectera pas une échéance. Si la boite aux lettres est avec
écrasement, alors au bout d’un certain nombre de périodes, la boite aux |ettres étant toujours
pleine, il 'y a plus lieu de parler de précédences. Dans ce cas, la boite aux lettres peut étre
considérée comme une zone Mémoire commune protégée par sémaphore.

Le méme gjustement des paramétres temporels des taches est effectué lorsque des ago-
rithmes a priorités statiques sont utilisés. Dans ce cas les contraintes sont qu’ une tache émet-
trice ait une priorité plus forte que les taches réceptrices associées, et que sa premiére activa
tion ait lieu avant ou en méme temps que les premieres activations des réceptrices: cette
avance est conservée tout le long de lavie de I’ application puisqu’il est imposé que les taches
communicantes aient méme période.

Théoreme 1-2-22 : Soit S={ 1i<r;,C;,D;,P;>}i=1.», une configuration de taches en forme normale

(i.e. les attentes de messages ne peuvent étre qu’ en début de tache et les envois en fin de t&

che) dans le contexte [1]r;,Ci,D;,P;,precformenormalel, et soit — un ordre partiel entre les t&

ches: 1, 1; Signifie que chague occurrence de 7; doit étre entierement exécutée avant que

I occurrence correspondante de 7; ne débute.

S est ordonnangable avec respect de I'ordre partil - par RM s et seulement s

S={1 <r",C,Di",Pi>}i=1.n est ordonnancable dans le contexte [1]r;,C;i,D;,P;| avec :

(1) ri*:max{ri,max,j%ri{rj*}} en traitant d’abord les tAches sans prédécesseurs et en descen-
dant a chague pas vers | es taches dont tous les prédécesseurs ont été traités.

(2) D;"=D;—(r; -r;) afin de respecter les mémes échéances absol ues.

(3) Si deux téches ont méme période avec T - Tj, alors Pru(Ti)>Pru(T).

Preuve : la preuve, dont on peut trouver une version dans [RC 99], se base sur le fait que le
premier point permet de faire en sorte qu’ une tache précédant une autre ne puisse étre activée
apres celle-ci, le second point permet de refléter |es échéances absolues par rapport aux modi-
fications de dates de réveil, enfin le troisiéme point permet de faire en sorte qu’ une tache pré-
cédant une autre tache soit traitée naturellement par I’ ordonnanceur avant cette derniére.

Le méme gjustement des parametres peut étre effectué pour I’ algorithme d’ Audsley. Pour
I’ algorithme DM, les modifications sont expligquées ci-dessous.

Théoréme 1-2-23 : Soit S={ 1;<r;,C;,D;,P;>}i=1.» une configuration de téaches en forme normale

dans le contexte |1]r;,C;,D;,P;,precformenormal €, et soit — un ordre partiel entre les taches.
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S est ordonnangable avec respect de I'ordre partiedl - par DM s et seulement s

S={1 <r;",Ci,Di",Pi>}i-1.n est ordonnancable dans le contexte |1|r;,C;,D;,P;| avec :

(1) ri*:max{ri,maxrjqri{rj*}} en traitant d’abord les tAches sans prédécesseurs et en descen-
dant a chague pas vers | es taches dont tous les prédécesseurs ont été traités.

(2) Dy =min{ D—(r; —r;), min,, . i D;"}} afin de respecter les mémes échéances absol ues.

(3) Si deux taches ont méme délai critique avec T; - Tj, alors Ppm(Ti)>Pom(T)-

Dans le cadre des algorithmes a priorités, il est donc relativement simple d'intégrer les
contraintes de précédence dans les sous-taches apres un découpage en forme normale pourvu
gue les périodes des taches soient identiques (voir [RC 99] pour lever cette limitation).

Des travaux ont porté notamment dans [CSB 90] sur la modification en ligne des paramé-
tres temporels des taches afin d’ accepter des téches apériodiques et de refléter les contraintes
de précédence.

I-2.2.3 Partage de ressources

Il est bien rare dans une application temps réel de pouvoir se passer de I’ utilisation de res-
sources critiques, ne serait-ce que pour protéger |’ accés a une zone mémoire partagée. 1l était
donc indispensable d'intégrer les partages de ressources aux a gorithmes d’ ordonnancement.
Cependant, le probléme de I’ordonnancement de taches partageant des ressources est NP-
difficile.

Théoréme 1-2-24 : [Mok 83] Le probléeme de décider si un systéme de taches est ordonnanca
ble dans le contexte [1]r;,Ci,D;,P;,res| est NP-difficile.

La preuve de ce théoreme a été obtenue par réduction au probleme 3-partitions. Bien que
vérifier I’ordonnancabilité d’un systéme de téches dans le contexte |1]r;,C;,D;,P;i| soit co-NP-
difficile, nous avons vu gu’il existait dans ce contexte des algorithmes en-ligne optimaux.
Celan’est pasle cas dés lors que des ressources sont en jeu.

Théoréme 1-2-25: [Mok 83] Dans le contexte |1|r;,C;,D;,Pi,res|, aucun agorithme en-ligne
n’'est optimal.

En dehors du phénomeéne connu d’interblocage, I’ un des phénomenes les plus caractéristi-
gues engendré par |’ adjonction de ressources critiques a un systeme est |’ inversion de priorité.
Une téche peu prioritaire détenant une ressource s exéecute, elle est interrompue pour laisser le
processeur a une téche de priorité moyenne, et lorsqu’ une téche de haute priorité, nécessitant
laressource de la téche de basse priorité, est activée, celle-ci doit attendre laterminaison de la
téche de priorité intermédiaire, puis la libération de la ressource par la tache de basse priorité,
avant de pouvoir s exécuter. Dans ce cas, |le temps perdu par |a tache de haute priorité a cause
del’inversion de priorité n’est pas borné, car d’ autres taches de priorité intermédiaire peuvent
empécher latache de basse priorité de s exécuter. Un exemple d’'inversion de priorité est don-
né sur lafigure 1-2-9, ou I’ ordre des priorités est Prio(11)>Prio(12)>Prio(13).
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\j

A

l Utilisﬁion delaressource R

T

\j

D Pas d’ utilisation de laressource R

v '

figurel-2-9 : latache 1; est victime d' une inversion de priorité de la part de 1, a cause de 13

-
|

Afin de pouvoir expligquer les problémes de blocage qui se posent, il convient de définir un
vocabulaire adéquat :

Définition 1-2-10: Il existe différentes formes de blocage, 1a plus naturelle étant le blocage
direct : une téche 1, est bloquée par 1, si celle-ci est de priorité native moindre que T; et dé-

tient une ressource nécessaire al’ avancement de .

Soulignons qu’ une téche en attente d’ une ressource détenue par une téche de priorité supé-
rieure N’ est pas considérée comme bloquée. Sur lafigure I-2-9, 1; est bloquée par 1, et subit
donc une inversion de priorité de la part de 1.

Pour pallier ce probleme, les algorithmes classiques d’ ordonnancement ont été enrichis de
protocoles de gestion de ressources, tels le protocole a priorité héritée, le protocole a priorité
plafond ou le protocole de gestion des ressources a piles. La propriété de tels protocoles est
d’ édiminer les inversions de priorité et de borner les durées de blocage. Ces protocoles sont
briévement présentés dans les paragraphes suivants.

Les interblocages™ peuvent étre évités de fagon classique, par exemple si les ressources
sont prises dans un ordre prédéfini, ou bien naturellement par I’ emploi de certains protocoles
de gestion de ressources.

Dans cette partie, lorsgu’ un systéme de taches utilise des ressources Ry, Ry, ..., on décrit les
téches sous la forme 1,=<r,,C;,D;,P;,{<a1, B, yi>,< a2, B2, y»>,...}> 0ouU pour chaque ressource
R, le triplet <a;, B, y> signifie <temps d’ exécution avant prise de la ressource R;, pendant,
aprés>. Cette notation n’ autorise pas de prised/libérations multiples d’' une méme ressource par
une tache, mais ¢’ est la notation classiqguement utilisée dans I’ ordonnancement en-ligne. De
plus, elle suppose que chague ressource N’ a qu’ une instance.

Il est important de remarquer que contrairement au cas ou les taches sont indépendantes,
I utilisation de ressources critiques empéche de considérer la durée au pire des taches comme
étant un pire cas.

Théoreme 1-2-26 : Les systémes de taches dans le contexte [1]r;,Ci,D;,P;,res| ne sont pas régu-

liers lorsgue des algorithmes conservatifs sont utilisés.

Preuve : La preuve de ce théoreme est donnée sur un exemple, exhibant un cas ou un systéme
de téches est ordonnancable par un agorithme conservatif (au plus tot) en considérant les pi-
res durées des téches, et nel’ est plus lorsque la durée d’ une tache est réduite.

En effet, considérons le systéme S contenant une ressource tel que :

9 Un interblocage alieu lorsque toutes les taches sont bloquées en attente de ressources détenues par d’ autres
taches, elles-aussi bloquées. Il faut au minimum deux ressources pour donner naissance a un interblocage.
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S$={<0,6,16,16,{ <0,6,0>} >,<0,2,6,8{ <0,2,0>} >,<0,6,15,16{ <6,0,0>} >}.
La séguence d ordonnancement produite par ED qui est un algorithme conservatif est va-
lide (voir figure I-2-10).

A
1, %
- 7
A A
T

l [ Pesd utilistion deR"

Utilisationde R

| A

0 4 8 12 16

figure I-2-10 : séguence d’ ordonnancement valide d’ un systéme partageant une ressource

Cependant, lafigure 1-2-11 si laduréeréelle de 11 n’est pas 6 mais 5, alors le systéme n’ est
plus ordonnancable.

Faute temporelle

l T i Utilisation de R :

8 12

figure-2-11 : exécution possible du méme systéme

Remarque : aucun algorithme conservatif ne peut ordonnancer ce cas puisqu’il faut abso-
lument pour cela laisser le processeur oisif entre les instants 7 et 8 bien que 13 est a ce mo-
ment |a actif.

L’ ordonnancabilité en-ligne d’ un systéme de taches partageant des ressources critiques ne
peut donc plus étre décidée directement par simulation puisgue la pire durée n’est pas le pire
cas.

Il est donc nécessaire d’intégrer dans la durée des taches le temps de blocage (temps
maximal passé a attendre la fin de la section critique d’ une tache de priorité plus faible) qui
peut intervenir al’ entrée d une section critique. La NASA afait les frais de ce probléme lors-
gue le module Sojourner, faisant partie de la mission MARS pathfinder, est arrivé sur la pla
nete Mars [Cot 99]. Ce temps de blocage ne pouvant étre borné naturellement, il est néces-
saire d utiliser des protocoles de gestion de ressources. Dans [Mok 83], |’ auteur contourne le
probléme en proposant de choisir les quanta de temps en s arrangeant pour que les sections
critiques soient de durée unitaire, ce qui N’ est pas réaliste dans beaucoup de cas. [Kai 82] pro-
pose quant a lui le concept de superpriorité, dont la seconde forme est le précurseur du proto-
cole apriorité héritée.
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[-2.2.3.a Le protocole a priorité héritée (PPH)

iii ) Définition

Le premier protocole proposé [SRL 87][SRL 90] pour palier I'inversion de priorité est le
protocole & priorités héritées (ou PPH). Son fonctionnement est assez intuitif, puisqu’il af-
fecte a la tache détenant une ressource blogquante la priorité la plus grande parmi les priorités
des taches qu’ elle bloque. A chague fois qu’élle libére une ressource, on recalcule sa priorité
héritée (i.e. la priorité maximale des téches qu’elle bloque). Elle reprend sa priorité initiale
lorsgu’ elle ne détient plus de ressource bloguante.

La figure 1-2-12 montre comment le probleme d’inversion de priorité est résolu par PPH.
L’ algorithme d’ ordonnancement choisi pour cet exemple est DM.

Faute temporelle DM avec PPH

1 F | m!

Utilisation de laressource R Héritage de A(1,)

A\ 4

—~
s

>
<«
4

>
<«
4

: ] Pas o utilisation de laressource R ;

figure-2-12 : résolution del’inversion de priorité par le protocole a priorité héritée

Ainsi, une téche 1; ne peut rester blogquée par une téche 7 de priorité inférieure que si celle-
Ci est réveillée avant elle et détient une ressource nécessaire a son exécution, ou bien une res-
source nécessaire a |’ exécution d une autre tache bloquée 1 de priorité supérieure a 1. En
effet, dans ce dernier cas, 1; exécute sa section critique avec la priorité de T.

Une téche 1, peut donc étre bloquée par une téche 7; de prioritéinférieure s :

— T, acommence sa section critique avant le réveil de t; (blocage direct),
ous

— laressource utilisée par 7; lui afait hériter d’ une priorité plus élevée que cellede 7;: on

parle de blocage transitif.

Une téache ne peut étre bloquée a I’ entrée d’ une section critique qu’ une fois par ressource
existante. Le temps maximal de blocage d’ une téche entrant en section critique est donc donné
par la somme des plus longues sections critiques sur chague ressource a condition que les pri-
ses et libérations de ressources ne soient pas entrel acées.
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Théoréme [-2-27 : [SRL 87][SRL 90] Dans le contexte [1]r;,C;,D;,P;,res|, une tache 7; d'un
systéme S ne peut ére bloguée que pendant un temps éga a

Y max o, {duréede'utilisation de R par g

R ressource

iv) Exemple

Soit un systéme S composé de trois taches et deux ressources critiques R; et Ry, tel que::
$={<0,3,12,12 {<0,3,0><3,0,0>} >,<1,2,8,8,{ <2,0,0>,<0,2,0>} >,<2,2,6,6,{ <0,2,0>,<0,2,0>} >}

La séquence d’ ordonnancement produite par RM avec PPH sur S est donnée sur lafigure I-
2-13. Latéche 13 est bloquée pendant sa premiére activation par les taches 1; et 7, pendant la
durée de leurs sections critiques respectives. On peut remarquer que, suivant I'implémentation
du PPH, 1; pourrait s’ exécuter avant T, au moment ou 13 Se réveille puisqu’ a cette date, 1; et
T, ont toutes deux hérité de la priorité de ta.

A A
] Y v oy,

‘[ ] UtilisstiondeR, e R, :

1, % i 2% % i R tlistiondeR,
|| UtilistiondeR,
Tlo% '\% 8 % %

12 16 20 24

Héritage de Prio(t,)

figurel-2-13: utilisation du protocole a priorités héritées

v) Limitations

Le probleme est que I’ utilisation de PPH ne réduit pas suffisamment le temps de blocage
qui peut étre impose aux taches. Il faut en effet gjouter une durée supplémentaire aux taches
juste avant leur entrée en section critique qui représente le temps pendant lequel |a tache peut
rester bloguée, et ce temps peut ére une somme de durées de plusieurs sections critiques,
comme c'est le cas sur I’ exemple présenté sur la figure 1-2-13. En effet, pour chacune des t&
ches, on doit gjouter la plus longue durée des sections critiques des ressources partagées avec
des téches de priorité inférieure. En plus, il faut prendre en compte les ressources que des t&
ches de priorité plus faible partagent avec des taches de priorité plus forte, puisque les taches
pourront dans les sections critiques concernées hériter d’ une priorité plus forte. Le calcul du
temps de blocage reste donc assez complexe, d autant plus qu’il doit prendre en compte les
inclusions éventuelles de sections critiques. Le calcul des temps de blocage est dans la plupart
des cas non triviaux effectué de maniere ad hoc. Ce qu'’il est important de retenir ¢’ est que la
durée de blocage peut étre relativement grande (nombre de ressources fois durée maximale
des sections critiques des taches de priorité inférieure) et rendre le systéme non ordonnancga-
ble. De plus, elle ne peut étre calculée que si les taches ont une priorité fixe, donc PPH n’est
utilisable qu’ avec des algorithmes d’ ordonnancement a priorités statiques. Enfin, ce protocole
n’empéche pas les interblocages.
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Pour améliorer cette lacune du PPH, ses créateurs ont proposé le protocole a priorité pla-
fond.

[-2.2.3.b Le protocole a priorité plafond (PPP)

Le protocole a priorité plafond[SRL 90] ou PPP permet d’'éliminer les interblocages,
sans passer par des contraintes portant sur I’ ordre des demandes de ressources, et d’ éiminer
les phénomeénes ou plusieurs sections critiques doivent se terminer avant qu’une téche de
haute priorité ne puisse entrer dans sa section critique, comme sur la figure 1-2-13. L’idée
principale de ce protocole est de bloquer préventivement des taches qui peuvent provoquer
desinversions de priorités.

i ) Définition

A I’origine, PPP est destiné par ses auteurs aux algorithmes d’ ordonnancement & priorités
fixes. Cependant, [CL 90] I’ ont éendu a |’ agorithme ED, le protocole résultant, nommé pro-
tocole a priorité plafond dynamique ou "PPPD, recalcule dynamiquement les priorités pla-
fond du systeme. Chaque ressource est caractérisée par une priorité plafond, qui est la priorité
la plus forte des taches qui I’ utiliseront. Une téche n’ est autorisée a entrer en section critique

ques :
1. laressource demandée est libre, contrainte habituelle, dans le cas contraire, la tache est
bloquée,

2. et sapriorité est strictement supérieure a la plus grande priorité plafond des ressources
utilisées par d’ autres taches qu’ elle-méme. Dans le cas contraire, la tache est bloquée,
on parle dans ce cas de blocage d’ évitement.

Nous notons systeme\t; le systeme de taches privé de la t&che 1. La priorité plafond de
systeme\t; représente la plus grande priorité plafond des ressources détenues par des taches
autres que .

De plus, lorsgu’ une téche 1; se voit refuser I’ accés a une ressource, toutes les téches déte-
nant une ressource de priorité plafond supérieure ou égale a celle de 1; héritent de sa priorité,
puisque 7; ne pourra pas entrer en section critique avant qu’ elles ne terminent leurs sections
critiques respectives.

L’ exemple utilisé sur la figure 1-2-13 est repris pour illustrer le PPP avec RM (ou DM
puisque les taches sont a échéance sur requéte), la séquence d’ ordonnancement produite est
donnée sur lafigure 1-2-14.

S$={<0,3,12,12 { <0,3,0><3,0,0>} >,<1,2,8,8{<2,0,0>,<0,2,0>} >,<2,2,6,6,{ <0,2,0>,<0,2,0>} >}

A A
J N L\ 2 I A -

‘[ viilistiondeR; et R, -

% i _ ') uiilistiondeR,

! = | |
[ vtilisaiondeR,
R b= (=

T3
T
T

12 16 20 24

Max (prioplaf ond)=P(t5)

figurel-2-14 : utilisation du protocole a priorité plafond

A l'instant ou T, se réveille pour la premiére fois, la priorité plafond du systeme\t, est
€gale a la priorité de 13. T2 ne peut donc pas entrer en section critique. Cet exemple montre
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gue le PPP évite a une tache prioritaire d attendre la terminaison de plusieurs sections criti-
gues avant de pouvoir entrer dans sa propre section critique.

ii ) Propriétés

Le PPP garantie |’ absence d’interblocage. En effet un interblocage ne peut survenir que si
plusieurs taches accédent a plusieurs ressources qu’'elles détiendront en méme temps, mais
dans un ordre différent. Pour simplifier, considérons sur lafigure I-2-15 deux taches, 1; et 15,
utilisant deux ressources communes R; et R,. 17; prend Ry, mais, avant de demander R;, elle est
préemptée par 1, de priorité supérieure qui vient d’ étre activée. 1, prend aors R, puis de-
mande R;. Or Ry est détenue par 11, €t 11 ne peut pas libérer R; avant d’avoir pris R,, détenue
par 7. Les deux taches se bloguent mutuellement : ¢’ est un interblocage.

Demande de R,

. $ | Utilisation de R, f
A i 7 [ ] utilisationdeR,
R > [ ] vtilistiondeR, et R,
Demande de R,
figure1-2-15 : un interblocage
Demande de R, refusée
1, : Utilisation de R,
A $ 7] uiilisationdeR,
h > - [[] uvtilistion deR, et R,

Demande de R,
figure 1-2-16 : interblocage évité par le PPP

La figure 1-2-16 montre qu’ avec le PPP, I'interblocage est évité. En effet, les deux res-
sources ont une priorité plafond égale a la priorité de 15, qui est plus prioritaire que ;. Lors-
gue 1, demande aprendre R,, elle lui est refusée car la priorité plafond du systeme\r, est égale
alapriorité de 1,. 1; reprend donc la main avec la priorité de 1,, prend R,, et termine sa sec-
tion critique avant que 7, ne puisse prendre lamain. Une petite particul arité rarement détaillée
sur le PPP est le changement de priorité lors de la libération d’ une ressource. Pour simplifier,
on dit habituellement gu’une tache quittant une section critique retrouve la priorité qu’ elle
avait avant son entrée en section critique, or, on peut imaginer que 1, prenne Ry puis Ry, enfin
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libere R, puis R;. Si latéache 1, ne s était réveillée qu’ aprés que 13 ait pris Ry, 7, N’ aurait hérité
de P(1,) qu'aprés la prise de R,. Donc a la libération de R, 11 détient toujours Ry mais re-
trouve sa priorité d origine bien que R; soit bloguante pour 1,. Si une téche de priorité inter-
médiaire attend le processeur, il y a un phénomeéene d’'inversion de priorité. La solution
consiste donc a associer un niveau de priorité hérité a chacune des ressources détenues par
une téche en plus de sa propre priorité héritée. Lorsqu’ elle libére une ressource, sa priorité
héritée est recalculée comme étant le maximum des priorités héritées des ressources qu'elle
détient.

L’utilisation du PPP garantit qu’une tache 1; ne peut étre bloguée que pendant la durée
d une section critique d’ une tache de priorité inférieure utilisant une ressource de priorité pla-
fond plus grande ou égale a celle de 1;. En effet, supposons qu’ une tache soit en attente d’ une
ressource détenue par une téche de priorité inférieure. La priorité plafond de la ressource
concernée est au moins égale a sa priorité, ce qui interdit a toute autre tache de priorité infé-
rieure de détenir une ressource.

Théoréme [-2-28 : [SRL 90] Le temps de blocage maximal B; d'une t&che 7; est donné par la

durée de la plus grande section critique des autres taches.

Une CS [SRL 90] d ordonnancgabilité d'un systeme de n téches dans le contexte
|1]ri,Ci,Di=P;,P;,res| (par convention, les téaches sont ordonnées suivant les périodes croissan-
tes) par RM avec PPP est donnée par :

Oio{Ln}, 2+ ZE <i.(2Y-1)

P &GP

Cette CS est basée sur la CNS de RM dans le contexte |1]r;=0,C;,Di=P;,P;| (qui est une CS
dans le contexte |1]r;,Ci,Di=P;,P;| (Théoreme |-2-7)) : elle considére incrémentalement le sys-
téme de taches en commencant par les plus prioritaires. La preuve de ce résultat se fait par
récurrence sur le nombre de taches:

Pas1: S laCS est satisfaite pour un systeme d’ une téche 1, de durée C; pouvant étre blo-
guée B, unités de temps, alors la CS du contexte |1]r;,C;,Di=P;,P;| est satisfaite pour le systeme
de 1 t&che indépendante de durée C,+B; €t ce systéme est ordonnancable.

Hypothese de récurrence : Supposons que la satisfaction de la CS pour m téches implique
gue le systeme de m ta&ches soit ordonnancable.

Pas n+1: Ajoutons une tache 1.1, de charge Cq1 au systeme de m taches. Cette tache
peut étre retardée par les taches de priorité inférieure au plus By.1 unités de temps. Le sys-
teme de m téches vérifié au pas précédent reste ordonnancable car la téche 1.1 a une priorité
inférieure et les retards qu’ elle peut leur infliger en utilisant des ressources ont déja été pris en
compte. Si la CS est satisfaite au pas m+1, aors la CS du Théoréme 1-2-7 dans le contexte
|1)ri,Ci,Di=P;,P; | est satisfaite aussi et e systeme de m+1 téches est ordonnancable.

O
[CL 90] ont donné une CS d ordonnangabilité pour ED avec PPPD dans le contexte

n Ci+Bi
[1|ri,Ci,Di=P;,P;,res| Zizl B

considérant | e cas pathol ogique ou les taches subissent toutes leur pire durée de blocage.

<1. Elle reprend la CNS du contexte [1]r;,Ci,Di=P;,Pi| en

lii ) Limitations
Le PPP est donné pour RM et ED avec une condition suffisante d’ ordonnancabilité pour
les taches a échéance sur requéte. Si elle n’ est pas respectée, ou bien si lestaches ne sont pas a
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échéance sur requéte, il reste a construire la séquence d ordonnancement du systeme en inté-
grant les durée de blocages maximales a toutes les taches. Si 1a séquence construite est valide,
alors |’ ordonnancement sera valide, puisque les durées au pire prennent en compte les bloca-
ges potentiels et la situation de la figure 1-2-11 ne peut pas survenir. Il faut souligner que
I"intégration des durée de blocages maximales dans les charges des taches augmente artifi-
ciellement la charge des taches qui peut donc dépasser les 100% fatidiques.

[-2.2.3.c Le protocole d'allocation de la pile (PAP)

L’ adaptation a ED du PPP étant trés colteuse a cause de la réévaluation des priorités pla-
fond au cours de la vie de |’ application, [Bak 91] a proposé un autre protocole particuliére-
ment bien adapté a ED et relativement peu colteux a mettre en ceuvre: le protocole
d’allocation de la pile ou PAP.

i ) Définition

Chague téche 1; se voit attribuer un niveau de préemption 15 de facon statique. Afin de
simplifier les explications suivantes, nous supposons que pour I’agorithme ED, les niveaux
de préemption des taches sont assignés suivant les priorités DM, c’est a dire de fagon inver-
sement proportionnelle au délai critique. Nous insistons sur le fait que cette régle n'est pas
obligatoire.

Chaqgue ressource R se voit affecter une valeur plafond Cg, qui est la valeur maximale des
niveaux de préemption des taches actives ayant besoin de plus d’instances de la ressources R
gu'il n'y en a de disponible. Le plafond d’'une ressource est par consequent dynamique. Le
plafond systeme est aors la vaeur maximale des plafonds des ressources en cours
d utilisation.

Une téche 1, qu’elle utilise ou non une ressource, peut préempter une autre tache 7, si les
conditions suivantes sont vérifiées:

— Son échéance est au moins aussi proche que celle de 7; (i.e. respect de I'algorithme

ED),
- T>TY, i.e. le niveau de préemption de 7; est supérieur acelui de 7; (ce qui est lecassi les
niveaux de préemption sont assignés suivant une priorité DM),

- son niveau de préemption est supérieur au plafond systéme.

Avec ces trois régles relativement simples a mettre en cauvre, une tache réussissant le test
de préemption ne peut pas étre bloquée par I’ attente d'une ressource : toutes les ressources
nécessaires sont disponibles dés le début de son exécution.

ii ) Propriétés

Le PAP a les mémes propriétés que le PPP : absence d'interblocage, pas d’'inversion de
priorité, un seul blocage infligé au maximum a une tche. La priorité est implicitement héritée
par une tache bloquant une téche de priorité supérieure car lavaleur du plafond systeme prend
le niveau de préemption de la té&che bloguée, empéchant toute téache de niveau de préemption
intermédiaire de préempter la tache bloguante. Ce protocole permet en plus de gérer des res-
sources avec plusieurs instances.

Le PAP tient son nom du fait qu’une tache préemptée par une autre tache ne peut pas la
préempter a son tour : les taches préemptées voient leur contexte empilé, et alafin d’'une t&
che, ¢’ est soit une tache juste activée, soit la tache en sommet de la pile qui est exécutée. En
effet, supposons qu’ au début de I’ application, T, soit exécutée. Elle est ensuite préemptée par
7j, donc T5>Tg, et le contexte de 7, est sauvegarde sur une pile. Puis 7; est préemptée par i
(donc Ti>Ty), et voit son contexte empilé au dessus de celui de 7;. Lorsque 1y seraterminée, le
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sommet de la pile est restauré, en I’ occurrence 1, et a la fin de cette tache, c'est encore le
sommet de lapile, en I’ occurrence le contexte de 7;, qui Serarestaure.

Le fait que les contextes peuvent étre sauvegardés et restaurés a partir d une unique pile
facilite I'implémentation du protocole.

[Bak 91] a dégagé une CS d’ ordonnancabilité dans le contexte |1|r;,Ci,D;,P;,res| pour ED
avec PAP : [Ji=1,.,n, B, Z'__lﬁ <1.

Di =Dy

Ce protocole a été adapté dans [SS 94] afin prendre en compte les contraintes de précé-

dence.

[-2.2.3.d Conclusion sur la gestion de ressources dans les algorithmes en-ligne

Seules des conditions suffisantes d’ ordonnancabilité sont disponibles, puisque méme la
simulation doit prendre en compte les durées de blocage qui peuvent étre infligées aux taches.
Il existe des systemes de téches, tels celui dont la séquence produite hors-ligne par RM sur la
figure 1-2-10, qui ne sont pas ordonnancables par des algorithmes en-ligne, alors que la s&-
guence produite hors-ligne est valide. C’est un des points qui motive I’ utilisation de techni-
gues hors-ligne de génération de séquences valides dans le cas ou | es taches partagent des res-
sources critiques.

De plus, les agorithmes conservatifs n’ont pas toujours un bon comportement face a des
systémes de taches partageant des ressources.

Théoreme 1-2-29: Aucun agorithme conservatif n'est optimal ni dans le contexte

|1)ri,Ci,D;,Pi,res| ni dans le contexte |1|r;,Ci,D;,P;,noprmpt|.

Preuve: la preuve se base sur I'exemple suivant, dont on peut fournir une séguence
d’ ordonnancement valide non au plus tét, mais pour lequel aucune séquence au plus tét n’est
valide. Soit S={11<0,2,4,4{ <0,2,0>}>,1,<0,1,1,5{<0,1,0>}>} un systeme de taches parta-
geant une ressource R; pendant toute la durée de leur exécution (de fagon équivalente, on peut
considérer que I’on se trouve dans un contexte non préemptif puisgue les taches ne peuvent
pas se préempter |’ une |’ autre).

Le systeme Sest ordonnancable puisque la séquence donnée sur lafigure [-2-17 est valide.

\j

\j

12 16 20
Temps creux obligatoire

figure1-2-17 : séquence valide pour le systeme S

Cependant, aucune séquence au plus tot n’est valide, car comme on le voit sur la figure |-
2-18, il est nécessaire que le processeur reste oisif al’instant 4 alors que 1, est active. Dansle
cas contraire, latache 1; ne peut pas respecter son échéance suivante.
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Faute temporelle

\j

A

A t

4 8 12 16 20

figure I-2-18 : séquence au plus tot pour le systéme S

O
Protocole | Référen- | Priorités | Ressources Evite les in-|Durée desblocages
ces multi-instances | terblocages
PPH [SRL 87] | Statiques |[non non > des durée des sections
[SRL 90] critiques
PPP [SRL 90] | Statiques |non oui Plus longue section criti-
que
PPPD [CL90] |Variables |non oui Plus longue section criti-
que
PAP [Bak 91] |Variables |oui oui Plus longue section criti-
que

Tableau I-2-7 : Récapitulatif sur les protocoles de gestion de ressources

I-2.3 Ordonnancement et complexité en environnement multipro-

cesseur

Nous avons vu dans les chapitres précédents que des algorithmes polynomiaux optimaux
existaient pour certains cas particuliers dans I’ hypothese monoprocesseur sous |” hypothése
préemptive. Les architectures multiprocesseur intéressent de plus en plus la communauté
temps réel : si un systéme de taches aimplémenter est trop colteux en temps processeur pour
gue I’on garantisse sa correction temporelle, le concepteur peut se tourner vers une architec-
ture multiprocesseur.

Le modéle multiprocesseur théorique le plus simple a appréhender est le modele PRAM
[KR90] pour Parallel Random-Access Machine: chaque processeur est identique et a une
mémoire privée, mais une mémoire commune est accessible en temps constant par tous les
Processeurs.

L’ avantage de I’ architecture PRAM par rapport a |’ architecture répartie est que le colt de
communication entre des taches placées sur des processeurs différents est négligé, contraire-
ment au cas réparti ou cette hypothese est impossible a émettre [ Saa 98][ SC 99]. L’ hypothése
multiprocesseur néglige donc les aspects optimisation des communications, contrairement au
cas réparti, voir [Bea 96][BD 98] pour une éude du placement/ordonnancement dans les sys-
temes distribués.

Cependant, méme si |e cas multiprocesseur est plus simple que le cas réparti, la plupart des
problémes d’ ordonnancement multiprocesseurs sont NP-complets, et seuls quelques cas parti-
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culiers en ordonnancement non périodique ont des solutions optimales pouvant étre fournies
par des algorithmes polynomiaux.

Dans le cas monoprocesseur, le cas préemptif est plus simple a valider et plus performant
gue le cas non préemptif. Deux regles font que la différence n’est pas si évidente dans le cas
multiprocesseur :

Théoréme 1-2-30 :[McN 59] Soit un systéme S pris dans le contexte |mr;,C;| dont on veut mi-
nimiser la somme pondérée des temps de réponse (i.e. un poids w; est associé a chaque téache,
et on souhaite minimiser la somme sur i de w; fois temps de réponse de la téche 7). 1l existe

une solution aussi bonne sous I” hypothéese non préemptive que sous I” hypothese préemptive.

Ce théoreme montre gue la différence d’ efficacité entre préemptif et non préemptif est
moindre que dans |e cas monoprocesseur.

Lemme I-2-1 [MD 78][DM 89] : Il ne peut pas exister d’ algorithme d’ ordonnancement opti-

mal pour [p=2]r;,Ci,Di| si lesr; ne sont pas connus a priori

Ce lemme montre qu’ aucune approche dynamique ne peut étre optimale pour des systemes
de taches indépendantes a partir du moment ou il y aau moins 2 processeurs.

Théoreme 1-2-31 : Il ne peut pas exister d’algorithme d’ ordonnancement dynamique optimal

pour |p22|ri,Ci,Di|.

Preuve : découle du Lemme I-2-1, car par définition, dans une approche dynamique, les dates
de réveil destaches ne sont pas connues a priori.[]

Nous fournissons deux exemples montrant la non optimalité de ED et LL qui, rappelons-le,
étaient optimaux dans le contexte |1|r;,C;,D;,Pj.

exemple 1-2-2: Soit S={1,<0,3,3,3>,1,<0,1,2,3>,13<0,1,2,3>} a ordonnancer dans le
contexte [2r;=0,C;,D;,P;j|. La figure 1-2-19 (@) représente une séquence d’ ordonnancement va
lide pour S, et la partie (b) représente la séquence produite par ED : celle-ci n’est pas valide.
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T o t;aUpj
wim e |
'

\j

A

\j

-
P

{ Exécution sur le processeur 1
[__alExécution sur le processeur 2

figure 1-2-19 : ordonnancement d’ un systéme sur 2 processeurs: (@) est un ordonnancement
valide, (b) est produit par ED

Cet exemple montre qu’'ED n’est pas optimal dés lors qu'il y a plus d’un processeur. Cet
exemple, tiré de [DM 89], est ordonnancable par LL. ED et LL n’ont donc plus la méme puis-
sance dans un contexte multiprocesseur, cependant, Dertouzos et Mok précisent que LL n’est
pas optimal non plus dans ce contexte, ce qu’illustre I’ exemple suivant.

exemple 1-2-3: Soit S={1,<0,1,1,4>,1,<0,1,2,4>,13<0,2,4,4>,1,<2,2,2,4>,15<2,2,2,4>} a
ordonnancer dans le contexte |2|r;,Ci,D;,Pi|. La figure 1-2-20 (a) représente une séquence
d’ ordonnancement valide pour S et la partie (b) représente la séquence produite par LL :
celle-ci n'est pas valide.

(b)
A
2 vt b
A

Ts B

/

Faute temporelle

Ty Ty P

/
L Ts

Exécution sur le processeur 1

[__]Exécution sur le processeur 2

figure 1-2-20 : ordonnancement d’ un systéme sur 2 processeurs: (@) est un ordonnancement
valide, (b) est produit par LL
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Le fait que méme les problémes les plus simples soient impossible a résoudre par des ago-
rithmes dynamiques a conduit les approches dynamiques multiprocesseur a se baser sur les
algorithmes en-ligne classiques, en considérant ceux-ci comme des approches best-effort,
donc non optimales.

Nous renvoyons a [Bla76] et [SSNB 95] pour une revue détaillée des complexités des
problemes d’ ordonnancement multiprocesseur dans les cas particuliers.

I-2.4 Approches hors-ligne

La recherche en techniques d’ ordonnancement hors-ligne a donc été motiveée par I’ absence
d’algorithmes polynomiaux optimaux dans le cas général des contextes multiprocesseur
méme pour |es taches indépendantes.

Dans les contextes monoprocesseur, ¢ est |’ absence d' algorithmes polynomiaux optimaux
dés lors que des ressources critiques sont partagées ou bien des lors gque les contraintes de
communication ne permettent pas un découpage en forme normale des taches qui ont motivée
les approches hors-ligne.

Les approches hors-ligne, qualifiées aussi d’ approches statiques, sont de complexité au
moins exponentielle lorsgu’elles sont exactes car il Sagit de produire une séguence
d’ ordonnancement de longueur exponentielle lorsque les taches considérées sont périodiques.

On peut classer les approches hors-ligne en deux catégories :

- Les techniques exactes: elles sont basées principalement sur des techniques
d’ énumération, comme la technique de sépar ation et évaluation (branch and bound),
ou sur la programmation linéaire en nombres entiers [LM 81][Mar 82], la difficulté,
dans ce dernier cas, étant de rendre les contraintes linéaires.

— Les technigques approchées: ce sont des a gorithmes sous-optimaux tels que les algo-
rithmes de mise en sac ou de liste, ou bien des algorithmes stochastiques tels que les
algorithmes génétiques, ou le recuit simulé. Nous renvoyons le lecteur a [Bea 96] pour
un état de |’ art détaillé sur ces techniques, qui sont surtout utilisées dans le probleme du
placement de tches en environnement réparti.

Ce sont les algorithmes de séparation et évaluation qui sont le plus utilisés en ordonnance-
ment de taches, puisgu’ils sont simples a mettre en ceuvre et parce que I’ ajout de contraintes
supplémentaires aux téches (contraintes d’ exclusion, de précédence) est beaucoup plus simple
amettre en cauvre que dans le cas de la programmation linéaire en nombres entiers par exem-
ple. Ces approches sont pour la plupart basées sur des systémes de taches non périodiques de
date de révell non nulle: ainsi, les auteurs S intéressant aux systémes de taches périodiques,
en se basant sur le Théoréme |-2-3 (page 31), expliquent qu’il suffit de répéter indéfiniment la
sequence produite par I’ éude du systéme entre les instants O et PPCM des périodes des t&
ches: chague téche périodique 1; est donc décomposée en PPCM;=y (P;)/P; occurrences de
taches non périodiques. 11 est a noter que cet éclatement des taches périodiques en taches non
périodiques transforme déja le probléme de facon non polynomiale: tout algorithme hors-
ligne travaillant sur un systeme de taches non périodiques, lorsgu’il est adapté a un systéme
de téaches périodiques, se voit donc infliger une transformation du systeme de taches en entrée
en un systéme de taches (non périodiques) de taille exponentielle.

De plus, la technique d’ éclatement des taches périodiques en non périodiques n’est valide
gue s les taches périodiques considérées sont simultanées, puisque dans le cas contraire (i.e.
taches différées), aucun résultat ne permet de borner le nombre d’instances de chaque tache a
prendre en considération : nous proposerons dans la suite un résultat permettant de prendre en
compte les taches périodiques différées dans toutes les approches hors-ligne prenant en
compte les t&ches non périodiques.
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Les premieres approches hors-ligne, relativement similaires, ont été proposées pour le
contexte |1|r;,Ci,Dj,noprmpt| ou les auteurs minimisent le retard maximal des taches, dans
[DM 72], [BFR 73] et [BS 74].

Par exemple, dans [BS 74], les auteurs proceédent en construisant un arbre de recherche par
énumération des permutations possibles de téches (ils sont dans un contexte non préemptif)
laracine de |’ arbre (niveau 0) est un noaud vide (voir figure 1-2-21), possédant n fils, son K™
fils étant étiqueté par la séquence partielle (1y). Le fils éiqueté par (1i) pourra avoir k-1 fils
étiquetés respectivement par (T 1), (T« 72),..., (Tk Tker)s (Tk Tke),---» (Tk Tn), CES NCaUdS pourront
avoir aleur tour k=2 fils etc. jusqu’ a arriver a une profondeur n de I’ arbre dans lequel les éti-
guettes correspondent a une séquence d’ ordonnancement compléte : en effet, chaque noaud a
la profondeur k contient une séquence partielle qui est une permutation (rappelons que |’ on est
sous " hypothese non préemptive) de k téches. Cette séquence partielle est un préfixe de toute
séguence générée a partir de ce noaud.

NOAN

(1172) (11 75) (117 (T (W Tie) (T Twn) ... (LT

figure1-2-21 : arbre de recherche d’ ordonnancement dans le contexte |1]|r;,C;,D;,noprmpt|

Il'y aen tout n! permutations possibles, donc il peut exister en théorie autant de feuilles a
I’ arbre de recherche, les auteurs ont donc cherché a réduire le temps et |’ espace de recherche
des solutions via plusieurs heuristiques de recherche.

Avant de construire I’ arbre, les auteurs utilisent différentes heuristiques (ED non préemp-
tif, fifo,...) leur fournissant chacune une séguence d ordonnancement. La séquence dont le
retard maximal est le moins élevé est choisie comme séquence éalon initiale, et la valeur de
son retard, notée Ly, Sera utilisée pour abandonner les nceuds qui ne peuvent mener a une
meilleure solution.

Etant donné que ED préemptif est optimal dans le contexte |1|r;,C;,Dj| pour le critére retard
maximal, a chague noeud construit, on évalue une borne inférieure au retard maximal des sé-
guences d’ordonnancement pouvant étre générées a partir de ce noaud en complétant
I’ ordonnancement déja construit par |es taches non encore utilisées ordonnancées par ED pré-
emptif : cette séquence est forcément au moins aussi bonne que toute séquence non préemp-
tive qui pourra étre générée a partir du nceud considéré. Cette borne inférieure, si elle n'est
pas meilleure que la borne étalon, indique que le noaud considéré peut étre abandonné.

De plus, afin de faire converger plus rapidement I’algorithme vers un optimal, c'est le
noaud le plus prometteur (i.e. dont la borne inférieure sur le retard maximal est la moins éle-
vée) qui est développé a chaque pas de I’ algorithme, et au fur et & mesure que des séquences
compléetes sont calculées, la valeur éalon L. est améliorée aussi, permettant d’ éiminer da-
vantage de noauds non prometteurs.
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Enfin, lorsque toutes les taches restant a ordonnancer sont actives, ¢’'est ED qui est utilisé
puisqu’il est optimal dans le cas |1|r;=0,C;,D;,noprmpt|.

Dans [BFR 75], les auteurs se sont intéressés au cas multiprocesseur |mir;,C;,Dj,noprmpt],
gui gjoute au probleme précédent le probleme du placement. Leur méthode de placement est
une énumération éégante des placements et ordonnancements des taches en évitant les symé-
tries triviales comme par exemple « 1, sur le processeur 1 et 7, sur le processeur 2 » et « T, Sur
le processeur 2 et 1, sur le processeur 1 ». Cette énumération se base sur la construction d’un
arbre hi-colore : chague noaud est soit rond, soit carré, et est étiqueté par un nom de téche. Si
le noaud est rond, alors la tache en question est placée sur le processeur courant, et si le noaud
est carré, alors elle est placée sur un nouveau processeur qui devient le processeur courant..
Laracine de |’ arbre est vide, et posséde n fils étiquetés respectivement par 1i,1,...,Tn, chacun
étant un noeud carré signifiant que la tache considérée est placée sur un nouveau processeur.
Ensuite, il existe un chemin d’un noaud N situé ala hauteur h aun noaud N’ situé a une hauteur
h+ls:

- T n'est pas d§ja dans son préfixe (chemin de la racine a N) car une téche ne doit étre

placée qu’' unefais,

- Ty n'est pasdansun carrési il existe dans son prefixe un carré contenant 7; avec j>i, ce

qui évite les symétriestriviales.

— Il ne peut y avoir plus de m carrés sur un chemin, ce qui assure que le nombre de pro-

Cesseurs nécessaires ne sera pas dépassé.

Lafigure 1-2-22 représente un arbre d’ affectation de 3 taches sur 2 processeurs : le chemin
le plus & gauche représente le placement des trois taches sur un seul processeur, ordonnancees
dans I’ ordre 1; puis 1 puis 13. Le deuxieme chemin en partant de la gauche représente le pla-
cement de 1, puis 1, sur le méme processeur, parallélement au placement de 73 sur le second
processeur, etc.

0 HH 00 6

figure 1-2-22 : technique d’ énumération de placements a |’ aide d' un arbre bi-colore

Les méthodes citées résolvent un probleme NP-difficile par rapport a la taille du systeme
de taches non périodiques dans les contextes |1]r;,Ci,Dj,noprmpt| et |mlr;,Ci,D;,noprmpt|. Rap-
pelons de plus que la transformation d'un systéme de taches simultanées périodiques en té&
ches non périodiques est non polynomiale.
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Bien gu’ intéressants, ces contextes ne sont que rarement réalistes et les systemes de taches
temps réel sont souvent composés de tdches communicant et partageant des ressources. Xu et
Parnas [XP 90] se sont donc intéressés au contexte non périodique |1|r;,Ci,D;,prec,res|, qui
peut ére appliqué, avec un facteur non polynomial, au contexte périodique
|1|ri=0,C;,D;,P;,prec,res|.

Leur modél e de taches est un ensemble de téches 1,...,T,. Une téche 1; est composee de C;
segments 7 1,..., Tici qui peuvent étre soumis a des contraintes de précédence et des contrain-
tes d'exclusion. On note 7;; - 7y le fait que le j°" segment de T; précede le |eme segment de 1y,
et 11,01 le fait que le j™ segment de 7; ne peut étre préempté par le |*™ segment de T, on
nomme cela I’exclusion. Il faut noter que I’ opérateur exclusion n'est pas commutatif, et
qu'exprimer une exclusion mutuelle entre deux segments 7;; et 1 Se traduit par deux
contraintes d' exclusion : 7;;0 1y €t 70 7.

Leur objectif est de trouver une séquence d ordonnancement valide minimisant le retard
maximal. Pour cela, ils construisent un arbre dont chaque nceud est un ordonnancement pas
forcément valide: la racine de I'arbre contient I’ ordonnancement donné par ED, en tenant
compte des contraintes [J et — . A partir de ce noaud, les auteurs dérivent un arbre dont chaque
noeud est un ordonnancement meilleur que son noaud pére de la fagon suivante : la tache de
retard maximal T, est repérée dans la ségquence, et seul le fait de I’ ordonnancer plus tét pourra
améliorer la séguence, ce qui peut étre fait si et seulement s :

— on introduit une contrainte de précédence fictive entre le dernier segment de 7, et un

autre segment de téche d’un ensemble G,

— on oblige un segment de téche d’ un ensemble G, a étre préemptée par T..

Les segments de téches des ensembles G; et G, ont |es caractéristiques suivantes :

- ils sont exécutés dans I’ ordonnancement partiel considéré avant la terminaison de 1,

dans un intervalle ou le processeur est continuellement occupé

- leur échéance est plus tardive que celle de t;

Donc seul le fait de retarder I’un d’ entre eux peut permettre a 1, d’améliorer salaxité. Les
segments de t&ches de I’ensemble G; sont ceux qui ne peuvent pas étre préemptés par 1, a
cause de contraintes d’ exclusion, alors que les segments de G, ne sont pas soumis a de telles
contraintes.

Un noaud contenant un ordonnancement partiel se voit donc attribuer des noauds fils de la
facon suivante : latéache tardive 1, est repérée, les ensembles G; et G, sont calculés. Pour tout
segment s de Gy, un fils est créé avec la contrainte supplémentaire dernier segment de 1; - S.
Pour tout segment s de G, un fils est créé avec la contrainte supplémentaire 7, préempte s.
Un ordonnancement partiel est alors crée pour les nouveaux noauds par I’ utilisation d’un algo-
rithme ED prenant en compte les contraintes de précédence, d exclusion, et de préemption.
Un noaud est abandonné lorsque G; et G, sont vides. Lorsque tout |’ arbre est construit, une de
ses feuilles contient une séguence d’ ordonnancement minimisant le retard maximal du sys-
téme. On peut aussi arréter la construction de I’ arbre dés lors qu’ une séquence avec un retard
nul a été trouvée, puisque dans ce cas, la sequence est correcte.

Cette technique permet de prendre en compte des systemes de taches relativement
contraints, et les auteurs I’ ont améliorée afin qu’ elle puisse prendre en compte les taches par-
tageant des ressources entrelacées [XP 92]. Xu a adapté cette méthode dans [Xu 93] au
contexte |m|r;,C;,P;,prec,res|. Cependant, elles ne permettent pas aisément la prise en compte
de contraintes de précédence généralisée (par exemple par boites aux lettres), ni le prise en
compte de ressources multi-instances ou encore de ressources en lecture-écriture. De plus,
rappelons qu’ elles ne s appliquent aux contextes de taches périodiques que lorsgue celles-ci
sont simultanées.
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[-2.5 Conclusion

Nous avons vu gue les approches en-ligne n’ éaient optimales que dans certains cas parti-
culiers, mais qu'elles éaient simples a mettre en ceuvre. Elles entrainent un surco(t da a la
recherche en-ligne de la téche préte la plus prioritaire, et au calcul en ligne des priorités pour
ce qui est des approches d’ attribution variable des priorités. En contrepartie, on les dit plus
flexibles car apres vérification de conditions suffisantes d’ ordonnancabilité, il est certain que
I’ algorithme d’ ordonnancement choisi permettra d’ ordonnancer sans faute le systéme de t&
ches. De plus, dans le cas ou les taches sont préemptibles et ne sont pas soumises a des
contraintes d’exclusion mutuelle, le pire cas pris en compte par |’ étude d’ ordonnancabilité,
notamment en ce qui concerne les durées d’ exécution, peut ére amélioré en-ligne par la mise
en cauvre de |’ agorithme. Cependant, des lors que des parties de taches ne sont pas préempti-
bles (en particulier lorsque des ressources critiques sont en jeu), les ordonnancements ne sont
pas réguliers, donc on ne peut pas, sans précaution particuliére, commencer I’ exécution d’ une
tache plus tot que prévu sans risquer de perturber I’ ordonnancement. Celaimplique que plusil
y ade contraintes d’ exclusion mutuelle, et moins les conditions suffisantes d’ ordonnancabilité
par des algorithmes en-ligne sont réalistes.

Les approches hors-ligne paraissent moins flexibles mais permettent de trouver une sé-
guence vaide lorsque c'est possible De plus, leur inflexibilité relative permet
I’ ordonnancement de systémes de taches qui ne pourraient en aucun cas étre ordonnancées par
des algorithmes en-ligne a cause de la non régularité des ordonnancements lorsque des res-
sources critiques (ou des parties non préemptibles) sont en jeu.

Jusgu’ a maintenant, les techniques hors-ligne ont été utilisées pour trouver des ordonnan-
cements valides qui minimisent le retard maximal. De plus, le contexte le plus général dans
lequel elles ont été utilisées est |mlr;,Ci,Dj,prec,res|, ce qui rend les méthodes applicables dans
le cadre des téches périodiques, au contexte |[m|r;i=0,C;,D;,P;,prec,res|.

Dans cette thése, nous nous intéressons a développer une approche hors-ligne permettant la
prise en compte du contexte trés général |m|r;,C;,D;,P;,prmptnoprmpt ,prec,resRW|, et la re-
cherche de séquences d’ ordonnancement ayant d’ autres caractéristiques qu’ un temps de retard
maximal le plus petit possible.
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Dans la suite, une extension de réseau de Petri nous permet de modéiser les
systemes de taches temps réel et d’ extraire des séquences d’ ordonnancement vali-
des, il nous faut donc auparavant introduire briévement les réseaux de Petri et
guelques unes de leurs extensions. La gestion du temps étant le critéere auquel
nous nous intéressons, le modéle choisi doit permettre une prise en compte du
temps. Nous présentons donc pour commencer les réseaux de Petri autonomes,
puis nous exposons quel ques extensions tempor elles des réseaux de Petri.

[I-1 Réseaux de Petri autonomes

Ce paragraphe ne présente qu'une bréve introduction aux réseaux de Petri
[Pet 62][HSSM 68] (que nous notons par la suite RdP). Les ouvrages portant sur les RdP sont
trés nombreux (voir [Pet 80] pour une description des premiers travaux portant sur les RdP) :
en ce qui concerne les réseaux de Petri classiques, citons [CV 93] pour une introduction en
francgais, [Pet 81] pour un historique précis des RdP et |’explication des résultats de com-
plexité portant sur les problémes de base posés sur les RdP, [DE 95] qui expose les propriétés
des réseaux de Petri de base lorsque le réseau sous-jacent est a choix libre, et [Mur 89] qui
regroupe une bibliographie portant sur une grande partie des travaux traitant des RdP. Ce der-
nier ouvrage peut ére auss une introduction aux RdP de haut niveau, notamment introduits
sous laforme de réseaux colorés par Jensen [Jen 81][Jen 96].

Nous utilisons le terme RdP pour définir ce qui peut étre aussi appel é réseau places transi-
tions, notamment dans [BF 86] sur lequel nous nous basons en grande partie pour les nota-
tions.

[1-1.1 Définitions et notations

Nous donnonsici les définitions et notations usuelles que nous utiliserons par la suite.

Définition 1-1-1 : Unréseau places-transitions est un quadruplet, N=<Q,T,F,W> ou :
- Q={py,...pPm} €st un ensemblefini de places,

- T={t,...,tn} est un ensemblefini detransitions,

- FOM@xT)O(TxQ)estleflot du réseau,

- W:F - IN"estlafonction de pondération du flot

Avec QnT=101.

Une place est représentée par un cercle, et une transition par un rectangle. Le flot est repré-
senté par des arcs surmontés de leur pondération. La pondération est omise lorsque le poids
d'un arc est unitaire.

Le réseau placestransitions correspondant a la définition  N=<{py,p2}.{t},
{{pout} {tup2}}, {{put} = 1, {t1,p2} — 2} > est donné sur lafigure l1-1-1.
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P 5 P2
OO
figurell-1-1 : réseau places-transitions

La Définition I1-1-1 est une définition statique, ne permettant de définir que le graphe bi-
partite sous-jacent aux réseaux de Petri. La Définition 11-1-3 associe un état initial au réseau,
nommé mar quage initial, et la Définition I1-1-4 introduit le comportement du modéle, c’est &
dire sa définition dynamique, permettant de passer d’'un état a un autre, c’est adire d'un mar-
guage a un autre.

La Définition I1-1-2 introduit le concept d’ état d’ un réseau de Petri.

Définition 11-1-2 : Le marquage du réseau, M : Q — IN, associe un marquage courant au

réseau de Petri. On note M(p) le marquage de la place p.

Définition I1-1-3 : Un réseau de Petri est un couple R=<N,My>ou :

— N est un réseau places-transitions, on parle de réseau sous-jacent,

- Mop:Q - IN estlemarquageinitial.

Le marquage d’ une place est représenté graphiguement par des jetons.

Aing, le RdP R= <{py,pz} {ti}, {{putu} {tup2}}, {{pPrti} - 1, {trp2} -2} {3,0}>, est re-
présenté graphiquement sur lafigure I1-1-2.

P1 ty P2
@) 2
o O

figure11-1-2 :réseau de Petri

La Définition 11-1-4 définit larégle de tir (ou franchissement) usuelle des RdP.

Définition I1-1-4 : Franchissement d’une transition.

- Unetransition tOT est franchissable (on dit aussi sensibilisée) a partir d’'un marquage M
s et seulement si OpCQ, M(p) =W(p,t).

- Lefranchissement de latransition t consomme W(p,t) et produit W(t,p) dans toute place
p, conduisant aun marquage M’ défini par OpQ, M’ (p)=M(p)-W(p,t)+ Wt,p).

- On dit aors que le franchissement de t a partir du marquage M méne au marquage M’, et

on note M(tIM’.

66




Extensions des Réseaux de Petri

Par exemple, la transition t; du RdP de la figure 11-1-2 est franchissable pour |le marquage
initial et mene aM; ={2,2}. On peut d ailleurs construire simplement tout état accessible de
ce RdP: {3,0} (t:.d2,2} (4 1,4} (. 0,6}, ce que I’on peut noter aussi, si I’on ne S'intéresse
pas aux marguages intermédiaires mais seulement a la séquence de transitions franchies,
{3,0} (t1,t1,t,4 0,6} .

Un RdP est donc défini de fagon statique par sa structure (réseau places transitions) et son
état initiadl (marquage initial). Sa dynamique est donnée par la regle de tir, lui permettant
d’ évoluer de marquage en marquage.

Définition 11-1-5 : L’ ensemble de tous les mar quages accessibles a partir d'un marquage Mo

dans un réseau places-transitions N, noté Acc(N,Mg) est { M; |dt; 1,...,ti k, Mo(ti 1., ti xM;} .

Définition I1-1-6 : Une place est bornée si pour tout marquage accessible, le nombre de jetons
gu’ elle contient est borné.

Un réseau de Petri est borné si toutes ses places sont bornées.

Remarque : I’ensemble Acc(N,Mo) peut étre représenté sous la forme d’ un graphe, non
borné s le RdP n'est pas borné, on parle aors de graphe des marquages ou graphe
d’ accessibilité : chague noaud est un marquage du réseau, et il existe un arc étiqueté par une
transition t d’un marquage M aun marquage M’ si et seulement si M(tM’.

[I-1.2 Langage d’un réseau de Petri

Ce qui peut étre intéressant, au-dela de I’ensemble des marquages accessibles, c’est
I’ ensembl e des séquences de transitions qui peuvent étre franchies, appelé langage du RdP. Si
seules certaines transitions sont intéressantes, on peut étiqueter les transitions par des lettres.

Définition I1-1-7 : Un réseau places-transitions étiqueté est untriplet <N, X, 0> ou :

— 2 est un alphabet,

- 0:T - Z[{¢e}, ot € est le mot vide, est un morphisme d’ étiquetage.

Il existe 3 sortes d’ étiquetage :

- les étiquetages libres (chaque transition est étiquetée distinctement, i.e. lafonction o est
une injection). Généralement, les étiquetages libres considérés n’ éiquetent pas les transi-
tions par €,

- lesétiquetages e-libres (i.e. une transition ne peut pas étre étiquetée par le mot vide, ¢’ est
adireo: T - 2),

- les étiquetages a e-transitions permettent a plusieurs transitions d avoir la méme éti-

quette, y comprise.

67




Réseaux de Petri autonomes

Les mots formés par e parcours du graphe des marquages en remplacant les transitions par
leur étiquette forment le langage du RdP étiqueté.

Définition 11-1-8 : Le langage d’un réseau de Petri R=[IN,MoJétiqueté par [X,oL] noté L(R,0),
est |I’ensemble de tous les mots donnés par les séguences de transitions franchissables de R.
Un mot est donné par la concaténation des étiquettes associées aux séquences de transitions
pouvant étre franchies, i.e.

L(Ro)={w | MO IN " t,to,...0T, Mo(tats,....M, W=0(tatp...)}.

Lelangage d'un réseau de Petri représente donc |’ ensemble des séquences franchissables a
partir du marquage initial. Cette définition de langage, contrairement au langage des automa-
tes finis, tient compte d'un état initia (marquage initial), mais pas d’un état final. 1l peut ce-
pendant étre intéressant de ne considérer que les sequences de transitions qui menent a un en-
semble de marquages particuliers. En effet, afin de représenter le langage (ab)’, un automate
fini est muni d’'un état final ; il peut en ére de méme pour un réseau de Petri, dont on peut
vouloir représenter les états terminaux par un ensemble de marquages Y.

Définition 11-1-9 : Le langage terminal d un réseau de Petri étiqueté est le langage de ce ré-
seal, restreint aux séguences de transitions qui menent a un marquage de |’ ensemble terminal.
Il est noté L(R,0,%) ou ¥ est un ensemble de marquages terminaux.

L(Ro, W={w |MOW, t,,tp,...OT, Mo(tatp,...0M, w=0(ta,th,...)} .

WOIN Y est I’ensemble des marquages terminaux, généralement donné sous forme de
contraintes logiques sur les marquages, on |'appelle donc auss ensemble des contraintes

terminales.

Par exemple, |’ automate fini donné sur la figure 11-1-3 représente le langage (ab)’, le lan-
gage (non terminal) du RdP représente le langage (ab) [4] (Ia* notation [a] signifie que lalettre
a peut étre présente ou non) , et son langage terminal est (ab) .

W={{1,0}} b
P2

figure 11-1-3 : un réseau de Petri et un automate fini dont le langage terminal est (ab)’
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Lafigure 11-1-4 montre que le langage terminal permet entre autres de modéliser le langage
a'b" qui ne peut étre représenté par automate fini.

P1 (Genere ) 2@ P3 (cenere b)

P, (Nombre g W :{ { 0’011} ’{ 1’0’0} }

figure 11-1-4 : un réseau de Petri dont le langage terminal est a"b"

Il peut étre intéressant de ne s'intéresser qu’ a un sous ensemble du langage d'un RdP : ce
sous ensemble peut regrouper des mots tels que les états atteints font tous partie d’ un ensem-
ble de marquages que I’ on juge plus intéressants que d’ autres.

Définition 11-1-10 : Le centre L¢(R,0,¥) du langage terminal L(R,0,%) d'un réseau de Petri
R=[N,Mo0  est le  sous-ensemble  du langage  terminad défini par
Lc(R,O',LP):{W | EMl,sz...MkD 4 ta,tb,...tkDT, Mo(tatMl(th..(tkwk W:O'(ta,tb...,tk)}.

Le centre du langage terminal est donc un sous-ensemble des mots du langage terminal,
tels que tous les marquages atteints sont terminaux (ce qui est plus contraignant que dans le
cas du langage terminal ou seul le marquage final doit étre terminal).

[1-1.3 Réseaux de Petri colorés

Les réseaux de Petri colorés [Jen81l], inspirés des réseaux prédicat/transition
[GL 81][Gen 86], sont une abréviation des réseaux de Petri permettant d' en alléger la repré-
sentation graphique. Celle-ci gagne en clarté puisqu’ entre autres avantages, la coloration des
jetons permet de regrouper plusieurs places en une seule.

Il existe plusieurs définitions des RdP colorés, de plus ou moins haut niveau
[Jen 94][Jen 98] suivant le systéme que I’ on souhaite modéiser. La définition que nous utili-
serons est laplus simple, car elle ne permet pas aux arcs d’ étre étiquetés par des variables.

Définition 11-1-11 : Un réseau places-transitions coloré est un quintuplet, N=<Q,T,C,F,W>
ou:

- Q, T et F ont |laméme sémantique que dans les réseaux places-transitions,

— Cest unensemblefini de couleurs,

- W:FxC - IN estlafonction de pondération colorée du flot, on note W(p; ti,c;) la com-

posante de couleur ¢;[JC du poids del’arc (p;,ti).
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Le seul changement appliqué au réseau sous-jacent est I’ apparition de couleurs sur les arcs,
alors que le marquage devient une matrice avec une colonne par couleur :

Définition 11-1-12 : Le marquage color é du réseau, est défini par M: Q x C — IN. On note

M(pi,ci) la composante de couleur ¢;JC du marquage de la place piJQ.

La sémantique de la franchissabilité et du tir d’ une transition est intuitivement la méme que
pour les RdP classiques :

Définition I1-1-13 : Franchissement d’ une transition d’un RdP coloré :

— Unetransition ;0T est franchissable a partir d’un marquage M s et seulement si Op;,0JQ,
OckC, M(py,C) 2W(p;.ti,Cw).-

- Le franchissement de la transition t; consomme W(p;,ti,ci) et produit W(t;,p;) dans toute
place p, conduisant a un marquage M’ défini par Op0Q, OallC,
M’ (p;, ) =M (p;, i) —W(p; ti, C)+ VWL, j,Ci).-

figurell-1-5: un réseau de Petri coloré

Lafigure 11-1-5 représente un RdP coloré, possédant deux couleurs: les ronds et les étoi-
les. La transition t; nécessite 1 étoile et 2 ronds de p; pour produire une étoile dans p,, alors
gue t, ne nécessite que 2 ronds de p; pour produire un rond dans ps;. Remarquons au passage
gue I’on omet sur la représentation graphique les couleurs qui N’ entrent pas en compte dans le
tir.
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II-2 Réseaux de Petri prenant en compte le
temps

Il est important de remarquer que rien n’ oblige un RdP autonome a franchir une transition
franchissable plutét qu’ une autre, et que ce non déterminisme de franchissement des transi-
tions contribue a la puissance de modélisation des RdP. En effet, la puissance des RdP réside
notamment dans le fait que plusieurs actions peuvent étre menées en paralléle. Les RdP ont
donc naturellement éé choisis pour modéliser de nombreux systemes, et notamment ceux
dans lesquels le parallélisme intervient. Cependant, |e temps N’ est pas pris en compte dans la
définition de base des RdP. Cela a amené plusieurs auteurs a considérer des extensions tempo-
relles aux RdP.

lI-2.1 Réseaux de Petri temporels

Les réseaux de Petri temporels (en anglais time Petri nets) [MF 76] associent un inter-
valle temporel de sensibilisation aux transitions et une horloge globale au RdP.

[1-2.1.1 Définitions et notations

Définition I1-2-1 : Un réseau de Petri temporel est un réseau de Petri R = <N,Mg> ou le réseau

sous-jacent N = <Q, T, Tmin, Trmax, F,W> avec

— Twin: T - Q, Tuin(t) peut étre appelée durée minimaledet;, Q est I’ensemble des ra-
tionnels >0.

= Tma: T » Q Of 0}, Trrex(ti) peut étre appelée durée maximale det;.

— Ot 0T, Trex(t)=Trin(t)=0.

L'intervale [ Trin(ti), Tmax(ti)] €st appelé intervalle de sensibilisation det;.

Graphiguement, I’intervalle de sensibilisation d'une transition se représente par deux nom-
bres entre crochets. La régle de franchissement des transitions impose que le tir d’ une transi-
tion t; ait lieu entre Trin(ti) et Trax(ti), C'est adire que:

— 1 ne peut pas étre tirée avant que Trin(ti) unités de temps ne se soient écoulées depuis

I”instant ou elle est devenue franchissable au sens usuel,

- le réseau ne peut pas manquer expres I'intervalle de sensibilisation de t;, et doit tirer
celle-ci avant que Tax(t) unités de temps ne se soient écoulées, sauf bien sir si une
autre transition en conflit avec t; a consomme les jetons qui étaient nécessaires au fran-
chissement de cette derniere.

En résumé, une transition t; sensibilisée au sens usuel al’instant t doit ére franchie & une
date notée B(t;) avec t+Tin(t)<B(ti)<t+Trax(ti) S 1€S jetons nécessaires ne sont pas consommes
avant par une autre transition. Le tir d’ une transition est instantané.

Les réseaux de Petri temporels ont été initialement proposés dans le but de modéliser des
systémes avec récupération d’ erreurs. Leur analyse était rendue délicate par le fait qu'il existe
un nombre de comportements infinis éant donné que le nombre de couples possibles <Mar-
quage du réseau, Date de tir d’ une transition> est infini pour les dates de tir dans Q. Dans

[BM 82], une méthode d' étude exhaustive des comportements possibles des RdP temporels

71



Réseaux de Petri prenant en compte le temps

basée sur les classes de marquages est proposée, ce qui a conduit al’ extension de I’ utilisation
de ce modéle aux systemes asynchrones dans lesquels le temps a de I’ importance, notamment
dans le domaine de la qualité de service et |’évaluation de performance des protocoles de
communication avec récupération d erreurs, comme le protocole du bit aterné éudié dans
[MB 83][BD 91].

Le graphe de classe est composé de couples <Marquage du réseau, Contraintes
d'intervalles sur la sensibilisation des transitions franchissables>.

La figure 11-2-1 représente la modélisation par RdP temporel d un systeme composé d’un
livreur de lait, modélisé par la place Livreur, passant entre 4 et 6 heure du matin pour déposer
du lait sur le paillasson d’ une maison. La maison est occupée par un dormeur qui se réveille
entre 5 et 10 heure du matin, puis qui peut, sans contrainte de temps, prendre le lait sur le
paillasson afin de le boire. Cependant, le lait ne doit pas rester plus de 2 heures au soleil, si-
non il caille et n’est plus buvable.

Livreur Dormeur

Paill asson Eveillé

[0,00]
3 Cailler == Boire

Bu

figure11-2-1 : un réseau de Petri temporel

Le graphe des classes permet d’avoir un apercu de I’ ensemble des états possibles du sys-
teme.

Sur la figure 11-2-2, seuls les places contenant un marquage non nul sont représentées, et
dans une classe donnée, I'intervalle dans lequel B(t) est contraint représente les dates de tir
possibles de ti. La classe Cy exprime le fait que la transition Livrer peut étre tirée au plus tét
dans 4 heures, et au plus tard dans 6. Parallelement, Réveiller peut tirer au plus tét dans 5 heu-
res, et au plus tard dans 10. Le tir a partir de Cy de Livrer méne ala classe C,, dans laquelle
Cailler tirera dans exactement 2 heures, alors que Réveiller tirera au plus tot dans 1 heure (cas
ou Livrer atiré au plus tot), et au plus tard dans 6 heures (cas ou Livrer atiré au plustard). Le
tir a partir de Cy de Réveiller méne a la classe C,, dans laquelle Livrer peut tirer au plus tot
tout de suite (en effet, au moins 5 heures se sont écoul ées depuis Cy puisque Réveiller atiré)
et au plus tard dans 1 heure (correspond au cas ou Réveiller atiré au plus tot). Ains de suite
pour les classes, qui sont composées de marquages, et de contraintes sur les dates de tir des
transitions franchissables t; de la forme ai<6(t))<3 et 0(t;)-6(t)<y;, avec ai, (3, yj constantes
rationnelles, ce qui rend le systéme d’ inéguations solvable en un temps polynomial.
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Co
M(Livreur)=1, M(Dormeur)=1
4<0(Livrer)<6
5<B(Réveiller)<10

kiv/m/ éveiller

C, C,
M (Paillasson)=1, M(Dormeur)=1 M(Livreur)=1, M(Eveill§=1
2<0(Cailler)<2 0<6(Livrer)<1
0<6(Réveiller)<6

W\iailler Livrer

C3 C4 C5
M (Paillasson)=1, M(Eveillé=1 M(Caillé)=1, M (Dormeur)=1 M (Paillasson)=1, M(Eveill§=1
0<B(Cailler)<2 0<B(Réveiller)<4 2<f(Cailler)=<2
0<6(Boire)<oo 0<6(Boire)<oo

wl‘er Réveiller iy
A 4

o Ce o Boire
M(Caill§)=1, M (Eveill§)=1

figure11-2-2 : graphe de classe d’' un réseau de Petri temporel

Un mot du langage d’un RdP temporel est donné par une séquence de transitions estam-
pillées par leur date de tir. Le langage d’un RdP temporel peut donc étre donné par les che-
mins du graphe des classes ou I’ estampillage d’ une transition alant d’ une classe a une autre
respecte toutes les inéguations de la classe de départ.

Ce modéle s avere bien adapté al’ étude de systemes indéterministes temporisés, lorsque la
connaissance de la durée des événements N’ est que partielle. Le probleme est que cet indéter-
minisme subsiste dans I’ étude des RdP temporels : les bornes temporelles autour du tir d’ une
transition franchissable t; ont tendance a s éargir au fur et a mesure que d’ autres transitions
sont tirées pour mener vers d’ autres classes.

Cependant, lorsque les durées d’ exécutions sont effectivement non déterministes, ce mo-
déle est bien adapté ala modélisation.

[1-2.1.2 Puissance d’expression

Le principal avantage de ce modéle est sa puissance de représentation. En effet, les RdP
temporels ont la puissance de modélisation d’une machine de Turing (voir annexe 1-2). En
effet, ils permettent d’ effectuer des tests a zéro et de maniére équivalente de modéliser des
priorités entre les transitions. Une machine de Turing est un modele bien connu d’ abstraction
de la machine de Van Neumann, permettant de modéliser tout programme informatique. Elle
est composée d'un ruban infini dans les deux sens, décomposé en cases pouvant étre blanches
ou bien contenir un symbole, d’'une téte de lecture/écriture, d’un état courant, et d'un jeu
d’instructions donné sous la forme d’un automate fini dont les états sont I’ ensemble des états
possibles. L’ automate passe d'un état a un autre en fonction du symbole lu par la téte, et ce
faisant effectue une action associée alatransition. Une action se compose d’ une écriture de la
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téte et d'un mouvement de celle-ci. Tout modéle aussi puissant gqu’ une machine de Turing est
capable de modéliser n'importe quel programme informatique. Afin de montrer qu’un modéle
de RdP peut modéliser tout programme informatique, il suffit donc de modéliser avec celui-ci
une machine de Turing. Le probléme est que le modéle de Turing est assez éloigné des RdP,
et il est fastidieux de modéiser une machine de Turing. Comme dans [VV-N 81], nous utili-
sons donc plutét un autre modél e théorique équivalent aux machines de Turing : les machines
aregistres[Min 67].

Définition 11-2-2 : Une machine a registres est un modele basé sur le modele informatique

composeé de:

- rregistresR={ry,...,r;}, contenant chacun un nombre entier positif,

- unensemble d’ états Q={ qo,...,0} ,

— un programme est un automate fini dont les états sont les éléments de Q. Il possede un état
initial unique go et un état fina unique ¢ Les liens partant d'un état gi#g sont soit au
nombre de 1, dans ce cas le lien est étiqueté par rj=r;+1 pour r;0R, soit au nombre de 2,
dans ce cas, I'un est étiquete par si r;=0, I autre est étiqueté par sinon rj=r;—1.

Une machine a registres a une puissance d’ expression équivalente a celle d’une machine de

Turing.

Puisgu’un état a au plus deux arcs sortant, I’ automate peut étre aisément décrit de facon
textuelle sous laforme

gi: rj :==ri+1: goto g,

g : s ;=0 aors:goto g sinon r; := rj—1:goto gk

Théoreme I1-2-1 : Les réseaux de Petri temporels ont I’ expressivité d’ une machine de Turing.

Preuve : La preuve de ce théoréme est donnée par construction d’ une machine a n registres
al’aide d'un RdP temporel. La figure I1-2-3 représente une machine a 2 registres modélisée
par un réseau de Petri. Le programme exécuté est :

Qo : Si r,=0 alors:goto g sinon:ry =r,-1; goto Qi
q: @ ri:=rp+l:goto Qo
gr :

Ce qui pourrait s’ exprimer dans un langage de haut niveau par rq:=r;+r, puisr,:=0.

74




Extensions des Réseaux de Petri

figure 11-2-3 : une machine a 2 registres modélisée par RdP temporel

La puissance de modélisation des RdP temporels vient du fait que I’ on peut forcer un test a
0 de la fagon décrite sur la figure I1-2-3 pour les transitions en conflit structurel t; et to. En
effet, de par les intervalles de sensibilisation temporelle imposés at; et t,, ces deux transitions
ne sont jamais en conflit. Si la place r, contient un jeton, ¢’ est latransition t, qui tire car son
intervalle tempord I’ oblige ale faire dans la premiére unité de temps. C’est donc seulement si
to Mapastiré (C'est adire s r, ne contenait pas de jeton) que t; tire. Les temporisations per-
mettent donc d’instaurer une priorité entre des transitions en conflit structurel.

Lorsque des informations sur la répartition probabiliste des durées de tir d’une transition
sont disponibles, il peut étre intéressant de les intégrer au modéle. Par exemple, sur la figure
[1-2-1, il est probable que le dormeur se réveille aux alentours de 7h30. Cela peut étre pris en
compte par la représentation d’'une distribution suivant une gaussienne entre 5 et 10 heures
avec la probabilité maximale & 7h30. L’ extension des réseaux de Petri temporels par des lois
probabilistes donne les réseaux de Petri temporels stochastiques [Jua 99][Gal 97].

lI-2.2 Réseaux de Petri temporisés

Les réseaux de Petri temporisés (en anglais timed Petri nets), introduits dans [Ram 74] et
étudiés intensivement dans [Chr 83], associent une durée fixe aux transitions: on parle alors
de réseaux T-temporisés. Des variantes, de puissance d’ expression équivalente, utilisent des
temporisations sur les places (on obtient alors des réseaux P-temporisés), ou des temporisa
tions mixtes. Nous nous intéresserons dans cette partie au réseaux T-temporisés qui ont été
particulierement utilisés en ordonnancement cyclique [CCG 84][CC 88]. Le lecteur intéressé
par d’ autres formes de RdP temporisés peut se référer a[BR 90][Zub 91].

Ladurée d une transition se réfere a la durée nécessaire a son franchissement. Letir d’ une
transition t; de durée d; alieu en deux phases: les jetons nécessaires au franchissement de t;
sont retirés, puis, au bout de d; unités de temps, les jetons produits par le tir de t; sont déposés.
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P tdl P2 P1 ty,d; P2 Py
: » Temps
0 5 &+d,

figurell-2-4 : états successifs d'un RdP T-temporisés

Lafigure 11-2-4 représente un RdP T-temporisé comportant une transition t;, de durée d;. A
I"instant 9, date a laquelle on choisit arbitrairement de tirer t;, le jeton de p; est consommé, et
est produit dans p, al’instant &+d;. Remargquons que le marquage du RdP n’est pas suffisant
pour connaitre son état entre les instants & et d+d; : en effet, dans cet intervalle, il nous faut
savoir quelles transitions sont en cours, et pour combien de temps encore. 1l faut donc coupler
au marquage un ensemble de couples {transition, temps restant avant la fin}. De plus, si I’on
considére qu’une transition peut étre réentrante, c'est a dire qu’ elle peut étre simultanément
en cours detir plusieurs fois, alors I’ ensemble de couples est un multi-ensemble de couples.

Il est possible de considérer deux modes de fonctionnement de RdP T-temporiseés: classi-
gue, ou bien a vitesse maximale. Dans ce dernier cas, une transition doit étre tirée des lors
gu’elle est sensibilisée, avec respect de la régle des conflits. Ainsi, avec cette regle de tir, sur
lafigure I1-2-4, & vaut forcément 0.

Théoreme 11-2-2 : Un RdP T-temporisé fonctionnant avec laregle de tir a vitesse maximale a

I’ expressivité d’ une machine de Turing.

Preuve : Comme pour les RdP temporels, la preuve est donnée par construction d’une ma-
chine aregistres sur lafigure 11-2-5. Celle-ci modélise le programme :

Qo : Si r,=0 alors:goto gs sinon:r, =r,-1;goto q;
q: @ ri:=rp+l:goto Qo
gr :
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figure11-2-5 : modélisation d’ une machine a deux registres a |’ aide d’un RdP T-temporisé

Elle représente en traits fins |la méme structure de machine a registre que le réseau utilisé
pour les RAP temporels sur la figure 11-2-3. Cependant, chacune des transitions a une durée
unitaire (non représentée graphiquement) : il faut donc utiliser un stratagéme afin de favoriser
latransition t, par rapport alatransition t;. Cela est fait par I’ adjonction en gras d’' un systéme
d horlogerie:

- Si r, contient au moins un jeton, al’instant O, seules les transitions t, et Avancer Temps
sont franchissables. Etant donné que le fonctionnement est a vitesse maximale, elles
sont toutes les deux tirées. A ladate 1, il y adonc 1 jeton dans la place heure, et un je-
ton dans q;. Le registre r,, quant a lui, a été décrémenté. Seule t3 est franchissable, ce
gui méne al’instant 2 au marquage initial pour les places autres que les registres, puis-
gue r, a éé décrémenté, et ry a été incrémenté. Le processus peut alors recommencer
tant quer, N’ est pasvide.

- Sir, est vide, seule la transition Avancer Temps peut étre franchie, et doit |’ ére (étant
donné le fonctionnement a vitesse maximale du RdP) : a la date 1, la place Heure
contient donc 2 jetons, et seule latransition t; est franchissable, ce qui est fait. A ladate
2, le RdP est bloqué avec un jeton dans |’ état ¢.

0

Laregle de tir a vitesse maximale fournit donc une puissance d’ expression supplémentaire
aux RdP temporisés. De plus, le fait de se contenter de transitions de durée unitaire dans la
modélisation d’ une machine a 2 registres montre que la puissance d’un RdP temporisé dont
toutes les transitions sont unitaires est la méme que celle d'un RdP dont les transitions peu-
vent étre de durée arbitraire. Cependant, le fait de limiter le modéle a des transitions unitaires
simplifie la représentation : en effet, il est inutile de noter les temporisations sur les transi-
tions. De plus, cette limitation simplifie grandement |'implémentation car dans ce cas il n’est
pas nécessaire de stocker |e temps restant avant lafin du tir d’ une transition.
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Cette limitation équivaut aux RdP avec laregle detir maximal.

[I-2.3 Réseaux de Petri autonomes avec la régle de tir maximal

Les RdP avec larégle de tir maximal ont la méme structure que les RdP autonomes. Ce-
pendant, la regle de franchissement des transitions est différente.

Définition 11-2-3: La regle de tir maximal est définie de la fagon suivante: soit
F={ti,ti,....ti;} I'ensemble des transitions franchissables (dont certaines peuvent étre en
conflit), alors les ensembles de transitions a franchir simultanément f{JF sont tels que pour

toute transition t;JF \ f, t; est en conflit avec au moins une transition def.

La regle de tir maximal impose donc au RdP de fonctionner comme a vitesse maximale
pour les RdP temporisés. Tout se passe comme s le RdP était un RdP temporisé a vitesse
maximale dont toutes les transitions sont de durée unitaire. On peut aussi voir un RdP auto-
nome avec la régle de tir maximal comme un RdP temporel dont toutes les transitions sont
étiquetées par [1,1] et que le fonctionnement est synchrone.

Par exemple, sur la figure 11-2-6, I'ensemble F des transitions franchissables est
F={ty,to,t3}. Les ensembles de transitions qui peuvent étre franchis sont f;={t;,ts} ou bien

fo={t2}.

figure 11-2-6 : un réseau de Petri avec conflits

L’ avantage de I’ utilisation de ce modéle par rapport au modele temporiseé est sa simplicité
de représentation et surtout d’implémentation. De plus, il en ala méme expressivité (i.e. tout
RdP T-temporisé a vitesse maximale peut étre représenté par un RdP avec la regle de tir
maximal). [Sta 90] montre comment passer de fagon équivalente d’un RdP T-temporisé a un
RdP avec laregle de tir maximal (voir figure 11-2-7). Le lecteur peut se référer a [JLKD 86]
pour une étude des propriétés de ce modéle.
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figurel1-2-7 : transformation d’un RdP T-temporisé a vitesse maximale en RdP autonome
avec larégledetir maximal, la place en pointillés est utilisée si I’ on souhaite éviter la réen-
trance

Par hypothese, les transitions sont non réentrantes, ce qui signifie que sur la figure 11-2-8,
la transition t;, bien qu’ elle puisse étre franchie simultanément 2 fois, n’est franchie qu’une
seule fois. Les éats accessibles de ce RdP sont {2} ({t} @1} ({t.}d 0}, et non pas
{2} ({ts,t.3 O} : il faut deux tirs successifs pour vider la place p;.

P1

51

figure1-2-8 : un réseau de Petri simple avec la regle de tir maximal

[1-2.4 Conclusion

Lorsque le systeme modélisé par réseau de Petri nécessite la prise en compte du temps dif-
férentes aternatives se présentent. Si les durées a modéliser sont déterministes et fixées, les
RdP temporels ne paraissent pas étre la meilleure solution, en effet, ils sont surtout adaptés
aux systémes non déterministes. Les réseaux de Petri temporisés semblent bien adaptés a la
modélisation de systemes composés d’ actions de durées différentes, mais si le systéme modé-
lisé n"est composé que d’ actions de durées unitaires (afin par exemple de représenter la pré-
emptivité des actions a chaque unité de temps), les réseaux de Petri autonomes avec la régle
de tir maxima peuvent remplacer, de fagon avantageuse en ce qui concerne la facilité
d’ implémentation, les RdAP temporisés avec la regle de tir maximal, puisgue ces derniers né-
cessitent la prise en compte d’ un vecteur de dates de fin des transitions dont |e franchissement

est en cours.
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C’ est donc les RdP autonomes avec laregle de tir maximal que nous avons choisi d’ utiliser
afin de modéliser et d’ ordonnancer les systemes temps rédl.
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Etude de la Cyclicité des Ordonnancements de Téches Périodiques

Cette section expose la preuve de cyclicité des séquences d ordonnancement
des systemes de taches différées. Pour commencer, elle expose la notion de temps
creux, en montrant son réle dans le probleme abordé. Ensuite, la preuve de cycli-
Cité est donnée, sous I’ hypothése que les taches sont indépendantes, ce qui a pour
but de donner au lecteur une idée de la preuve générale. Enfin, le cas des taches
interagissantes est étudié, et la preuve de cyclicité est é&endue a ce cas.

Dans |le cadre d'une approche en-ligne, I’ utilisation de CS ou de CNS peut permettre de se
passer de la simulation lorsque les taches sont indépendantes pour les algorithmes classiques.
En effet, la durée de simulation, se basant sur le ppcm des périodes des taches, n’ est pas poly-
nomiae. Cependant, dans le cadre d’'une étude de performances basée sur une simulation, il
est intéressant de simuler un agorithme d ordonnancement afin d' en vérifier certaines pro-
priétés.

De plus, I'utilité de minimiser la durée de ssimulation est immédiate pour les approches
hors-ligne : en effet quelle doit étre lalongueur de la séquence a construire ? Comment la mi-
nimiser ?

Lorsgue les téches sont simultanées, la durée de simulation est le ppcm des périodes P, ap-
pel € méta-période (voir Théoréeme I-2-3).

Par contre, dés lors que des taches sont différées, a ce jour, le seul résultat portant sur la
durée de simulation a été proposé par Leung et Merrill [LM 80][LW 82] (voir Théoreme I-
2-4) : il énonce que dans le contexte |1|r;,C;,D;,Pi|, |a durée de simulation suffisante d’un sys-
téme de taches ordonnanceé par I’ algorithme ED est de maxi=1 n{ri} +2P.

C’ est pour cette raison, que jusqu’ici aucune éude hors-ligne n’a été étendue aux systemes
de taches différées: par exemple, Xu et Parnas [XP 90] étudient le contexte non périodique
|1Jri,Ci,Di,prec,res| et expligquent que I’ approche peut se généraliser au contexte périodique
|1|ri=0,C;,D;,P;,prec,res| via un éclatement des taches périodiques en chacune de leurs occur-
rences pendant la durée de simulation P. Ainsi, chagque tache périodique 1; est remplacée par
P/P; t&ches non périodiques.

Il'y adonc ici une lacune théorique : comment trouver la durée de simulation minimale né-
cessaire ala connaissance d une séquence d’ ordonnancement ?

Nous consacrons donc ce chapitre a la minimisation de la durée de simulation d'un sys-
teme de téches périodiques différées, de facon indépendante de tout agorithme
d’ ordonnancement. L’ enjeu d’ une telle étude est double :

— D’une part, permettre de trouver une durée universelle minimale de simulation

d algorithmes en-ligne.

— D’autre part, permettre aux algorithmes hors-ligne, basés le plus souvent sur des tech-

niques d’ énumeération de ségquences, de se cantonner a une durée d’ é&ude minimale.
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[11-1 Etude des temps creux acycliques

Afin d’amener progressivement notre éude des ordonnancements des taches différées, il
convient d’ expliquer en détail le concept de temps creux acycliques, qui a notre connaissance,
n’'ajamais éé abordé dans lalittérature.

Théoréme 111-1-1: Soit S un systéme de taches simultanées du contexte |m|ri=0,C;,D;,P;,
prmptnoprmpt, prec, resR\W, et soit Us sa charge processeur. Toute séquence
d’ ordonnancement valide a exactement P(m-Us) temps creux dans I’ intervalle de temps [0..P[
ol P=PPCMi;=1.n(P;) est la métapériode du systeme.

Preuve : la preuve découle presque directement de la définition de la charge processeur. En
effet, chaque tache est activée et doit étre exécutée en tout P/P; fois dans [0..P[. Les m proces-

seurs doivent donc se partager le traitement de % guanta de temps correspondant aux oc-

currences de chague tache 1;. Les processeurs doivent donc dédier en tout PG guanta de
temps au traitement des taches dans [0..P[, c'est a dire par définition de la charge, PUs. Or
leur puissance de traitement est d’un quantum par unité de temps, ce qui signifie gu’ils peu-
vent traiter mP quanta de temps dans [0..P[. Il y a donc exactement P(nm—Us) temps creux
dans[0..P[.

O

Ce théoreme est assez intuitif puisqu’il découle directement de la définition de la charge
processeur. Nous appelons les temps creux considérés des temps creux cycliques, puisqu’ils
reviennent périodiquement lorsque la séquence de longueur P est répétée indéfiniment.

Cependant, ce théoreme ne s applique pas au cas ou des taches sont différées. Pour illustrer
cefait, éudions|’exemple I11-1-1 donné dans le contexte |1|r;,C;,D;,Pj.

exemple 111-1-1: soit S={ 1,<0,1,4,4>,1,<1,3,6,6>,73<3,1,4,4>} un systéme de téches du
contexte |1r;,C;,D;,Pi|. La charge du systéme est Us=1, il ne doit donc pas y avoir de temps
creux. La construction de I’ ordonnancement créé par ED de ce systéme, donnée sur la figure
[11-1-1, montre cependant |’ existence d’ un temps creux.

En effet, la figure 111-1-1 montre le début de la séquence ¢ produite par ED. Constatons
gu'al’instant 6, tout le travail en cours a été traité et que le processeur reste oisif : il y aun
temps creux, alors que la charge est de 100%. De plus, si |I’on éudie en détail o, on s apercoit
gue le systéme de taches est dans le méme état général al'instant 19 qu’a l’instant 7. Cela
signifie que la séquence d ordonnancement donnée par ED S exprime par une montée en
charge terminée par le temps creux de I'instant 6 sur I'intervalle, ¢’ est o prise dans [0..7] que
nous dénotons opo 7, Suivie d’une séquence cyclique oj7.19; de longueur P. La séquence o
S écrit donc oyp_7 0[7,,19[* ou I’ étoile est |’ étoile de Kleene.
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Temps creux [ : >
0 1 3 4 7 8 11 12 13 15 16 19 20

figurell1-1-1 : séquence d ordonnancement de Spar ED, un temps creux existe

Cela signifie qu’un temps creux comme celui de |’ unité de temps 6 intervient une et une
seule fois dans toute la séquence, contrairement aux temps creux cycliques qui apparaissent
P(m-Ug) fois toutes les méta-périodes. Nous qualifions ce temps creux de temps creux acy-
clique.

Cet exempleillustre plusieurs faits et souléve plusieurs questions :
1) Certains temps creux peuvent apparaitre alors que la charge est maximale, ces temps
creux sont-ils dépendants de I’ a gorithme d’ ordonnancement choisi ?
2) La séquence produite sur cet exemple entre dans un cycle de longueur P juste apres le
temps creux acyclique, est-ce le cas général ?
3) La date doccurrence des temps creux acycliques dépend-elle de |’ agorithme
d ordonnancement choisi, et est elle bornée ?

Une idée de la réponse a la premiére question est donnée par la construction du dia-
gramme de char ge processeur, du systéme S qui est donné sur lafigure 111-1-2.

Charge
atraiter

bl ]
ol
[

1/ B /

L]
L/

Temps

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

figurelll-1-2 : charge induite par les requétes au cours du temps

A chaque réveil d’'une tache correspond une requéte de temps processeur. Si I’ agorithme
d ordonnancement est conservatif, c'est & dire qu'il ne reste pas inactif lorsque des téches
peuvent étre traitées, aors le systéme Sest tel qu’il y aun temps creux al’instant 6. En effet,
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la figure montre qu’ a cet endroit plus aucune tache ne requiert le processeur, et ce quel que
soit I’ algorithme conservatif choisi.

Si les téches sont indépendantes, un tel diagramme permet de trouver tous les temps creux
du systeme. Si la charge des taches est de 100%, tous les temps creux sont des temps creux
acycligques. Si ce n'est pas le cas, il nous faut trouver un moyen de les dissocier. Afin
d’ écarter provisoirement cet obstacle, étudions en détail le cas des systémes de taches diffé-
rées de charge 100%.

Nous nous plagons pour hotre preuve dans un contexte monoprocesseur. Nous avons vu sur
I’exemple 111-1-1 que les temps creux acycliques semblaient avoir une importance sur la cy-
clicité des séquences d’ ordonnancement.

La premiére étape de notre éude consiste a démontrer gu’ aucun temps creux acycligue ne
peut se trouver dans la partie cyclique d’ un ordonnancement.

Lemme I1lI-1-1: Soit S un systéme de téches ordonnancé dans le contexte
|2Jri,Ci,Di, Py, prmptnopr mpt,prec,resRW,, avec Us=1. Le nombre de temps creux présents dans
une séquence d’ ordonnancement valide de Sest borné.

Preuve: Voir annexe |-4.
O

Ce lemme permet la démonstration immeédiate du lemme suivant :

Lemme I11-1-2: Soit S un systeme de ta&ches ordonnancé sur 1 processeur dans le contexte
|1Jri,Ci,D;,P;,prmptnopr mpt,prec,resRW,, avec Us=1. Soit as une séguence d’ ordonnancement
valide de S s écrivant sous laforme os=0,0. oU |’ étoile est I’ étoile de Kleene. Aucun temps

creux ne peut étre présent dans o,

Preuve : La preuve découle du Lemme I11-1-1. puisque Si un temps creux est présent dans o,
alorsle nombre de temps creux n’est pas borné dans o.
0

Ce lemme montre que si un ordonnancement s’ écrit sous la forme montée en charge, partie
cyclique, aors la partie cyclique ne peut pas englober de temps creux. La partie cyclique ne
peut donc commencer qu’ aprés le dernier temps creux, qui, puisque nous nous plagons dans le
cadre de systemes de taches chargés a 100%, est forcément un temps creux acyclique.

La partie cyclique ne pouvant en aucun cas commencer avant le dernier temps creux acy-
cligue, il est intéressant de savoir si sa date d’ occurrence est bornée dans le temps.

llI-1.1 Cas des systemes de taches indépendantes

Afin de simplifier notre raisonnement, NoUs COmmeNgons par Nous intéresser au contexte
|1Jri,Ci,Di,Pi, puis nous étendrons les preuves au contexte général |1|r;,Ci,D;,P;, prmptnoprmpt,
prec,resRW.

Nous montrons dans cette partie que la date d’ occurrence du dernier temps creux acyclique
est bornée. Dans ce but, il nous faut introduire quelques notations portant sur la charge des
téches.
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Définition 111-1-1: La requéte instantanée d'une téche 1, est définie par

Larequéte instantanée d’ un systéme est Ceq(t)= zi”:lcreq (t,i)

La requéte instantanée est la charge correspondant a I’ activation des taches. On peut re-
marquer que Cie(t) est périodique de periode P pour t>r.

Enfin, nous définissons récursivement |a charge instantanée restant atraiter.

Définition 111-1-2 : La charge instantanée, ou charge restante, a I’instant t est définie par
Cies: IN 5 IN, avec:

Crest(0)=Creq(0)

Crest(t)= Creq(t) + max{ 0, Crex(t-1) —1}.

Cette définition est la définition la plus générale permettant de caractériser un algorithme
d’ordonnancement conservatif traitant des systémes de taches indépendantes de charge
100% : s lacharge restant atraiter est non nulle, alors le processeur travaille.

Il est a noter que, comme I’exemple I11-1-2 I’indique, ce comportement ne caractérise pas
les ordonnancements multiprocesseurs.

exemple 111-1-2 : soit un systéme de taches S={ 1,<0,4,4,4>,1,<2,4,4,4>}, de charge Us=2,
c'est a dire 100%, ordonnancé dans le contexte |2|r;,C;,D;,Pi|. La figure 111-1-3 montre une
séquence d’ ordonnancement valide de ce systeme: deux temps creux apparaissent initiale-
ment sur le deuxiéme processeur, car une tache ne peut étre exécutée simultanément sur plu-
sieurs processeurs. Cependant, |e diagramme des charges du systéme, représenté sur la figure
[11-1-4, montre que la charge restant atraiter n’est jamais nulle.

A

A A A

T ¥ I
5 6 7 8 9 10

[ Exécution sur le processeur 1

Temps creux acycliques JExécution sur le processeur 2

figurelll-1-3 : temps creux acycliques pendant un ordonnancement multiprocesseur
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Charge
atraiter

Temps

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

figureI11-1-4 : diagramme de charge correspondant

Il faut donc souligner que la preuve que nous présentons ne s’ étend pas naturellement aux
systemes multiprocesseur.

Dans un premier temps, nous montrons gue la date d’ occurrence d’un temps creux acycli-
gue est bornée par r+P, en montrant que pour tout entier A positif ou nul, il n'y a jamais de
temps creux a une date r+P+A.

Pour commencer, nous avons besoin de deux lemmes instrumentaux.

Lemme I11-1-3: Soit S un systéme de taches pris dans le contexte |1|ri,C;,D;,Pi| tel que Us=1.

Aprés la date r=max;=1 n{ri}, 1a somme des requétes instantanées est de P unités de temps

P-1
processeur a allouer toutes les P unités de temps. C’est édireZ Cer +i)=P.

Preuve : La preuve se base sur la définition de la charge. Chaque téche 1, a exactement P/P;
requétes toutes les P unités de temps, induisant chacune une demande de C; unités de temps

P-1 n ]
processeur. Puisque I'on se place aprés la date r, Zc;eq(r +i) = Z% ce qui, puisque la

n

charge Z G =1, donne directement le résultat du lemme.

O

Lemme I11-1-4 : Soit S un systéme de taches pris dans le contexte |1|ri,C;,D;,Pi| tel que Us=1.
Lachargerestant atraiter aun instant t+P ne peut pas étre inférieure a celle qui restait atraiter
aladatet pour t>r. C'est adire:

A= 0, Crext(r+P+A)=Crex(r+4)
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Preuve: voir annexe |-4.
O

[11-1.1.1 La date d’occurrence du dernier temps creux acyclique est bornée

Afin de montrer la bornitude de la date d’ occurrence des temps creux acycliques, deux
lemmes sont nécessaires :

Lemme I11-1-5 :Soit S un systeme de taches pris dans le contexte [1]ri,C;,D;,P;| tel que Us=1.
Si il y auntempscreux auninstant t>r, alorsil n'y en apas aladatet+P. C'est adire:

B> 0, Crea(r+A)=00 Creg(r+P+A)>0

Preuve: La preuve formelle est similaire a celle du Lemme 111-1-4 et n’'est pas détaillée ici.
Elle est basée sur le fait suivant : puisgue la charge restante est nulle al’instant r+4, il y aun
temps creux. Or les requétes des taches dans I’ intervalle [r+A.. r+P+A[ nécessitent P unités de
temps de traitement d’ apres la définition de la charge maximale. Le processeur étant resté oi-
sif pendant au moins une unité de temps (la charge étant nulle al’instant r+4), il n’aura pu au
plus traiter que P-1 quanta de temps. Il reste donc au moins une unité de temps a traiter ala
date r+P+A.

O

Le deuxiéme lemme nécessaire a la démonstration de la premiéere proposition est le sui-
vant :

Lemme l11-1-6 : Soit S un systéme de téches pris dans le contexte |1)ri,C;,D;,P;| tel que Us=1.
Si il n'y apas de temps creux aun instant t>r, alorsil 'y en apasaladatet+P. C'est adire:

B2 0, Cre(r+A)>00 Creg(r+P+A)>0.

Preuve : découle directement du Lemme 111-1-4.
O

Proposition I11-1-1: Soit S un systeme de téches pris dans le contexte |1|ri,C;,D;,Pi| tel que
Us=1. Aucun temps creux ne peut apparditre a partir de la date r+P. C'est a dire [A> 0,

Creg(r+P+A)>0.

Preuve: D’aprésle Lemme I11-1-5 et le Lemme [11-1-6, [A> O, C«(r+P+A)>0 quelle que soit
lavaleur de Ceg(r+4).
0

Les temps creux acycliques ne peuvent donc intervenir qu’ avant la date r+P, et ce quel que
soit I’ algorithme d’ ordonnancement conservatif choisi.
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[11-1.1.2 L’état d’un systéme est identique aprés le dernier temps creux acycli-
gue et une méta-période plus tard

Nous montrons dans cette section qu’ apres le dernier temps creux acyclique, le systéme est
dans le méme état toutes les P unités de temps.

Définition 111-1-3 : Nous notons t. la date d’ occurrence du dernier temps creux acyclique. Par

convention, nous choisissonst;=-1 si il N’y a pas de temps creux acycligue dans une séquence.

La proposition suivante montre que I’ état global du systeme de taches est forcément le
méme aux instants t.+1 et P unités de temps plus tard.

Proposition 111-1-2 : Soit S un systéme de téaches pris dans le contexte |1|ri,Ci,D;,Pi| tel que
Us=1. Toute sequence d’ ordonnancement conservative de Svalide sur I'intervalle [O..t.+P+1]

laisse le systeme dans le méme état al’instant t.+P+1 qu’al’ instant t.+1.

Preuve : voir annexe |-4.
0

Enfin, les deux propositions précédentes permettent de prouver |e théoréme suivant :

Théoréme 111-1-2: Soit S un systeme de taches pris dans le contexte |1)ri,C;,D;,Pi| tel que

Us=1, et soit 0 une séquence conservative valide sur I'intervale [O..tc+P+1] :

- la séguence o[o,,tcﬂ[o*[tc+1"tc+p+1[, oU Opa.pp st la restriction de o a I'intervalle [a..b[, est
valide;

- ledernier temps creux acyclique alieu a une date t.<r+P

Preuve: t<r+P est le résultat de la Proposition Il11-1-1, et la périodicité résulte de la
Proposition 111-1-2.
O
La Proposition 111-1-2 implique aussi le fait que si I’ agorithme choisi est déterministe (i.e.
face ala méme configuration de taches, il prend toujours la méme décision), la validité d’ une
sequence sur l'intervale [0.t+P+1] est une condition nécessaire et suffisante
d’ ordonnancabilité puisque la séquence infinie produite correspond a 0[0,,tc+1[o*[tc+1,,tc+p+l[.
Remarque : certains systemes de taches différées n’ont pas de temps creux acyclique. Il ré-
sulte que t. varie, suivant les systemes, entre -1 et r+P-1, ce qui implique que la durée néces-
saire al’ obtention du régime permanent d’ un systéme varie entre P et r+2P.

l1I-1.2 Cas des systemes de taches quelconques

Bien qu’'intéressant, ce résultat n'est pas suffisant car le contexte pris en compte (pas de
précédence, pas de section critique) n’est pas réaliste. Par ailleurs, aucune approche hors-ligne
ne s'intéresse aun tel contexte puisqu’ ED y est optimal .
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Il faut donc nous intéresser au contexte |1|r;,C;,D;,P;, prmptnoprmpt, prec, resR\W. Nous
pouvons nous limiter a1’ é&ude du contexte [1]r;,C;,D;,Pi,prec,resRW puisqu’il est possible de
simuler des parties non préemptibles de taches par I’ utilisation de ressources critiques.

L’intégration des ressources critiques, qu’elles soient exclusives ou en lecture/écriture,
N’ entraine pas de modification de notre preuve, éant donné que des temps creux n’ont lieu
gue lorsqu’ aucune téche ne peut travailler. Par contre, I’intégration des contraintes de précé-
dence complique un peu les choses. Nous posons I’ hypothese, tres réaliste, suivante : une ta-
che ne peut pas attendre de message a l’intérieur d’une section critique.
Sous cette hypothése, permettant de séparer les blocages dus aux attentes de messages des
blocages dus al’ attente de ressources, il y aun temps creux si et seulement s :
1. lacharge restant atraiter est nulle, comme pour le cas des taches indépendantes,
2. ou bien toutes les taches réveillées sont bloguées en attente d’ une ressource critique.
Dans ce cas, le systeme est blogué: on parle d'interblocage, et la séquence
d’ ordonnancement considérée ne peut pas étre valide. Nous ignorons donc ce cas,
3. ou bien toutes les téches réveill ées sont bloguées en attente d’ un message.

Notre hypothése de travail permet d’ éliminer le cas ou une tache attend une ressource qui
est détenue par une téche qui attend un message d’ une téche.

Par contre, elle n"exclut pasle cas 3. Ce cas alieu s toutes les taches actives attendent un
message d’'une autre tache, qui elle-méme, en attend un d une autre téche, et ains de suite
jusgu’ a une téche qui attend un message d’ une téche qui N’ est pas réveillée. On parle aors de
chaine d’ attente.

[11-1.2.1 Définition des chaines d’attente

Nous avons vu en section 1-2.2.2 que les taches communicantes devaient étre contraintes
de communiquer alaméme fréquence (i.e. lafréguence d’ émission de la tache émettrice est la
méme que la fréquence de réception de la tache réceptrice). Nous prenons cette hypothése de
départ. Elle est rédiste puisque si la fréquence de réception est plus élevée que celle
d’ émission, le systéme de taches n’ est pas ordonnancable, et si c’est I'inverse, alorsil y a des
écrasements de messages : on ne peut plus aors parler de contraintes de précédence. Dans la
suite, nous utilisons des boites aux lettres pour modéliser les communications, mais nous ne
considérons que les communications 1-1, c'est a dire que pour chague couple producteur-
consommateur de messages, il existe une boite aux |ettres bal producteur consommateur- L€ Modele de
communication considéré est représenté sur lafigure 111-1-5.

: \Wbali’k
B
Ty
_—w
el (1]
T bal

figure111-1-5 : modele de communications considéré
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Donc, soient deux taches 7; et 7; communiquant I’ une avec |’ autre via une boite aux |ettres
bal;;. Soit dby; e nombre d’instructions Déposer_BAL (bal;;,8) contenues dans le corps de 7j et
soit rb;; le nombre d’'instructions Retirer_BAL (bal;;, &) contenues dans le corps de 7;. Alors

N dh, _ rb,,-
par hypothése P P
Afin de faciliter les preuves a venir, et éant donné que db;; instructions Dépo-
ser_BAL(bal;;,0) peuvent exister dans le corps d une tache 1, on les indice dans leur ordre
d’ apparition Déposer_BAL(ban,i,é)l, Déposer_BAL(ban,i,é)z, cey Déposer_BAL(ban,i,é)dbj’i.
On fait de méme pour les rb; instructions correspondantes dans le corps de 7; qui sont notées
Retirer_BAL(bal;;, 8):, Retirer_BAL(bal;;, d), ..., Retirer_BAL(bal;, 5)rbi,j-
Enfin, comme sur la figure 111-1-6, on note CD;, x la charge de 1, précédant I'instruction
Déposer_BAL (bal;;,5)« et de fagon symétrique CR;k la charge de 7; précédant Iinstruction
Retirer_BAL(ban,i, O)k.

A

Début Début

Déposer_BAL(bal;;,8); cD,, Retirer_BAL (bal;;,8);

Dé BAL(ba ;,0 .
époser_BAL(bal;;,3), CD,; Retirer _BAL (bd;;,5), CRyj.m,

Déposer_BAL(balj,iﬁ)db“ Retirer _BAL(bdj,iyé)mlj

Fin Fin
Y

\

figurelll-1-6 : notations utilisées pour dénoter la charge précédant |es attentes et envois de
messages

Sous I" hypothese de mémes fréquences d’ émission et de réception de toute paire de taches
communicantes, une attente intervient lorsqu’ une téche émettrice est tardive par rapport a la
réceptrice associée, comme ¢’ est explicité sur lafigure 111-1-7.

CorpsdeT; non active CorpsdeT; active
(en atente d ' étre (en attente d "un 1€ instruction
réveillée) message de T;) Retirer_BAL (bal;,0)
bi,l ”
b. Retirer_BAL (bal;;,9), -
"1 kéme instruction
b b ‘/ Retirer_BAL (bal;,5)

. ir
D]'gposer_BAL(bah’i@q | p| Retirer_BAL(bd;,9),

figurelll-1-7 : une attente directe
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Sur cette figure, latache 1, est en attente au niveau de I’instruction Retirer_BAL (bal;;,)x :
S 7; est la seule t&che active et qu’ elle se trouve au niveau de cette instruction, alorsil y aun
temps creux alors que la charge restant atraiter est non nulle. C'est lecas Si Cyeq(t)=Ci—CR j .
L es définitions suivantes nous permettent de formaliser la notion d’ attente.

Définition 111-1-4 : Nous appelons attente directe |’ attente par une tache d’'un message ve-
nant de I’ occurrence d’ une autre t&che non activée al’instant t. Une attente directe est donnée
sous la forme d'un triplet {7, k,7j}, qui signifie que I'instruction Retirer_BAL(bal;;, d)x du
corps de latéche 1, s ellealieu al’instant t, met obligatoirement la tache 7; en attente car le
message attendu ne sera fourni que par une requéte de la tdche émettrice 7; qui n’est pas en-
core réveillée.

L’ ensembl e des attentes directes au temps t, noté AD(t), est donc défini par :

AD(t)= E{r.,kr}/km[l b ]%+rbj “; db,.;.tTEED(t>rl)D

J

Cette définition n’est pas d’'un abord facile, nous explicitons donc le concept d’ attente di-
recte: soit {7, k,7;} une attente directe a I'instant t. L’entier k{J[1,..,rb;;] est le numéro de
I"instruction retirer_BAL(bal;;) qui ne peut en aucun cas étre satisfaite avant |le prochain réveil
de r,- Avant la date t, les requétes terminées de la tdche 1, ont consommé exactement

rh  —- r. 5 messages de 1, le terme k+rh, ,D—D represente donc le nombre de messages

5P H 5P B
de 7j que peut attendre 7; dans son instance courante a la date t, avec k variant de 1 au nombre
de messages de 1; que peut attendre chague occurrence de 7. L’ occurrence courante de 7; ala
date t devra consommer 1 message de 7j, puis un autre, et encore un autre, etc... exactement
rbi; fois. Cependant, 7; n'a peut étre pas pu fournir suffisamment de messages a I’instant t,

puisqu’ a cette date, 7; a pu émettre au plus dbj,iét;—r'g messages. Si c'est le cas, dorslaté
]

che 1, ne pourra en aucun cas étre exécutée au dela de I’ attente de message correspondante.

Etudions anouveau lafigureI11-1-7 : s il y avait d autres instructions Retirer BAL(baIJ i,0)
aprés la k™, celles-ci feraient aussi partie de I’ensemble AD(t). C'est & dire que si un triplet
{5, k 5} DAD(t), aors OgO{k+1,.., rbi;}, { 71, 9,7} DAD(t). De plus, une téche 7; peut attendre
des messages de différentes taches, donc il est possible de trouver la tache 7 plusieurs fois
avec des téches différentes dans AD(t).

Les blocages sont transitifs, puisqu’ une tache 1; apparaissant dans AD(t), bien qu’ éant ac-
tive, peut bloquer d’ autres taches de la méme fagon, si certaines de ses émissions sont placées
aprés |’ attente bloquante. On parle alors d’ attente, notée A(t), qui est défini par :

A(D)=AD(t) O
St nu O
L P T/t i T , 1.dg i}, _d. /C“erq
ér p,g} /t=r O 7,q,5) OA®),Or 0{1.dh }, p+rh | E_E b Diis > CR 0
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En effet, latéche est en attente au niveau d'une instruction Retirer_BAL(bal;;,0), Si et seu-
lement :
C'est une attente directe (i.e. elle est dans A(t)),

- latéche 1; est en attente d’un message provenant d'une occurrence d’une tache Ty qui
peut étre active mais qui est en attente avant I'instruction Déposer_BAL(bal;;,0),
d’émission du message qui permettrait a 7; d’ envoyer le message attendu par 7; (ce qui
estlecassi CD;;>CR k). C est une attente indirecte illustrée sur lafigure 111-1-8.

Nous nous intéressons aux blocages dus aux messages car des temps creux apparaitront si

et seulement si la charge restant a traiter a un instant donné fait intégralement partie de taches
en attente.

CorpsdeT, CorpsderT, CorpsderT,
A A

Y Retirer_BAL (bal, ;,9), ;CDi'”

Béposer_BAL(balkJ,a) / P g Retirer_BAL (bd;;,0),

Déposer_BAL(bd, ;,9), [¥

_r‘l

— I D
{t.0.9d DAQ) Op+rh, g B dp, .%P—_'EDCD,-,i.r >CR.j.q O {5,117} DA®)
J
figurelll-1-8 : illustration d’ une attente indirecte

Remarquons que |’ ensemble A(t) est le point fixe de la suite suivante :
Ao(t)=AD(t), et OnDIN , Ay(t)=An-1(t) O

%ﬁ, p,rj}/t > 001,9, %) O AL, Or 0{1.db }, p+rh 2 dh . rJ D/CDm >CR i, qE
H H H 0

[11-1.2.2 Périodicité des chaines d’attente

Nous avons vu qu’un temps creux intervenait si a un instant t toute la charge restant a trai-
ter était située apres des attentes de messages ne pouvant étre satisfaites. Afin de vérifier que
le résultat de cyclicité des ordonnancements reste valide dans le cas général, nous alons étu-
dier lacyclicité des chaines d' attente.

Lemme I11-1-7 : Les attentes qui se trouvent aprés la date P englobent les attentes qui se trou-

vent une méta-période plus tot. C'est adire [A> 0, A(A)DA(P+A).

Preuve : voir annexe |-4.
0

Ce lemme montre qu'il y a conservation des chaines d’ attente tout au long des méta-
périodes, ce qui est naturel intuitivement puisque les attentes sont données par la structure des
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taches communicantes, qui ont la méme fréquence. Le lemme nous servira a montrer la pério-
dicité des attentes.

Lemmell1-1-8 : [A> 0, A(r+P+A)0A(r+4).

Preuve : lapreuve est laméme que celle du lemme précédent.
O

Proposition I11-1-3 : Les attentes sont périodiques de période P a partir du moment ou toutes

les taches ont été activées. C'est adire [A=> 0, A(r+A)=A(r+P+A).

Preuve : découle du Lemme ll1-1-7 et du Lemme I11-1-8.
O

Les attentes sont donc périodiques a partir de r. Cela nous permet de reprendre la preuve
de cyclicité des ordonnancements de taches indépendantes afin de |’ étendre au cas des taches
communicantes.

[11-1.2.3 Cyclicité des ordonnancements dans le cas général

La définition de reguéte instantanée est |la méme que dans le cas ou les taches sont indé-
pendantes. Cependant, la charge instantanée doit étre redéfinie, puisque les temps creux appa-
raissent lorsgue la charge restante correspond a la charge en attente, ¢’ est a dire la charge res-
tant atraiter apres les points d’ attente des taches de A(t).

Définition I11-1-5 : La charge en attente d'une téche 1; est définie par Cay: IN x{1..n} - IN,
Cau(t,i)=maxy;{ C—CR j, { 1.k 1} DA(t)} .

Larequéte instantanée d' un systéme est Caq(t)= ZI" L Can(t,)

La charge en attente (voir figure 111-1-6) correspond a la charge qui ne peut pas étre traitée
aladatet a cause des attentes de messages. Lorsgue la charge restante est égale ala charge en
attente, toutes les tches actives sont en attente, et il y a un temps creux. D’ou la modification
de la définition de la charge instantanée.

Définition 111-1-6 : La charge instantanée, ou charge restante, a I’instant t est définie par
Cies i IN = IN, avec:

Crest(0)=Creg(0)

Crest(t)= Creq(t)+ Crex(t—1) -W(t—-1) avecy: IN -{0,1} définie par :

_ 8 Gex(t) > Caun(t)
Vo= %)sinon '

Lafonction y est la fonction caractéristique des ordonnanceurs conservatifs: s il existe des
taches qui ne sont pas en attente d’un message, il en exécute une, sinon, il reste oisif.
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Nous reprenons la preuve dével oppée pour les taches indépendantes que nous adaptons ala
nouvelle définition de la charge restante. Cependant, avant cela, nous donnons un lemme ins-
trumental traitant de la charge en attente.

Lemme I11-1-9: [A> 0, Cat(P+A)= Car(A) €t Canr(r+A)=Can(r+P+4).

Preuve : I'inégalité découle du Lemme I11-1-7, et I’ égalité du Lemme 111-1-8.
U

Lemme I11-1-10: Soit S un systeme de taches pris dans le contexte [1]ri,C;,D;,P;,prec,resRW|

tel que Us=1. Apres la date r, la somme des charges de requétes est de P unités de temps a

P
traiter toutes les P unités de temps. C'est adi reZ Ce(r +i)=P.

Preuve : La preuve, basée sur la définition de la charge d’un systéme, n’est pas modifiée par
rapport au Lemme 111-1-3.
0

Lemme I11-1-11 : Soit S un systeme de taches pris dans le contexte [1]ri,C;,D;,P;,prec,resRW|
tel que Us=1. Lacharge restant atraiter a un instant t+P ne peut pas étre inférieure a celle qui
restait atraiter aladatet pour t>r. C'est adire:

B> 0, Creg(r+P+A)=2Ceg(r+4)

Preuve : voir annexe |-4.
0

[1I-1.2.3.a La date d’occurrence du dernier temps creux acyclique est bornée

Lemme I11-1-12 :Soit S un systéme de téaches pris dans le contexte [1|ri,C;,D;,P;, prec,resRW|
tel que Us=1. Si il y auntemps creux aun instant t>r, alorsil n'y en apas aladate t+P. C' est
adire:

D> 0, y(r+A)=0y (r+P+A)=1

Preuve: voir annexe |-4.
O

Lemme I11-1-13 : Soit S un systeme de taches pris dans le contexte [1]ri,C;,D;,P;, prec,resRW|
tel que Us=1. Si il n'y apas de temps creux aun instant t=r, aorsil n'y en apas ala date t+P.
Cestadire:

D> 0, y(r+A)=1y (r+P+A)=1.

Preuve : Par définition, y(r+A)=1< Cieq(r+A)>Can(r+4) @
Or d'apresle Lemme 111-1-11, Crex(r+P+A)2Crex(r+4) (b)
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Deplus, d aprésle Lemme 111-1-9, Cy(r+P+A)=Cau(r+4) (©
D’ apres (a), (b) et (c) on obtient Creg(r+P+A)>Cqy(r+P+4).
O

Proposition 111-1-4: Soit S un systeme de téches pris dans le contexte |1)ri,C;,D;,P;,
prec,resRW| tel que Us=1. Aucun temps creux ne peut apparéitre a partir de ladate r+P. C'est
adire A= 0, y(r+P+A)=1.

Preuve : D'apréesle Lemme [11-1-12 et le Lemme [11-1-13, [A> 0, y(r+P+A)=1 quelle que soit
lavaeur de y(r+4).
O

[11-1.2.3.b L’état d’'un systéme est identique apres le dernier temps creux acyclique
et une méta-période plus tard

Il ne reste plus, pour obtenir le théoreme général, qu’a montrer que |’ état global du systéeme
de taches est forcément le méme aux instants t.+1 et P unités de temps plus tard.

Proposition 111-1-5: Soit S un systéme de taches pris dans le contexte |1)ri,C;,D;,P;,
prec,resRW| tel que Us=1. Toute sequence d’ ordonnancement conservative valide de S sur

I"intervalle [0..t.+P+1[ laisse le systéme dans le méme état al’instant t-+P+1 qu'at.+1.

Preuve : La preuve donnée en annexe |-4.
O

La démonstration de cette proposition demande |e méme raisonnement que dans le cas des
taches indépendantes. La différence réside dans le fait suivant : lorsque les taches sont indé-
pendantes, la charge a traiter a I’instant suivant le dernier temps creux acyclique est donnée
uniquement par les réactivation des taches, et il en est de méme une méta-période plustard car
les réactivations sont les mémes. Dans le cas des tAches communicantes, |a charge atraiter a
I"instant suivant le dernier temps creux acycligue est donnée par les réactivations a cette date
plus la charge en attente que le processeur n’a pas pu traiter al’instant t.. Une méta-période
plus tard, la charge est la méme: elle est donnée par les mémes réactivations, plus le résidu
qui subsistait al’instant t.. Il nous faut vérifier que ce résidu correspond aux mémes taches a
I"instant t-+P+1 qu’'al’instant t.+1. C est la périodicité des chaines d’ attente qui nous permet
d affirmer cefait.

Enfin, les deux propositions précédentes permettent de prouver |e théoreme suivant :

Théoréme I11-1-3 : Soit S un systéme de taches pris dans le contexte [1)ri,C;,D;,P;, prec,resRW|

tel que Us=1, et soit o une séguence conservative valide sur I'intervalle [0..t.+P+1] :

— la SBquence Ojo 1[0 [t+1.te+p+ap, OU Ofapy €St la restriction de ¢ & I'intervale [a.b[, est
valide;

- ledernier temps creux acyclique alieu a une date t.<r+P

Preuve: t<r+P est le résultat de la Proposition Il1-1-4, et la périodicité résulte de la
Proposition 111-1-5.
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exemple 111-1-3: Soit S={1,<0,1,4,4>, 1,<1,1,4,4>, 13<2,1,4,4>, 1,<0,1,4,4>} un systéme
de t&ches du contexte |1|r;,C;,D;,P;,prec|, avec :

Tache 1, est Tache 1, est
-- Attend un nessage -- Dure une unité de
-- de 12, dure une unité de -- tenps puis énet un
-- tenps puis énet un -- nessage a 1y
-- nessage a 14 ro. =1;
re«. =0 ; P, = 4
Pr = 4 D, =4 ;
D =4 ; Début
Début bzylzl ;
Retirer_BAL(MBy, 1) Déposer BAL( MB;, 1)
bl, 1:]. ; Fin
Déposer _BAL(MBy 4) ;
Fin ; Tache 14 est
-- Attend un nessage de T1; puis
Tache 13 est -- dure une unité de tenps
-- Dure une unité de tenps ro =0
rs = 2 P, = 4
P; =4 ; D, = 4 ;
D; = 4 ; Début
Début Retirer _BAL(MBy, 4)
bs 1=1 ; bs 1=1 ;
Fin ; Fin ;

Le calcul des chaines d attente donne C4(0)= Cq1(4)=2, et C4 est nul pour les autres dates
comprises entre O et 6. Le diagramme de charge donné sur lafigure I11-1-9 montre qu’il y aun
temps creux a l’instant 0, d'ou t.=0. Toute séquence conservative g valide sur [0..5] est va
lide: la séquence infinie est aors donnée par ojo.1;0*(1.5. La figure 111-1-10 représente
I’ ordonnancement de ce systéme par I’ agorithme earliest deadline.

Charge
processeur

0 1 2 R B g > Temps

figurelll-1-9 : diagramme de charge du systéeme donné dans I’ exemple 111-1-3, le trait gras
représente Cyy
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doomy =y
Tsz h ¢,
v ot =Y =,
o =m . =,

Temps .
Creux |j Z >
0 1 3 4 - 7 8

figurelll-1-10 : séquence produite par earliest deadline pour I’exemple I11-1-3

Les temps creux apparaissent donc lorsque la requéte processeur croise la charge en at-
tente. Les temps creux acycliques dus al’ absence de charge, comme nous en avons vu dans le
cas des systemes de taches indépendantes, sont donc un cas particulier des temps creux dus
aux chaines d’ attente avec C=0. Certains systémes de taches peuvent posséder ces deux ty-
pes de temps creux, comme I’illustre I’ exemple suivant.

exemple l11-1-4 : Soit S={ 11<0,1,4,4>, 1,<1,1,4,4>, 13<5,2,4,4>} un systeme de t&ches du
contexte |1|r;,C;,D;,P;,prec|, avec :

Tache 1, est Tache 1, est
-- Attend un nessage -- Dure une unité de
-- de T2, puis dure une -- tenps puis énet un
-- unité de tenps -- nessage a T
r{ =0 ; r =1;
Pr =4 P, = 4
D. =4 D, =4
Début Début

Ret i rer_BAL( NBZ, 1) ; bz, 1=1 ;

by 1=1 ; Déposer _BAL(MBy, 1) ;
Fin ; Fin ;

Tache 13 est
-- Dure deux unités de tenps
rs =95 ;
P; =4 ;
D; =4 ;
Debut
bs 1=2 ;
Fin ;

Le calcul des chaines d' attente donne Cq(0)= Ca(4)= Can(8)=1, &t Cqy est nul pour les au-
tres dates comprises entre 0 et r+P=9. Le diagramme de charge donné sur la figure 111-1-11
montre qu’il y a des temps creux acycliques aux instants 0, 3 et 4. Ces temps creux sont soit
dus a des chaines d' attente, soit dus a une absence de charge, ce qui est un cas particulier du
cas précédent. Nous en déduisons t.=4. Toute séquence conservative ¢ valide sur [0..9] est
valide : laséguence infinie est alors donnée par oy 50* 5.9
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Charge
processeu
A

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Temps

figurelll-1-11 : diagramme de charge du systéme donné dans I’ exemple I11-1-4, letrait gras
représente Cyy

Remarque : Le calcul de t; est donc, comme dans le cas des taches indépendantes, totalement
indépendant de I’ algorithme d’ ordonnancement choisi. |l est assujetti aux chaines d’ attente,
dont le calcul n'est pas trivial. Cependant, il n'est pas nécessaire de calculer les chaines
d attente, qui étaient instrumentales pour la preuve de cyclicité. En effet, les temps creux acy-
cliques sont donnés par n'importe quel algorithme conservatif (par exemple Rate Monotonic)
ne prenant en compte que les contraintes de précédence, puisque les ressources critiques
n'entrent pas en jeu sous |I’hypothese qu’une téche ne puisse pas attendre de message a
I"intérieur d’ une section critique.
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[11-2 Conclusion

Nous avons montré que |les ordonnancements conservatifs (on dit aussi au plus tét) de sys-
temes de téches de charge 100% du contexte [1]ri,C;,D;,P;, prec,resRWM étaient cycliques de
période P aprés le dernier temps creux acyclique qui se trouvait dans tous les cas avant la date
r+P. L’intérét de notre preuve est qu’ elle ne se base que sur la charge d' un systéme de taches,
et permet ains d’ éviter toute distinction inhérente a un algorithme d’ ordonnancement ou bien
aune politique de gestion de ressources.

Notre théoréme est d’ une part un outil permettant de connaitre la durée nécessaire al’ étude
d’ une séquence d’ ordonnancement, qu'’il s agisse de la calculer hors-ligne, ou bien de réaliser
une étude de performance hors-ligne d’ une séquence qui sera produite en-ligne.

C’est une généralisation du théoréme de Leung et Merrill, qui donne une durée de simula-
tion nécessaire de r+2P pour I’ étude des systemes de taches indépendantes ordonnancées par
ED dans le contexte [1]r;,C;,D;,P;|. En effet, notre résultat ne dépend pas de I’ algorithme choi-
si. De plus il améliore le résultat de [LM 80] puisque r+2P est maintenant une borne supé-
rieure de la durée de simulation nécessaire.

On peut remarquer que ce résultat unifie les durées de simulation des systemes de taches
simultanées et des systemes dans lesquels des taches sont différées. En effet, il n'y a aucun
temps creux acyclique lorsque les taches sont simultanées, donc t.=-1, d’ou une durée de si-
mulation de P donnée par le théoréme.

Cependant, la preuve est donnée sur des systémes de charge 100%, alors que ce n’est pasle
cas la plupart du temps, de plus, les temps creux y sont placés au plus tard en utilisant une
politique conservative (i.e. les taches sont placées au plus t6t). Nous montrons maintenant
pourqguoi il reste valide dans le cas généra ou la charge d' un systéme est inférieure a 100%.

llI-2.1 Cas des algorithmes conservatifs

Lorsgu’ un algorithme conservatif (i.e. au plus tét) est utilisé, les temps creux sont tous pla-
cés au plustard, qu’ils soient cycliques ou acycliques. Soit S={ 1i<r;,C;,D;,P;>}i=1., un systéme
de téches temps réel de charge inférieure a 1 ordonnancé par un algorithme conservatif.
D’ apres la définition de la charge d'un systéme, la séquence construite possede des temps
creux cycliques et des temps creux acycliques. Affranchissons nous des temps creux cycliques
en adjoignant au systéme une tache englobant les temps creux cyclique, que nous hommons
tache oisive. Cette téche, dénotée 1, a une période et un délai critique de P, et une charge de
P(1-Us) puisque I’on sait, d apres la définition de la charge, qu'il y a exactement P(1-Us)
temps creux toutes les P unités de temps en régime permanent, ¢’ est a dire dans la partie cy-
clique de I’ ordonnancement. Pour I’instant, nous ne nous intéressons pas a sa date de révell,
gue nous laissons délibérément de coté. La séquence d’ ordonnancement produite pour un
systéme S de charge inférieure a 1 par un agorithme conservatif est identique a la séquence
produite par le méme algorithme d’'un systéme S =S [{ 1o<ro,P(1-Ug),P,P>} pour lequel la
priorité de 1o est minimale (la téche oisive remplace alors exactement les temps creux cycli-
gues). Nous avons donc transformé de facon artificielle le systéme S en un systéme S de
charge 100%. L e théoreme portant sur la cyclicité s applique donc ace cas.

Le dernier point & éclaircir est le choix de la date de réveil de la t&che oisive, qui condi-
tionnera la différenciation entre temps creux cycliques et acycliques, ¢’ est adirele choix dela
date t.. Il est important de remarquer que rien n’oblige la t&che oisive a avoir une date de ré-
veil nulle. Conceptuellement, les temps creux, gu’ils soient cycliques ou acycliques, sont
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identiques, c'est adire qu’ils représentent I’ oisiveté du processeur. On peut donc choisir arbi-
trairement une date de réveil pour latéche oisive. L’ exemple 111-2-1 illustre notre propos.

exemple I11-2-1: Soit S={1:<0,1,4,4>, 1,<4,3,6,6>} un systéme de taches du contexte
|1Jri,Ci,D;,Pi|l. Sa charge Us est de 0.75 donc il y a 0.25x12=3 temps creux toutes les P=12
unités de temps lorsque | e systéme est en régime permanent.

Charge
atraiter

A 1 1 1
-[1 Tl’ '[2 1 2 1 Tl’ T2

Temps

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

figurelll-2-1 : diagramme de charge d’' un systéme

La figure 111-2-1 donne le diagramme de charges de S, sur lequel on distingue 6 temps
creux entre O et r+P. Si I’on fait débuter la tache oisive al’instant O, comme on pourrait étre
tenté de lefairea priori, le dernier temps creux acyclique apparait al’instant 9, lalongueur de
la séquence a construire est donc de 9+1+12=22 unités de temps, ce qui améliore peu la borne
de Leung et Merrill (qui rappelons-le tout de méme ne pourrait s appliquer que s les taches
étaient indépendantes et ordonnancées a I’aide d'une politique earliest deadline) puisque
r+2P=26. Cependant, rien ne contraint a choisir ro=0. Choisissons donc, en vue de diminuer la
longueur de la séquence requise, ro=2. Dans ce cas, le premier temps creux est acyclique, et
les temps creux suivants sont englobés par la tache oisive. Nous obtenons t.=1, et une lon-
gueur de séquence donnée par 1+1+12=14, contre 26 précédemment.

Il convient donc de faire démarrer la téche oisive apres I'instant t. puisque c'est apres cet
instant que le systeme entre en régime permanent. Il faut de plus, que le temps creux suivant t.
soit considéré comme un temps creux cyclique, afin de ne pas augmenter artificiellement la
partie transitoire de la sequence. Soit t’ ladate d’ occurrence du temps creux suivant t;, alorsla
meilleure date de réveil pour 1o est comprise dans I'intervalle Jt...t]. L’instant t.+1 satisfait
toujours cette condition, ¢’ est donc cette date que nous choisirons comme date de réveil pour
1.

[l nous reste maintenant a proposer un agorithme calculant t. intégrant le fait que ro=tc+1.
Considérons les temps creux présents dans [0..r+P[. Si il y en a Co, adors ils sont considérés
cycliques et t.=-1. Si il y en aplus que Cy, aorsil est possible que certains d’ entre eux soient
acycliques : considérons le premier temps creux, positionné a I’instant t; et voyons combien
de temps creux sont présents dans I'intervalle [t;..t;+P[. Si il y en aplus que Co, dorsil y aau
moins un temps creux acyclique dans cet intervalle, nous décidons donc que le premier est
acyclique. Le méme processus est alors répété avec les temps creux suivants, jusgu’a ce qu'il
ne reste plus que Cy temps creux, lesquels peuvent étre attribués a la téche oisive. Donc les
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temps creux situés avant tc+1 sont acycliques, et les temps creux situés aprés sont cycliques.
Nous choisissons donc arbitrairement, dans le but de faire apparaitre le cycle plus rapidement,
d adjoindre au systéme la téche oisive 1o<t.+1,P(1-Us),P,P>. L’ algorithme suivant illustre le
calcul de la position des temps creux et le choix det;:

Foncti on Der ni er TenpsCr euxAcycli que renvoi e date est
TenpsCreux: liste de dates ~ 0O
Gest: charge « Geq(0)
t.: date
Début
Pour t allant de 0 a r+P-1 faire
-- Calcul de la position des tenps creux
S Gest=Cat(t) alors ajouter t a la fin de TenpsCreux
Si non Qest - Crest'l
Fi nSi
Gest « GesttCeg(t+1)
Fai t
tc «— '1
Tant que | ongueur (TenpsCreux)>P(1-Us) faire
t; « téte(TenmpsCreux)
t, « (P(1-Us) +1)°™ &l ément de TenpsCreux
Si t,-t <P alors
-- Il y a plus de P(1-Us) tenps creux dans [ti..t;+P]
-- t, est donc un tenps creux acyclique
te « ta
Suppri mer Tét e( TenpsCr eux)
Fi nSi
Fai t
Renvoyer t.
Fin

Cet agorithme n’est pas polynomial puisqu’il nécessite la construction du diagramme de
charge sur r+P, avec P non polynomial. Il serait intéressant de trouver une méthode anal yti-
gue polynomiale permettant de calculer t., mais hous n’avons pas trouvé pour le moment une
telle méthode.

exemple I11-2-2 : Soit S={ 1,<0,1,4,4>, 1,<1,1,4,4>, 1:<0,1,4,4>} un systéme de taches du
contexte |1|r;,Ci,D;,P;,prec], le pseudo-code des téches est |e suivant :

Tache 1, est Tache 1, est

-- Attend un nessage -- Dure une unité de

-- de 12, dure une unité de -- tenps puis énet un

-- tenps puis énet un -- message a T

-- nessage a T3 ro =1;

ri =0 ; P, = 4 ;

Pp =4 D, =4 ;

D=4 ; Début

Début b, 1=1 ;
Retirer_BAL(MBy, ;) Déposer BAL( MB; 1)
bl, =1 ; Fin
Déposer BAL(MB; 3) ;

Fin ;

Tache 13 est
-- Attend un nessage de 11 puis
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-- dure une unité de tenps
rs
Ps
D; =
Début

Retirer_BAL(MBy, 3)

bs 1=1 ;

Fin ;

La charge du systeme est Us=0.75 donc il y a 0.25x4=1 temps creux toutes les P=4 unités
de temps lorsque le systeéme est en régime permanent. La charge en attente est définie par
Cat(0)=C41(5)=2, et elle est nulle ailleurs entre 0 et 5. Le diagramme de charge de ce systeme
est donné sur lafigure I11-2-2: il contient deux temps creux entre O et 5. Cependant, I’ écart
gu'il y aentreles deux est supérieur P, doncil n'y a pas de temps creux acyclique et t.=-1.

4 ;
4

Charge
processeur

Temps

figurelll-2-2 : diagramme de charge de |’ exemple 111-2-2, la charge en attente est représen-
téeentraitsgras

llI-2.2 Cas des algorithmes non conservatifs

Nous avons vu en section 1-2.2.3.d que les algorithmes conservatifs n’ éaient pas domi-
nants (i.e. ne fournissaient pas forcément une séquence valide lorsgu’il en existait une) des
lors que des ressources ou des parties non préemptibles existaient. Il en résulte que certaines
techniques d’ ordonnancement (et notamment celle que nous proposons) doivent étre a méme
d’ ordonnancer les systemes de facon non conservative (i.e. les temps creux ne doivent pas
étre forcément placés au plus tard). La liberté de placer les temps creux cycliques de fagon
non conservatives peut étre artificiellement prise en compte par la tache oisive que nous avons
vue dans la section précédente. La différence par rapport au cas des agorithmes conservatifs
est que cette tache n’est pas forcément de priorité minimale dans le systeme. L’ adjonction a
un systéme d’ une tache oisive (qui N’ est pas forcément dans ce cas de priorité minimale) per-
met donc aux temps creux cycliques d’ étre placés de fagon non conservative. De plus, elle
permet comme nous |’ avons vu d’ augmenter artificiellement la charge du systeme de taches a
100%. Enfin, le choix de faire démarrer latéche oisive de ala date t.+1 implique que la durée
de smulation choisie est minimale.
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Un dernier point est a éclaircir : latache oisive permet de placer les temps creux cycliques
de fagon non conservative sans rien changer ala preuve de cyclicité. Cependant, nous voyons
sur lafigure [11-2-3 qu’il est aussi primordial de pouvoir placer les temps creux acycliques de
facon non conservative. |l nous faut donc montrer que le fait de placer les temps creux acycli-
gues qui apparaissent lors de la montée en charge de fagon non conservative ne modifie en
rien la cyclicité des séquences d’ ordonnancement.

] utilisation de laressource R

[ Pasd utilisation de laressource R

Temps creux lj | | | | | |
| | | | | |

I
L
0 1 2 3 4 5 6 7 89

figure 111-2-3 : un ordonnancement valide d’ un systeme de taches
S={11<1,1,1,4>1,<0,2,4,4>13<4,1,4,4>} avec 1, €t T, partageant une ressource critique R. 11
est nécessaire de placer le temps creux acyclique de fagcon non conservative pour que ce sys-
teme soit ordonnancable.

Le diagramme de charge de ce systeme est donné sur lafigure I11-2-4, sur lequel on trouve
un temps creux acyclique aladate 3, d'ou t.=3.

Charge
atraiter

A -[2 Tz, T3 [ TZI T3
151 151 T,

o

Temps
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

figurelll-2-4 : diagramme de charge du systeme S={1:<1,1,1,4>,1,<0,2,4,4>,13<4,1,4,4>}.

Or, nous voyons que la charge du systeme évolue, dans la séquence produite sur la figure
[11-2-3, de lafacon illustrée sur lafigure I11-2-5.
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Charge
atraiter

A T, T
1, 2 3 /’ T, 1,
T T
1 1 T

fa

Temps
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

figurell1-2-5 : diagramme de charge correspondant a la séquence produite sur la figure I11-
2-3.

Sur cette figure, le temps creux acyclique est placé al’instant 0, ce qui se traduit par un
seuil de charge. Voyons en détail ce que dit la Proposition I11-1-1: I’ état al’instant suivant le
dernier temps creux acycligue (quand ceux-ci sont placés de fagon conservative), ¢’ est adire
ici al’instant 4 est le méme gu’ une méta-période suivante: il correspond a la réactivation des
taches (plus éventuellement la charge en attente que I’on n’a pas pu traiter) a cet instant. Le
fait de permettre aux temps creux acycliques d’intervenir plus tot dans les ordonnancements
ne change aucunement ce fait. Le théoréme reste donc valide dans ce cas, cependant, le cycle
intervient plus tét dans ce cas (sur I’exemple de la figure 111-2-5, le cycle commence a
I"instant 1, alors que le théoréme donne la date 4). En effet, le choix de positionner les temps
creux acycliques de fagon non conservative place ceux-ci plus tot que t.. La borne t.+P+1,
basée sur le fait que lacharge al’instant t.+1 est exactement donnée par les mémes activations
gu’al’instant t-+P+1 tient toujours, mais n’ est plus qu’ une borne supérieure.

Le résultat de cyclicité s applique donc aux méthodes non conservatives qui permettent au
temps creux d’ apparaitre autrement qu’ au plustard. Il permet d’ appliquer les techniques hors-
ligne d ordonnancement de téches valides dans le contexte non périodique |1 ri,Ci,D;,
prec,resRW| au contexte périodique |1|ri,C;,D;,P;, prec,resRW, : puisgue le domaine d’ éude se

TN X . L, DC+P+1—riD .
limite & [0..tc+P+1][, il suffit de considérer les Ei premieres occurrences de cha
Pi

que téache 1; sauf celle qui alieu aladate t-+P+1 s il y en a une, puisqu’ elle correspond dans
ce cas au début du deuxieme cycle de |’ ordonnancement.
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Notre objectif est d’ exhiber des séquences d’ ordonnancement valides, quel que
soit le systeme de taches modélisé. En effet, les taches considérées peuvent com-
muniquer, partager des ressources de fagon exclusive ou en lecture-écriture, et
posséder des parties non préemptibles. Les séquences exhibées pourront avoir
certaines propriétés qualitatives (optimalité suivant certains criteres), et quanti-
tatives (respect de contraintes absolues basées principalement sur le temps de ré-
ponse). Notre méthodol ogie repose sur une technique d’ énumération basée sur un
réseau de Petri : le systéme de taches a éudier est modélise finement par un ré-
seau de Petri avec la régle de tir maximal, prenant en compte les interactions
complexes entre les taches. Cette « implémentation », que nous décrivonsici dans
le cas monoprocesseur, s avere trés flexible.

IV-1 Modélisation

IV-1.1 Hypothéses générales

Nous présentons dans cette section la modélisation de taches périodiques sur lequel est ba
se le modéle initialement proposé dans [CGC 96]. Nous avons vu que, dans le cas monopro-
cesseur, les techniques en-ligne d’ ordonnancement étaient limitées notamment lorsque des
ressources critiques étaient en jeu, et aussi parce gque le systéme de téches a éudier devait étre
mis sous forme normale. La téche dont une partie du pseudo code est donnée dans I’ exemple
IV-1-1 ne peut pas ére mise sous forme normale, dans le cas contraire, la ressource serait
prise par une téche et rendue par une autre.

exemple 1V-1-1 : pseudo code d’ une téche ne pouvant pas étre mise sous forme normale.
Prendre_Sémaphor e(ressource, 1)

Déposer BAL( bal , nsQ)

Rendr e_Sémaphor e(ressource, 1)

L’ utilisation d’un RdP permet de modéliser finement les taches sans avoir a les éclater.
Chaqgue tache du systeme de taches a modéliser est représentée par une branche périodique,
alors que le corps des taches est modélisé directement a partir du pseudo code de celle-ci. Le
pseudo code utilisé se veut le plus proche possible des instructions proposées dans les noyaux
temps réel. La notion d' événement est délibérément mise de c6té a cause du probléme posé
dans I’exemple I-1-1 (page 13). Par contre, la notion de boite aux lettres, facilement modéli-
sable par RdP, est retenue afin de gérer les communications entre taches. Ce modéle de com-
munication relativement large permet de prendre en compte les communications entre taches
de périodes différentes. Rappelons que nous ne considérons que les systémes de taches dont
les fréquences d’ émission et de réception sont corrélées, c’est a dire que |’ éguation suivante
doit étre vérifiée par les systemes de taches modélisés:

nombre de messages émis _ nombre de messages regus

période tache émettrice période tache réceptrice

Cette hypothese est moins contraignante que celle qui est classiquement utilisée en ordon-
nancement en-ligne, dans laquelle les périodes des taches communicantes sont identiques.

Cette contrainte peut étre partiellement rel&chée en considérant que plusieurs taches émet-
trices et réceptrices peuvent partager |la méme boite aux lettres. Cela permet de modéliser en-
tre autres la multidiffusion (dans le cas ou plusieurs réceptrices partagent la méme boite aux
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lettres) pourvu que la tédche émettrice sache combien de réceptrices doivent recevoir son mes-
sage. Dans ce cas, la contrainte devient :
nombre de messages émis par Ti _ nombre de messages lus par T

z Pi Z Pi

Ti émettrice Ti réceptrice

De plus nous avons vu que le rendez-vous peut étre modélisé a I’ aide de deux boites aux
lettres. La notion de sémaphore est généralisée dans le cadre de notre étude aux acceés aux res-
sources en lecture ou en écriture [ZRS 87h)].

Puisque nous voulons produire des ordonnancements valides de systemes de taches temps
réel, nous ne nous intéressons qu’ a I’ aspect temporel des taches. Ainsi, le code composant les
taches est abstrait aux durées des instructions. Cependant, les interactions entre les taches, qui
induisent des relations de précédence ou d’exclusion entre certaines parties des téches, doi-
vent étre prises en compte. Ces interactions sont les primitives de communication par boites
aux lettres ou de synchronisation par sémaphores, appelées primitives temps réel ou PTR. Le
pseudo code d’ une tache peut alors étre vu comme une succession de blocs dits indépendants
(correspondant aux instructions classiques) car sans PTR, entrecoupés par des PTR. Les PTR
étant considérées de durée nulle, leur durée véritable est intégrée ala durée du bloc indépen-
dant précédent.

Le temps est discrétisé de sorte gu’un quantum de temps corresponde a un nombre entier
de points de préemptions du systéme d exploitation sous-jacent. L'unité de temps prise
comme base est donc la durée d’ un quantum de préemption du noyau sous-jacent.

La durée d’'un bloc est alors calculée en nombre de quanta de temps, en arrondissant au
guantum de temps supérieur, et en gjoutant la durée des surcolts pouvant étre engendrés par
la durée des changements de contexte en cas de préemption. Ensuite, chague boucle contenant
des PTR est déroulée (dans un contexte temps réel, le nombre d'itérations d’une boucle est
borné al’ avance), alors que les boucl es indépendantes sont abstraites aleur durée maximale et
les branches conditionnelles sont réunies. Dans le cas ou les branches de la conditionnelle
sont composées d'instructions indépendantes, cela parait judicieux, mais des problémes de
cohérence peuvent se poser lorsque les branches comportent des PTR : dans ce cas, on fait
généralement I’ union structurelle des deux branches (voir chapitre 7 de [Bab 96]).

Par rapport aux instructions classiques d’ un noyau temps réel, notre modéle permet de mo-
déliser toutes les instructions données dans le tableau IV-1-1. Il faut noter que puisque nous
nous plagons dans le cadre d’ une analyse hors-ligne, toutes les taches, ressources et boites aux
lettres sont connues a |’ avance, et les primitives de création de telles entités ne sont pas auto-
risées dans le corps des taches. En effet, tout est créé des le début de I’ application.

Types de primitives modélisées Contraintes imposees au concepteur

Communication par boites aux lettres (envoi | Mémes fréquences d’ émission et de réception
et réception de messages) de messages vers une boite aux lettres

Prises et libérations de ressources, les prises| Une tache ne doit pas attendre de message a
peuvent étre effectuées en lecture seule I"intérieur d’ une section critique

tableau I1V-1-1 : primitives tempsréel prises en compte dans notre modéle

Typiquement, le pseudo code d’une tache est de la forme de celle donnée sur I’exemple
V-1-2.
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exemple 1V-1-2 : pseudo code d’ une téche T;

bi , 1:3

-- Cette durée représente |a durée du 1° bloc de 1,
-- elle inclut la durée de |l a PTR suivante

Retirer_ BAL(bal ;)

-- Le nessage n' est pas pris en conpte, et la durée induite
-- par son envoi est incluse dans |a durée précédente
bi , 2:2

Lock(ress, 1,1 ecture_seul e)

-- Prise d une ressource en lecture seule

bi , 3:2

Déposer _BAL( bal ;)

Unl ock(resy, 1)

-- Libération de |la ressource

Dans la suite de cette partie, le systéme de taches S a modéliser est défini par
S={1i=0.n<r;,Ci,D;,P;>} avec 1o t&che oisive telle qu'elle a é&é définie précédemment :
To<tc+1,P(1-Ug),P,P>. De plus, afin que les temps creux acycliques puissent étre placés de
facon non conservative, une place contenant un nombre de jetons égal au nombre de temps
creux acycliques présents dans une séquence, couplée a une transition permettant de modéli-
ser lestemps creux acycligques sera adjointe au systeme.

IV-1.2 Principe général

La modélisation se base sur la construction automatique d’un réseau de Petri a partir du
pseudo-code d’ un systeme de taches temps réel du contexte
|1Jri,Ci,Di,P;,prmptnopr mpt,prec,resRW. Ce réseau de Petri prend en compte le temps de par
saregle de tir maximal, il a donc la puissance d’ expression nécessaire a la modélisation fine
d’un programme informatique.

Il est composé d'une partie horlogerie, dans laguelle une transition source, nommee hor-
loge globale, marque le temps logique en produisant des jetons dans les horloges locales des
taches. Les horloges locales permettent |a réactivation périodique des taches du systeme et la
vérification du respect des contraintes temporelles qui leur sont imposées.

Enfin, la partie systéme de taches du modél e représente finement le pseudo-code décrivant
les téches, et notamment les contraintes structurelles imposées par les PTR : contraintes de
précédence et d’ exclusion. Le modele est concu de sorte gu’ a chague instant, une transition du
systeme de t&ches puisse étre franchie, modéisant ainsi le travail effectué par le processeur.

Une vue abstraite du modél e est représentée sur lafigure IV-1-1.
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Horlogerie

Date locale de T,

(Timey)
Horloge locale de T, i Horloge locale de T, Py Horloge locale de T, Py
(Clko) (Clk)) (Clk,) e
a a a
v v v

Systéme de taches

figure 1V-1-1: schéma d’ ensemble de la modélisation par réseau de Petri

Le détail de notre modéisation est donné dans |es paragraphes suivants.

IV-1.3 Systéme d’horlogerie

Nous considérons un ensemble de taches périodiques, les autres taches a contraintes stric-
tes étant prises en compte a I’ aide de serveurs périodiques. 11 nous faut donc représenter la
périodicité d’'une action al’aide d’un réseau de Petri avec larégle de tir maximal. La figure

IV-1-2 représente un réseau de Petri dans lequel la transition Action est tirée toutes les 8 uni-
tés de temps.

]
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Horloge

gs»u -]

Temps  Adctivation Active Action

figure 1V-1-2 : modele pour une action périodique de période 8

Latransition Horloge est une transition source, qui est toujours franchissable : elle marque
donc le temps logique. En effet, a partir de Mo={ 1,1}, les transitions Horloge et Action sont
franchissables simultanément. Elle sont donc franchies simultanément conformément alare-
gledetir maximal, et leur tir méne a M1={2,0}. Seule la transition Horloge est aors franchis-
sable, et son franchissement mene a M,={ 3,0}, etc... jusqu au marquage M,={8,0} apres 7
tirs successifs de la transition Horloge. A partir de My, 2 transitions sont franchissables si-
multanément : Activation et Horloge. Elles sont donc franchies simultanément et ménent a
Mo={ 1,1} . Exactement 8 tirs de la transition Horloge sont nécessaires pour retrouver Mg qui
est un marquage d’ accueil du réseau. Latransition Action est donc tirée a I’ unité de temps 1,
9,17, etc...

C’est ce principe qui est utilisé pour modéliser la périodicité des taches dans la partie hor-
logerie du modéle, qui est représentée en non grisé sur lafigure IV-1-3.

Horlogerie

Corpsdet, Corpsdet,| |Corpsdert,

Systéme de taches

figure 1V-1-3: partie horlogerie du modéle

La partie horlogerie se base sur la transition RTC pour Real-Time Clock qui joue le réle de
la transition Horloge de la figure IV-1-2, c’est a dire de produire un jeton a chaque unité de
temps dans chacune des horloges locales des taches, en |” occurrence dans chacune des places
Timg. Etant donné la régle de tir du réseau, les horloges locales obligent les transitions
d activation Clk; atirer toutes les périodes P; des téches. Celaimplique qu’ un jeton de couleur
a (pour activation) est produit toutes les P; unités de temps dans une place du corps de T,.
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Cette place se nomme activ;, et on dit qu’ une t&che 1, est activée lorsque la place activ; recoit
un jeton de couleur a. Nous expliquerons plus loin en détail I’ utilité de ce jeton, et le fait qu'il
soit coloré, il faut seulement ici retenir que le systeme d’ horlogerie produit périodiguement un
jeton de couleur a dans activ;.

IV-1.4 Systémes de taches

Dans cette partie, la modélisation du corps des téches est détaillée. Cela correspond donc a
la partie inférieure, nommée systeme de taches, du modél e représenté sur lafigure 1V-1-4.

Horlogerie

Systéme de taches

figure1V-1-4 : la partie structurelle des taches est la partie inférieure

IV-1.4.1 Modélisation des blocs indépendants

Puisqu’ avec la regle de tir maximal, une unité de temps est nécessaire au franchissement
d’une transition, on peut modéliser un bloc de durée n par une chaine de n transitions. Cepen-
dant, le modéle que nous utilisons permet d’ utiliser au plus 3 transitions par bloc, le principe
est explicité sur lafigure 1V-1-5.

Rappel ons qu’ une téche est composee de blocs indépendants séparés par des PTR, avec by
la durée j*™ bloc indépendant de la tache 7. Le processeur doit donc consacrer by quanta de
temps au bloc pour letraiter.
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ij

Processeur

figure 1V-1-5 : modélisation du j°™ bloc indépendant de 7;, une double fléche sur un arc re-
présente |’ union de deux arcs : un dans chaque sens

Une transition est utilisée pour modéliser un bloc d'une unité de temps: il faut donc au
RdP une unité de temps pendant laguelle le processeur est utilisé pour tirer la transition. Les
blocs de durée 2 sont modélisés par deux transitions mises en séquence, il faut donc au RdP 2
unités de temps pour les tirer. Les blocs de durée b; =3 unités de temps sont modélisés par
trois transitions, et la transition T;; 3 ne peut tirer qu’une fois que T;; 1 atiré une fois et que
Ti;2 atiré b;—2 fois, la sequence de transition nécessite donc b;; unités de temps. Ces trois
transitions sont nécessaires a la prise en compte des préemptions pouvant intervenir a chaque
guantum de temps.

Il est important de remarquer que dans le cas monoprocesseur, une ressource est partagée
par chagque action de durée unitaire des taches: le processeur. Afin d’alléger les représenta-
tions graphiques des RdP a venir, on pourra omettre les arcs existants entre la place Proces-
seur et chacune des transitions de la partie systéme de téches.

La nécessité pour une transition du systéme de taches d’ utiliser la marque de la place pro-
cesseur pour progresser illustre la nécessité pour une tache d’ utiliser le processeur pour pro-
gresser dans son exécution.

Il peut étre intéressant de garantir la non préemptibilité d’ une tache ou d’ une partie de té&
che. Pour cela, il suffit de ne pas rendre le processeur entre la premiére transition de la partie
non préemptible et la derniére : ainsi, aucune autre tache ne pourra utiliser le processeur tant
gue la partie non préemptible n’ est pas terminée.

Un exemple de téches périodiques dont le pseudo code est donné dans I’exemple 1V-1-3
est représenté sur lafigure IV-1-6.

exemple 1V-1-3 : pseudo code d’ un systéme de 2 téches périodiques indépendantes

Téche T, est Tache 1, est

1 =0 ; r. =0 ;
D1=4; D, = 2
P, =4 ; P, =2 :
Début Début
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by 1=2 ; by 1=1 ;
Fin ; Fin ;
RTC Horlogerie
Time, Time,
o) 0
Clk 4 CIk2
Y ;Y
a a
Activ Activ
ab
ab
Toa E b
b Processeur
LEP)
Systéme de taches

figure IV-1-6 : modélisation d’ un systeme de taches par réseau de Petri

IV-1.4.2 Modélisation des communications

Chague boite aux lettres est modélisée par une place. L’ émission d’ un message par une t&
che vers cette boite correspond au dépdt d’'un jeton dans cette place, et |a réception corres-
pond a la consommation d'un jeton. La transition déposant un jeton est la transition apparte-
nant au bloc précédent, en effet rappelons que les PTR sont supposées de durée nulle. Latran-
sition retirant un jeton est la transition correspondant a la premiéere unité de temps du bloc
suivant |’ attente du message : cette transition ne peut étre tirée que lorsque le message est dis-
ponible.
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bi = Reti rer _BAL(BAL)
Déposer BAL(BAL) b, =...

J.n

BAL <
Ti,m,k Tj,n,l

T

figure 1V-1-7 : modélisation d’ une communication par boite aux lettres

Lafigure IV-1-7 représente une boite aux lettres dans laguelle une tche 7; envoie un mes-
sage apres son bloc by m. Latache 1; attend un message de cette boite avant de commencer b .

On peut remarquer qu’ une limitation inhérente au modéle est que le bloc précédent I’ envoi
d’ un message ne peut pas étre vide, mais cette limitation n’en est pas une en pratique puisque
la PTR d'envoi d’un message n’est pas en général de durée nulle, comme cette durée est re-
portée dans le bloc précédent, ce bloc n’'a pas une durée nulle. Cet argument peut étre réfuté
dans le cas ou la granularité des taches est grossiere et ou la durée des PTR est négligée, ce-
pendant, méme dans ce cas, il est difficile d’imaginer une tache qui envoie un message avant
méme d’ avoir fait le moindre calcul.

De fagon symétrique, on ne peut pas modéliser |’ attente d’ un message qui ne soit pas sui-
vie d’un bloc de traitement. Cela n’est pas vu non plus comme une limitation car |’ existence
d’ une tache attendant un message sans faire aucun traitement postérieur n’est pas réaliste.

IV-1.4.3 Modélisation des ressources critiques

Le modéle RdP permet de modéliser simplement I’ utilisation d’ une ressource en exclusion
mutuelle, comme ¢’ est représenté sur la figure IV-1-8. Si la ressource R est disponible en m
exemplaires, alors une téche 7; peut en utiliser m<m, et une tache 7 peut en utiliser nism. S
mi+n,<m, il est possible que les sections critiques de T; et 7; se préemptent mutuellement.

Contient i nitialement |e nombre
disponibl e de ressources

Prendr e_Sénaphor e( R, n)
b, i=...

n v

di =

Rendre_Sémaphor e(R, n)

figure1V-1-8 : modélisation de I’ utilisation d’ une ressource critique
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Dans le cas des ressources utilisables en lecture/écriture, on suppose généralement que les
ressources ne sont disponibles qu’ en un seul exemplaire, cependant plusieurs lecteurs peuvent
y avoir acces simultanément, alors qu’ un écrivain doit y accéder en excluant tout autre acces.
Puisque le nombre maximal de lecteurs simultanés r; de la ressource R est connu a I’ avance,
le marquage initial de la place ressource est r;. Un lecteur ne prendra qu’un seul jeton pour
accéder a R en lecture, aors qu'un écrivain prendra r; jetons: on est assuré ainsi que lesr
lecteurs peuvent faire un accés simultané a R, alors que les écrivains ne peuvent accéder que
seulsaR. Ce principe est explicité sur lafigure IV-1-9.

|
Ti,j,l

|

figure 1V-1-9 : accés a une ressource par un lecteur (a gauche) et un écrivain (a droite)

IV-1.4.4 Schéma global d’'une tache

Une téche composée de blocs indépendants séparés par des PTR est modélisée par une
chaine de transitions nécessitant toutes le processeur pour étre franchies. Ces transitions peu-
vent étre connectées a des places boites aux lettres ou ressources, modélisant ainsi les
contraintes structurelles inhérentes aux PTR.

Laplace initiant 1a chaine de transitions, nommeée activ; peut contenir des jetons de couleur
a signifiant que la téche est active, on dit auss que chague jeton a modélise une requéte de la
tache. De plus, cette place peut aussi contenir des jetons de couleur b, signifiant que la téche
N’ est pas en cours d’ exécution, on dit aussi que la tache est au repos. On dira qu’ une téche T
est en cours d exécution entre le tir de la premiére transition composant son corps et le tir de
laderniére transition de son corps, correspondant a la terminaison de son exécution.

Par exemple, sur lafigure IV-1-10, latache 1; est en cours d’ exécution aux instants 3k+1 et
3k+2 pour KL IN , et elle est simultanément active et au repos aux instants 3k.
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Instant 3k Instant 3k+1 Instant 3k+2

RTC
[—

Retag hesA ctiv

figure1V-1-10 : états du RAP modélisant un systeme d’ une tache indépendante S={ <0,3,3,3>}

Lorsqu’ une tache est en cours d’ exécution, une seule des places de la chaine de transitions
contient un ou des jetons, lorsgu’ elle N’ est pas en cours d’ exécution, activ; contient un jeton b
produit par sa derniére transition et les autres places de la chaine de transitions sont vides.
Initialement, un jeton b existe dans activ;, signifiant qu’elle n’est pas en cours d’ exécution.
Afin d éviter toute réentrance, la premiére transition du systéme de taches ne peut étre tirée
gue lorsgue la tache n’est pas en cours d’exécution (i.e. lorsqu’il y a un jeton b dans activ;).
On dira donc que 1; est au repos lorsgue { b} COM(activ;), hotons qu’ étre au repos ne signifie
pas ne pas étre active.

Jusgu’ici nous avons présenté comment modéliser la périodicité des taches, ainsi que les
PTR qui les composent. Nous intégrons maintenant les autres caractéristiques temporelles, a
savoir, les dates de réveil destaches, et les contraintes temporelles.
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IV-1.5 Prise en compte des temps creux

Comme nous I'avons vu en section 1-2.2.3.d, il est important que les techniques
d ordonnancement puissent fournir des sequences non conservatives (i.e. les temps creux doi-
vent pouvoir étre placés alors que d’ autres taches peuvent étre traitées). Pour permettre aux
temps creux d’intervenir n’importe quand, nous modélisons les temps creux cycliques par une
tache oisive to<t:+1,P(1-Us),P,P> comme cela est expliqué en section I11-2. Cette tache est
une tache au méme titre que les autres taches d’ un systeme, ce qui permet d'injecter des temps
creux cycliques dans les séquences produites par le RdP. De la méme fagon, il est primordial
de pouvoir placer les temps creux acycliques de fagcon non conservative. A cet effet, nous cal-
culons avant la construction du RdP |e nombre de temps creux acycliques présents dans toute
séquence d’ ordonnancement a l’ aide d’ un diagramme des charges. Soit n. ce nombre. Si n.>0,
nous adjoignons au RdP une place P, contenant initialement n; jetons, reliée a une transition
Te utilisant le processeur comme les transitions des taches. La transition T, modélise
I’ occurrence des temps creux acycliques (voir figure 1V-1-11). Cette transition est étiquetée
par To puisgque comme la t&che oisive, elle modélise I’ occurrence de temps creux. Tous les
temps creux sont alors pris en compte soit par |’ occurrence d’une transition de 1y, soit par
I’ occurrence de T.. Danstous les cas, cela se traduit sur le langage du RdP par lalettre Tq.

figure 1V-1-11 : prise en compte des temps creux acycliques

IV-1.6 Prise en compte des dates de révell

Les premiéres dates de réveil des taches sont prises en compte par le marquage initial du
RdP.

- Une tache 1; telle que ri=0 est active dés le début de I’ application, il faut donc que sa
place d’ activation contienne un jeton a et un jeton b. Dans ce cas, M(activi))={ a,b}, et
Mo(ti ma)zl.

- Une téche 1; a révell différé (i.e. ri>0) doit étre retardée de r; unités de temps avant
d étre activée, et n'est initialement pas active et au repos, donc My(Time)=P;—r;+1 et
Mo(activ;)={ b}. Latéche 1; sera donc activée au bout de r; unités de temps. Cependant,
ce marquage initial n’est valide que dans I’ hypothése ou ri<P+1. Afin d' éendre le mo-
déle aux cas ou ri>P;+1, on gjoute dans ce cas une place Wait;, contenant initialement
ri—P;+1 jetons, connectée a une transition Waiting; dont la finalité est de consommer les
ri—-Pj+1 premiers jetons produits par RTC dans Time. Le détail de ce systéme d’ attente

. . Vs . 00sir >R +1
initiale est donné sur lafigure 1V-1-12. D’ ou Mq(time)= EP i+ 1snon”
i =i
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Waiting;

r,=P—r+1si r<P+1,0snon
i =max{ 0,r;-P;-1}

figure IV-1-12 : modélisation de |’ horlogerie d’ une tache retardée au-dela de sa période

On ne représente la place Wait; et la transition Waiting; que lorsque ri>P;+1. En effet, dans
le cas contraire, la transition Wait; est morte et est donc inutile. Il est & noter que par hypo-
thése, P;>1, ce qui implique que les transitions Waiting; et Clk; ne sont jamais en conflit : en
effet tant que Wait; contient des jetons, dés que Time recoit un jeton, il est consommé par
Waiting;, la place Time ne contient donc jamais P; jetons avant que Wait; ne soit vide.

IV-1.7 Prise en compte des contraintes temporelles

Les sections précédentes montrent comment modéliser le corps des téches, avec leur acti-
vité concurrente, ainsi que le fait que leurs activations sont périodiques. Il reste un éément
majeur a prendre en compte : les échéances des téches.

IV-1.7.1 Taches a échéance avant requéte

Lorsqu’une tache 1; n'est pas a échéance sur requéte (i.e. Di<P;), la place Timg du RdP
contient D;+1 jetons al’instant t dans deux cas:

— Soit latéche n’a pas encore été activée pour la premiéere fois (i.e. latache sera activée
pour la premiére fois dans P;—D; unités de temps) : dans ce cas, la place activ; contient
un jeton b, déposé dans cette place lors du marquage initial, et pas encore retiré puisque
jamaisun jeton an’y a été produit, impliquant que latransition T ; ; N'ajamaistire.

- Soit latache a d§ja été active. Dans ce cas, sa derniere activation a eu lieu a I’ instant
t—D; et son échéance vient de tomber. 1l faut pour garantir le respect de celle-ci que la
tache ait été exécutée, c'est adire que le couple {a,b} de jetons présents a la date de la
derniére activation de 7; dans activ; ait é&é consommeé par T; 11 €t que la derniere transi-
tion de 1; ait été tirée, produisant un jeton b dans activ;. Latéache 1; a donc respecté son
échéance s et seulement si le marquage courant M(activ;)={ b}.

La figure IV-1-13 illustre le comportement du corps d’une tache: la premiére transition
nécessite {a,b} jetons dans activ; et la derniére transition produit {b} dans activ;. Afin d’ étre
le plus général possible, cette figure comporte aussi le schéma du dispositif d attente au cas
ou ri>Pi+1.
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r;=P—ri+1si r<P+1, 0 sinon
i, =max{ 0,r;-P-1}

figure IV-1-13 : schématisation du comportement temporel d' une tache

IV-1.7.2 Taches a échéance sur requéte

Le cas des taches a échéance sur requéte (i.e. D;=P;) est un cas particulier du cas précédent,
mais il est a étudier car étant donné que la transition Clk; est tirée des que Time contient D;
jetons, le dépassement d’ échéance d’ une tache ne peut se représenter de la méme facon que
dans le cas ou Di<P;. En effet, lorsque I’ échéance d’ une téche est atteinte, elle est réactiveée.
Cela implique gu’'un jeton a est produit dans la place activ;, activant la tache. A cet instant,
soit la tache a terminé sa derniére activation et a donc respecté son échéance, dans ce cas, un
jeton b est présent dans activ;, on a donc dans ce cas M(activ))={ a,b}. Par contre, si latéche
N’ a pas respecté son échéance, alors activ; ne contient qu’un jeton {a} ou bien encore {a,b},
ce qui signifie gqu’ elle n’a méme pas commenceé son exécution. De fagon générale, une tache
non terminée ne doit pas étre activée (C'est |’hypotheése de non réentrance des taches avec
Di<P;) donc pour s assurer qu’ une tache a échéance sur requéte respecte son échéance, il faut
S assurer que lorsque M(Time)=1, M(activ))={a,b} ou {b} (ce dernier cas correspond au cas
particulier ou latache n’ajamais encore été activée).

IV-1.7.3 Cas général

Dans les deux cas, la place activ; doit contenir un jeton b lorsque I” horloge locale contient
plus de D; jetons, et la place activ; ne doit jamais contenir uniquement un jeton a. Etant donné
gu’on veut ne s'intéresser qu’aux comportements valides des taches, le RdP se voit associer
les contraintes terminal es suivantes sur |es marquages :

(M(Time)=10 M(Activ))={a,b} ou {b}) O(M(Time)=D;+10 M(Activ))={b})

Rappel ons que notre objectif est de construire I’ ensemble des séquences d’ ordonnancement
valides du systéme de taches. Nous définissons donc un alphabet ou une lettre est le nom
d’ une téche: soit 2s={ 1o,...,Tn} cet aphabet, et 0s: T - Zglafonction d étiquetage définie
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par OT;; «OT, oo(Ti;1)=Ti, €t ag(t)=¢ pour toute autre transition tOT. Cet étiquetage a pour effet
d’ignorer les transitions du systeme d’ horlogerie, et de ne prendre en compte que les transi-
tions du systeme de téches, en neles différenciant que par leur appartenance a une tache.

Un mot du langage du RdP ainsi étiqueté est une séquence d ordonnancement du systeme
de taches modélisé. Comme nous ne nous intéressons qu’aux ségquences d ordonnancement
valides du systéme, nous nous limitons a |’ é&ude du langage qui n’ est formé que de mots dont
chacun des états respecte les contraintes terminales assurant la validité temporelle des téches.
Nous avons vu gu’un tel sous-ensemble du langage terminal, dont chague état respecte les
contraintes terminales du RdP, était appelé centre du langage terminal.

Afin de s'assurer que les mots du langage considéré ne contiennent que des ségquences
d’ ordonnancement valides, nous définissons donc I’ensemble des marquages terminaux
W={MO(IN x{a} x{b})® | (M(time)=10 M(activ)={a,b} ou {b}) O (M(time)=Dj+1 O
M(activi))={ b} )}izo.n. Avec cet ensemble de contraintes, le centre du langage terminal est
exactement |’ ensemble de toutes les séquences d’ ordonnancement valides du systéme de t&
ches modédlisé.

IV-1.8 Récapitulatif

La définition suivante formalise le modél e présenté dans les paragraphes précédents afin de
montrer la correction du modéle par rapport aux systemes de taches a modéliser.

Définition 1V-1-1: Soit S={ 1; =<r;,C;,D;,Pi>}i=0.n Un systéme de téches périodiques définies
par un pseudo code constitué d’ une série d’instructions temps rédl (instructions indépendantes
abstraites a leur durée, envoi et réception de messages par boites aux |ettres, acces en lecture
ou écriture a une ressource), et soient J={Ry, ...,Rp|} les ressources critiques du systéme ac-
cessibles uniquement en écriture, O={F,...,F} les ressources critiques accessibles en lec-
ture ou écriture. On note |R| le nombre d’exemplaires de la ressource R, et |Fi| le nombre
maximal de lectures simultanées de la ressource F;. Enfin soient 0 ={By,...,B|} les boites
aux lettres utilisées par lestaches.
Le modéle réseau de Petri de Sest défini par R=<N,My>, avec N=<Q,T,F,W> ou :
- T={RTC, Clk;, Waiting;, Tk Tc}ioo.n,jo{1.Ci}, k2{1.3}»
- Q={Processeur, Time,Wait;, ActiV;,P; j k,Pc,Rr,F1,Bo} ico.njo1.ciy k0{ 1.3} rOg 1. [0 fO{L. |0p bO{L.

0
- F et Wsont définies comme décrit dans les sections précédentes,
- Mo est défini par :
v" Mo(Processeur)=1,
v’ 0i00..n, Mo(Time)= %D(_)S >Rl

i —ri +1sinon

v' [i00..n, Mg(Waitj))=max{ 0, ri—P;—1},
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: S \—f AP div Py — alsin=0
0idO..n, Mo(Activi)={b,a } g{k} §r>0

(\

Oi0L..]0], Mo(R)=IR,

Oi0L..]0], Mo(F)=[Fil,

0i01..]0 |, Mo(Bi)=0,

0i00..n, jO{ 1..Ci} k{ 1..3}, Mo(P;)=0

INEENEENEEN

Le centre du langage terminal L(R,0,W) du RdP coloré avec laregle de tir maximal décrit
ci-dessus est I'ensemble de toutes les séquences d’ ordonnancement valides du systeme de
téches modélisé, avec :

W={MO(IN x{a} x{ b} )?|(M(time)=10 M(activ)={ a,b} ou {b}) O

(M(time)=D;+10 M(activi)={ b} )} i=o.n.

En effet, par construction, il existe un isomorphisme entre le systéme de taches modélisé et
le modéle RdP le modélisant. La preuve est donnée dans [Gro 96] pour le cas ou les taches
sont simultanées, ou les taches communicantes ont méme période, ou les ressources sont bi-
naires (pas de multi-instances ni de ressources en lecture-écriture), et ou les téches sont pré-
emptibles. Elle peut étre étendue dans le cas plus général considéré de la fagon suivante: la
propriété étudiée est I'ensemble des ordonnancements valides d' un systéme de taches. Un
systeme de taches est donné par le pseudo-code constituant chagque tache. Il est composé
d’une part de paramétres temporels, et d’ autre part de blocs représentants des durées, et de
primitives de communication, d’'acces a des ressources, et de préemptibilité mises en sé
guence. Chacune de ces instructions est un constructeur du pseudo-code, et a chaque cons-
tructeur correspond un motif du modéle RdP. On peut montrer que les propriétés de chaque
motif du modéle vérifient les propriétés de chague constructeur du pseudo-code donné, et que
les propriétés de mise en séquence (pour le RdP) des motifs du modéle vérifient les mémes
propriétés que la mise en séguence des constructeurs.

En fait, le RdP peut étre vu comme une modélisation ou une implémentation du systeme de
taches, prenant en compte ses caractéristiques structurelles et temporelles. Son langage termi-
nal est donc I’ensemble de tous les comportements possibles du systéme de taches. Cepen-
dant, nous nous intéressons a la production de séquences d’ ordonnancement valides, c'est a
dire au centre du langage terminal : les contraintes terminales excluent tout état du réseau
pour lequel une échéance serait violée.

Remarque : les séquences d’ ordonnancement obtenues contiennent non seulement les sé-
guences produites par les algorithmes d’ ordonnancement classiques tels ED, DM,... , les s&-
guences d’ ordonnancement conservatives (¢’ est adire au plus tét), mais aussi toutes les autres
séquences dans lesquelles le processeur peut rester oisif alors qu'il y a des taches actives et
non terminées. Cela est essentiel afin de s assurer de trouver au moins une séquence s'il en
existe une, car comme nous |I’avons vu dans le Théoreme [-2-29, les ordonnancements
conservatifs ne sont pas optimaux dés lors que des ressources critiques sont en jeu.
L’ obtention des séquences non conservatives est assurée par |’ utilisation de latache oisive qui
modélise les temps creux cycliques et de latransition T, qui modélise les temps creux acycli-
gues : on peut donc choisir arbitrairement de ne rien faire alors que des taches pourraient étre
exécutées.
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IV-1.9 Exemples de modélisation

IV-1.9.1 Taches a échéance sur requéte a départ simultané, avec une res-

source en écriture et une bofite aux lettres

Afin d'illustrer le modéle proposg, la figure 1V-1-14 représente le modéle du systéme de
taches donné dans |’ exemple IV-1-4.

exemple IV-1-4 : un systéme de 3 t&ches communicantes

Téche T, est Téche T, est
=0 ; =0 ;
P1 =8 ; Pz =8 ;
D =8 D =8 ;
Début Début
by, 1=2 ; Retirer BAL(MB) ;
Deéposer _BAL(MB) ; by 1=1 ;
b1,2=1 ; Prendre_Sémaphore(R, 1) ;
Fin ; by »=1 ;
Rendre_Sémaphore(R 1) ;
Fin ;
Tache 13 est
rs =0 ; Tache 1 est
Ps = 16 ; ro =0 ;
D; = 16 ; Po=ppcn( 8, 8, 16) =16 ;
Début Dp=Pp=16 ;
bs, 1=1 ; Début
Prendre_Sémaphore(R, 1) ; bo,1=16%( 1- ( 3/ 8+2/ 8+4/ 16) ) =2
b3 2=2 ; Fin ;
Rendr e_Sénmaphore(R, 1) ;
bs 3=1 ;
Fin ;

Les marquages terminaux sont  donnés  par W={MO(IN x{a} x{b}) |
(M(time)=10 M(activ))={a,b} ou {b})}iz0.3. On se contente de la premiére partie des
contraintes car dans cet exemple, toutes les taches sont a échéance sur requéte. De plus, puis-
gue toutes les dates de réveil vérifient ri<P;+1, il N’ est pas nécessaire de créer les places wait;
et les transitions associées waiting;. Afin de ssimplifier les représentations graphiques des mo-
déles de taches, nous omettons les arcs reliant chague transition de la partie systeme de taches
a la ressource processeur. Les cadres entourant les transitions d' horlogerie et du systeme de
taches sont représentés dans le but de rappeler gue toute transition du cadre systeme de téches
est reliée au processeur.
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RTC

Horlogerie

Time,

Clk,
a a a a
. . v
Activ Activ,
ab
TO 11
Py Po11 b
b
b
Tl,1,2 TO,l 2
T
121 Processeur
Systéme de tiches

figure IV-1-14 : modélisation d'un systeme de taches interagissantes a I’ aide d’ un RdP, on ne
représente pas W(Processeur, T j k)= W(T; j x,Processeur)=1

IV-1.9.2 lllustration de I'obtention des séquences non conservatives

Afin d'illustrer I’intérét de la tache oisive, nous comparons une modélisation avec et une
modélisation sans téche oisive sur un exemple de deux taches non préemptibles mutuellement
(i.e. partageant une ressource critique qui les empéche de se préempter). Cet exemple a été
utilisé en section 1-2.2.3.d afin de montrer que les ordonnancements au plus tét n’ étaient pas
dominants, et est redonné dans |’ exemple IV-1-5.

exemple 1V-1-5 : un systéme de taches non ordonnancable au plus tét.

Tache 1, est Tache 1, est

r. =0 ro =0

Pr =4 P, =5

D=4 D =1;

Début Début
Prendre_Sémaphore(R, 1) ; Prendre_Sémaphore(R, 1) ;
b1, 1=2 ; b2, 1=1 ;
Rendre_Sémaphore(R 1) ; Rendre_Sémaphore(R 1) ;

Fin ; Fin ;
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Le modéle R de ce systeéme, illustré sur la figure 1V-1-15(a), ne donne aucune séguence
d ordonnancement : le centre de son langage L(Ro,W), avec W={MO(IN x{a}x{b})? |
(M(timey)=10 M(activi)={a,b} ou {b}) O (M(timey)=21 M(activ,)={b}), est vide car le fonc-
tionnement du RdP pris en compte est laréegle de tir maximal.

RT RT

Horlogerie Horlogerie
4 2

Systéme de taches

Systéme de taches

@

(b)

figure 1V-1-15: (a) un modéle réseau de Petri sans tache oisive, (b) e méme systeme avec
tache oisive

On n’obtient donc que les ordonnancements conservatifs du systeme modélisé car on ne
peut pas ne pas faire tirer une transition franchissable, ce qui implique que si une tache du
systeme peut progresser (cela correspond au fait que la transition correspondante est franchis-
sable), alors au moins I’ une des transitions du systéme de taches est tirée. Etant donné que le
nombre des temps creux présents lors de chacune des métapériodes est connu, il suffit de mo-
déliser la possibilité pour ces temps creux d apparditre a n'importe quel instant afin que le
langage du RdP ne soit pas limité aux séquences d’ ordonnancement au plus tét. Le modele
obtenu, représenté sur lafigure IV-1-15(b), produit 54 sequences d’ ordonnancement.

IV-1.9.3 Taches comportant des parties non préemptibles

Il peut étre intéressant de modéliser des taches dont certaines sont non préemptibles par les
autres. En effet, dans certaines applications temps réel, certaines taches accédant a du matériel
sensible ou a des vecteurs d'interruptions se protegent contre toute préemption en masguant
les interruptions. Cela peut étre fait en utilisant des instructions en assembleur comme CLI
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(CLear Interrupts) pour masquer et STI (SeT Interrupts) pour démasquer les interruptions.
Cela est assez dangereux agorithmiquement mais assurer I’ atomicité de certaines actions peut
étre nécessaire. Notre modélisation permet de prendre en compte simplement ce besoin : il
suffit de modéliser la partie non préemptible d’ une tache par des transitions qui ne rendent pas
le processeur aprées leur tir. Dans ce but, la premiére transition T;;, suivant une instruction
CLI est telle que W (Processeur, T;  )=1 mais W' (T j x,Processeur)=0. Au moment ol T, x est
tirée, la téche 1; ne rend pas le processeur, qui N’ est alors plus disponible pour aucune tache.
Les transitions T;m modélisant les blocs compris entre CLI et STI sont créées telles que
W (Processeur, T xm)=W' (T; xm,Processeur)=0, sauf la derniére transition T, précédent STI
qui rend le processeur disponible aux autres taches, donc W (Processeur,Ti,q)=0 et
W' (T p,q,Processeur)=1.

L’ exemple exemple IV-1-6 illustre I’ utilisation du modéle afin de rendre une partie de t&
che non préemptible.

exemple IV-1-6 : 3 téches, 11 est non préemptible, 13 est différée et 1, est différée de plus
d’ une période.

Tache 11 est Tache 1, est Tache 13 est
r{ =0 ; ro. =15 ; rs =2 ;
P =4 ; P, =8 ; P; =8 ;
D =4 ; D =4 ; D; =5 ;
Début Début Début

CLI bo 1=1 ; bs 1=3 ;

b 1=2 ; Fin ; Fin ;

STl
Fin ;

Ce systéme a une charge U=1, il n'y a donc pas de temps creux cycliques, donc pas de tache
oisive. Cependant, éant donné gue les taches sont différées, il nous faut construire le dia-
gramme des charges afin de connaitre le nombre de temps creux acycliques apparaissant dans
les séquences. Ce diagramme montre qu’'il y a un temps creux acyclique et qu’il apparait a
I"instant 7. Nous en déduisons la profondeur du graphe des marquages, qui est donc de
7+1+8=16, et le marquage initial de la place P;: Mo(Pc)=1.

Lafigure 1V-1-16 représente le modéle RdP pour I’exemple 1V-1-6. Les marquages termi-
naux sont donnés par :

W={MO(IN x{a} x{b}) | (M(time))=10 M(activ;)={ a,b} ou {b}) O
(M(time,)=50 M(activ,)={ b} ) (XM(times)=611 M(activs)={ b} )} .
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RTC

figure IV-1-16 : modélisation d'un systeme de trois taches : 11 est non préemptible, les deux
autres différées
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V-2 Etude

La méthodologie d'obtention de séquences d ordonnancement valides repose sur
I’ obtention du centre du langage terminal du modele RdP. En effet chaque mot de longueur L
du langage termina est une séguence d’ ordonnancement valide de longueur L. Cependant,
NoUS nous intéressons aux ségquences de longueur infinie, donc nous ne voulons gque les mots
de longueur infinie. Ceux-ci sont obtenus par la construction d' un graphe des marquages par-
ticulier : un graphe ne contenant que des mots de longueur infinie. Il convient donc d’ éudier
ce graphe, ainsi que sataille qui N’ est pas polynomiale.

IV-2.1 Profondeur du graphe d’accessibilité

Etant donné que I’ ensemble des séquences d’ ordonnancement est |’ ensemble des mots in-
finis du centre du langage du RdP, chague séquence d ordonnancement valide du systéme
modélisé est un chemin du graphe d’ accessibilité du RdP dans lequel on supprime tout état ne
faisant pas partie d’ un mot infini.

Rappelons que les arcs du graphe sont étiquetés par { 7i,izo.n} "O{ €}, en effet, au plus [T|
transitions sont tirées a chaque instant puisgue dans le modéele, aucune transition ne peut étre
réentrante.

De plus, en mode monoprocesseur, une seule transition du systeme de taches peut étre tirée
a chaque instant & cause de la ressource processeur. Cela implique qu’un arc est étiqueté par
{ Tii=o.n} O{€} : un arc étiqueté par { 7;} représente le franchissement d’ un ensemble de transi-
tion contenant une transition de 7, de par I’ utilisation du processeur comme une ressource
commune aux transitions étiquetées par un nom de téches, les autres transtions sont nécessai-
rement éiquetées par le mot vide. Puisgue les arcs sont étiquetés par un singleton, nous
omettrons par la suite les accolades. Un arc étiqueté par € représente une unité de temps pen-
dant laguelle aucune téche n’'a progressé, or les systemes modélisés se voient toujours aug-
menter d’ une tache oisive afin d’ atteindre 100% de charge, et d’ une transition modélisant les
temps creux acycliques. Cela implique qu’' a tout instant, au moins une transition du systéme
de téches ou bien la transition T, est franchie. Chague arc du graphe des marquages est donc
étiqueté par une lettre de I’ alphabet { 1j,i=0.n} . La profondeur du graphe est donnée par une
étude préalable du diagramme de charge du systéme de taches modélisé. Nous obtenons ainsi
la date de réveil de la téche oisive, le marquage initial de la place P; et la date maximale
d’ occurrence du dernier temps creux acyclique t.. Etant donné que toute séquence
d’ ordonnancement est périodique de période P apres le dernier temps creux acyclique, nous
déduisons la profondeur du graphe des marquages.

Théoreme IV-2-1 : La profondeur du graphe des marquages d’ un modele réseau de Petri d’ un
systeme de taches est t.+P+1 avec :
- t. date du dernier temps creux acyclique, de plus t.<r+P,

— P estleplus petit commun multiple des périodes des téches du systeme.

Preuve : découle directement du Théoreme 111-1-3.
Ul
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IV-2.2 Représentation du graphe d’accessibilité

Afin d'illustrer I’ allure qu’ ont les graphes d’ accessibilité du modéle, ce qui servira a expli-
guer comment sont extraites des séguences d’ordonnancement, nous présentons quelques
exemples de graphes d’ accessibilité.

IV-2.2.1 Deux taches simultan ées indépendantes de charge 100%
Reprenons I’ exemple 1V-1-3 présentant deux taches indépendantes simultanées 1,<0,2,4,4>
et 1,<0,1,2,2>. Leur charge est de 100%, il n’est donc pas nécessaire d’ adjoindre au systeme

une téche oisive. Les ordonnancements valides de ce systeme sont |’ ensemble des chemins du
graphe d’ accessibilité, représenté sur lafigure 1V-2-1, obtenu al’ aide du modéle.

M
I_"_'l
M

T
M2

2
;l
T
1Y)

0

5

figure IV-2-1 : deux visualisations d’ un graphe d’ accessibilité contenant |’ ensembl e des sé-
guences d ordonnancement valides d’ un systéme de taches

Le graphe des marquages (noté GM) de gauche exprime le graphe obtenu avec une numé-
rotation des marquages M; telle qu’ elle serait obtenue en faisant une construction en largeur.
Mo est un marquage d’ accueil par lequel toute séquence d’ ordonnancement passe a la profon-
deur kP pour K IN . Une séguence d’ ordonnancement valide du systeme est p=(11, Tz, Tz, T,
T, T2) puisque ¢’ est un mot de longueur infinie du centre du langage. Sur la partie droite de
la figure IV-2-1, une représentation plus concise du méme graphe des marquages est donnée
dans laquelle on abstrait les marquages qui n’ ont que peu d’'intérét pour |’ étude des séquences
d’ ordonnancement. Dans le cas des systémes de taches simultanées, il n'y a pas de temps
creux acycligque et chaque séquence d’ ordonnancement est de longueur P. Dans ce cas, le GM
est de la forme d’un diamant™ (car tout chemin est permutation d’un autre), dans lequel le
noaud initial et le ncaud final sont Mo. Soit W I’ ensemble des mots de longueur P étiquetant un
chemin partant de My (et donc alant & M), aors n'importe quelle combinaison infinie de la
concaténation de mots W est un ordonnancement valide. En particulier, st wOW, alorsw' est
un ordonnancement valide du systéeme.

IV-2.2.2 Deux taches différées indépendantes de charge 100%
Nous nous intéressons dans ce paragraphe au cas géenéral de taches différées. L’ exemple

IV-2-1 illustre un graphe d’ ordonnancement a taches différées typique, a travers le GM du
model e réseau de Petri associé donné sur lafigure [V-2-2.

™ Un graphe est un diamant si il a un noaud source et que tout chemin partant du noaud source méne au méme
noaud, appelé noeud final.
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exemple 1V-2-1: parametres temporels de deux taches indépendantes différées de charge
100%. Leur pseudo code est omis puisqu’il est seulement composé de I’instruction by ;=C;.
1,<5,3,7,7>, 1,<0,8,14,14>

S

T
A
J‘j?}

M,
figure 1V-2-2 : un graphe d’ accessibilité contenant I’ ensemble des séquences
d’ ordonnancement valides d' un systéme de taches différées

Le diagramme des charges de ce systéme indique que t.=11 et qu’il y a un temps creux
acyclique. D’aprés I’extension du Théoréme I11-1-3 aux algorithmes non conservatifs, ce
temps creux peut intervenir entre lesinstants 0 et 11, ensuite le systéme entre dans son régime
permanent : c'est le marquage M. situé a la hauteur t.+1 qui marque la sortie du diamant
correspondant a la partie transitoire des séquences d’ordonnancement (toute séquence
d’ ordonnancement passe par ce marquage), et I’ entrée du diamant contenant la partie périodi-
gue des séguences d’ ordonnancement, nous dénotons diamant(Mo,Mc) I’ ensemble de tous les
mots du diamant correspondant a la partie transitoire des ségquences et diamant(M¢,M,) les
mots du diamant correspondant a la partie périodique des séquences. Tout mot infini formé
d’un mot de diamant(Mo,M) concaténé avec un ensemble de mots de diamant(M,M) est un
ordonnancement valide. En particulier, si wi[J diamant(Mg,M.) et w,[0 diamant(Mc,M.), alors
wWiW; est un ordonnancement valide.

IV-2.3 Complexité et taille du graphe d’accessibilité

Puisque le probléme de I'ordonnancement de systemes de téches temps réel est NP-
difficile dans le cas général, il est inévitable (sauf si P=NP) qu’ une démarche exhaustive ne
soit pas polynomiale, puisque ¢’ est une démarche optimale dans le sens ou s une séquence
d’ ordonnancement existe alors elle est trouvée.

Nous nous intéressons donc a lataille et ala complexité de I’ obtention du graphe des mar-
guages dans le cas général. Celui-ci peut effrayer a juste titre au premier abord. En effet,
soient n taches simultanées identiques indépendantes de durée unitaire, a échéance sur requéte
de période n, le nombre séquences d’ ordonnancement d’un tel systeme est donné par la per-
mutation de n @ééments parmi n, ¢'est a dire n! séquences. Le nombre de ncauds d’ un graphe
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des marquages contenant ces ségquences est constitué quant a lui de 2" nosuds et de I’ ordre de
n2" arcs.

De plus, supposons que les périodes des taches ne soient plus identiques mais premiéres
entre elles afin de faire croitre arbitrairement la durée de simulation, la profondeur du graphe
N’ est pas polynomiae car le ppcm de nombres n’est pas borné polynomialement en fonction
de ses arguments.

IV-2.3.1 Borne théorique a lataille du graphe d’accessibilité

La profondeur du graphe des marquages est au moins exponentielle, car le nombre de re-
quétes d’ une tache pendant la durée de simulation est de I’ ordre de P=ppcm(P))j=1./Pi (voir la
preuve en annexe |-1). Cependant, on peut difficilement imaginer I’ existence d’ un systeme de
taches dans lequel un nombre important de périodes différentes est utilisé, avec des périodes
premiéres entre elles ou bien avec un pgcd réduit [Ram 90]. Par exemple, chague groupe de
taches communicantes est soumis a des contraintes de corrélation des périodes. D’ailleurs, la
plupart des auteurs travaillant sur des approches hors-ligne se sont affranchis de cette com-
plexité en considérant le probleme donné sous la forme des requétes des taches [ XP 90]. C’ est
en partie pour cela que notre approche est, a notre connaissance, la seule approche hors-ligne
prenant en compte les taches périodiques différées.

Parallélement a cette complexité, inhérente & toute séquence construite hors-ligne, donc qui
ne peut étre réduite, la complexité liée al’ exhaustivité des séquences d’ ordonnancement est a
minimiser. Nous nous intéressons a la taille du GM. En effet, au pire, chague téche 7j =0 n est
exécutée P/P; en P unités de temps et chacune de ses requétes nécessite au plus C; tirs de tran-
sitions, on peut donc englober le GM dans un pavé totalement maillé dans n+1 dimensions
(car il y antéches pluslatéche oisive). Il s'agit d’un hyperpavé.

Définition IV-2-1 : Un hyperpavé de dimension n de cotes respectives d, ...,dn.1 st un graphe
non orienté G=(V,E) défini inductivement sur le nombre de dimensions comme suit :
- Sin=1 V= vo,vz,...,vdo}, et E est défini uniguement pour les couples (vi.1,v;) pour i=1..do,

— Pour n>1, V est le produit cartésien de n hyperpavés de dimension 1.

Un hyperpavé contient exactement |_| :(di +1) sommets et au plus (n+1) arcs par sommets.

Lafigure 1V-2-3 représente un hyperpavé de dimension 3, et de cotes respectives{ 3,4,2} .
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dim,

auip

figure 1V-2-3 : un hyperpavé de dimension 3 et de cotes {3,4,2}

Proposition 1V-2-1 :Un GM est totalement contenu dans un hyperpavé de n+1 dimensions 0..n

. . . +P+1C .
ou les cotes des dimensions 0..n sont respectivement WEZM et la cOte de la der-

niere dimension est (Co+nc) avec n. le nombre de temps creux acycliques.

Preuve: A chague instant, au pire, n+1 (n pour le taches, plus une pour la téche oisive ou
une pour latéche creuse) transitions en conflit peuvent étre tirées, donnant naissance a au plus

n+1 marquages fils par noaud. [

Le nombre maxima de noauds du GM Ilimité a une profondeur P est donc
n (tC+P+1)C|
(@[]l
n Ci Ci n Gi

inférieur ou égal a (1+nc)(r+2P)”+l |_| B Etant donné que F<1 la composante |_| =

diminue le nombre de noeuds, alors que la taille du ppcm I'augmente. Cependant, plus ce
nombre augmente, plus le nombre de requétes augmente. Mais étant donné qu’a chague re-
guéte correspond une échéance, le GM correspondant aux ordonnancements d’un systéme de
taches avec plusieurs requétes par tache ne peut pas s étaler totalement sur un hyperpave.

Les deux exemples suivants illustrent ce fait :

exemple IV-2-2: §={1,<0,4,7,7>, 1,<0,6,14,14>} contient deux taches indépendantes, 1; a
deux requétes par ppcm, T, n'en a qu’une. Leur charge est maximale, et il n'y a donc pas de
téche oisive.

S={1,<0,3,7,7>, 1,<0,9,21,21>} contient deux taches indépendantes. Cette fois 1; a 3 re-
quétes par ppcm.

, éant donné que dans le pire des cas, t.+P+1 vaut r+2P, cela est
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A &

SN

figure1V-2-4 : le GM de S, n’ occupe que la maitié de I’ hyperpavé |e bor nant

figureIV-2-5: le GM de S; n’ occupe qu’ un tiers de |” hyperpaveé le bornant
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La partie de I’ hyperpave occupée par le GM est d’ autant plus petite relativement a la borne
théorique que le nombre de requétes augmente, car chaque tache doit respecter les contraintes
temporelles qui lui sont affectées. De plus, le GM diminue fortement lorsque le délai critique
des taches est court (i.e. tAches non a échéance sur requéte). Les contraintes de précédence
ains que les exclusions mutuelles diminuent encore le GM. Cependant, les diminutions in-
duites par les contraintes temporelles et structurelles ne suffisent pas a garantir que le GM est
constructible.

De plus, méme si |es contraintes temporelles diminuent la taille finale du GM, sa construc-
tion entraine des retours arrieres car, éant donné un préfixe valide d ordonnancement, il n’est
pas dit gu’il puisse mener a un ordonnancement valide. Un autre de nos centres d’intérét est
de limiter le nombre de retours arrieres lors de la construction du GM.

IV-2.3.2 Structure de données utilisée pour stocker et rechercher les marqua-
ges
Le graphe ne contenant qu’une seule instance d’un marquage donnég, il faut choisir une

structure de données facilitant la recherche et le stockage de marquages. Cette structure peut
étre un arbre binaire.

Définition IV-2-2 : Un arbre binaire ou AB de hauteur h est un arbre dont chague noaud N a
au plus 2 fils. Par convention, le premier, nommé fils gauche, est relié au noaud N par un arc

étiqueté par 0, le second, nommé fils droit, lui est relié par un arc éiqueté par 1.

Un ensemble {iy,iy,...,ix} sans répétition d’entiers positifs avec 0<ij ;-1 k<max-1 peut étre
représenté aisement par un AB : chacun des ijj-1 « est codé en binaire, sur ogy(max)l] Un
entier est présent dans I’ AB s et seulement si |a séquence binaire correspondante y est aussi.
Le test d’'existence d'un entier dans I’ AB s effectue donc en un temps 6(log,(max)0), et
I"insertion d’ un entier nécessite |le méme temps.

Par exemple, la figure 1V-2-6 représente un arbre binaire qui implémente un ensemble
{0,3,5,6,7} inclus dans |’ensemble {0,1,2,3,4,5,6,7} . Chaque entier est implicitement codé par
og,(8)[F3 hits: un arc vers la gauche signifie 0, alors gu’'un arc vers la droite signifie 1. 3
étant codé en binaire sur 3 bits par 011, le chemin correspondant dans |’ AB est gauche, droite,
droite.

0 3

figure IV-2-6 : un arbre binaire pouvant représenter lesentiersde0a 7

La structure d'AB est peu colteuse en temps pour I'gout, la suppression, et le test
d’existence d’une valeur dans I’ensemble implémenté. 1l en est de méme pour I’ espace de
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stockage nécessaire. C’est donc cette structure que nous choisissons pour stocker |’ ensemble
des marquages du RdP.

Le marquage d’une place p; colorée est constitué d'un |Cl-uplet (M, Mc,,..., m’CICI)' avec
C I’ensemble des couleurs. Les places éant bornées par la structure du réseau, nous appelons

capacité(i,c;) le nombre maximal de jetons de couleur ¢; dans la place p;. Le marquage de p;

peut donc étre représenté par une branche de longueur ) rcllog,(capacité(i,c)+1)bits dans
un AB : cela correspond a mettre bout a bout le nombre de jetons de chaque couleur contenue
dans p;, chaque couleur étant représentée par [log,(capacité(i,c)+1)bits.

Un marquage du modéle RdP peut donc étre représenté dans un AB par
h=3 p oo coclogz(capacité(i,c)+1)[) ce qui ne peut pas ére supérieur a

2 n,0Q cocl 0gz2(2x(capacité(i,c)+1))=logx(I'1  nol 1 coc2*capacité(i,c)+2) bits.

Tout chemin d' un AB représentant un margquage a une longueur h, I’ AB associé a donc une
hauteur hag=h+1, et I'insertion et la suppression d’ un marquage coltent hag.

La taille maximale nécessaire au stockage de I’ ensemble des marquages accessibles sera

donc en 6( Zh: ;_12‘ ) puisque chague noaud de hauteur inférieure a hag a exactement 2 fils, ce

qui se simplifie en 8(2™e -1).

Chaque feuille de I’ AB correspond donc a un marquage accessible du RdP. Parallelement,
on construit le graphe contenu dans un hyperpavé, et une bijection relie chaque feuille (mar-
guage) de I’AB a chaque noaud de |’ hyperpavé qui, rappelons-le, ne peut avoir plus de

(1+ny) (r+2P)™? |_| 10% noeuds. Chaque noaud de I” hyperpavé a une taille constante, I’ espace

requis par un GM est donc au pire en B(2™s —1+(1+nc)(r+2P)”+1HLO%), ce qui vaut
e,y + n Ci
6(Mp 0q.coc(2xcapacité(i,0)+2)+ (1+ng)(r+2P)"™* [ o ).

L’ obtention de hag est relativement aisée puisque chaque place du modéle est bornée, soit
par la structure du réseau (cas des P;jx qui sont des places sauves, sauf les P;;» qui peuvent
contenir jusqu’ a by j—2 jetons), soit par le fonctionnement avec la regle de tir maximal (cas des
places time bornées par P;), soit par les contraintes de marquages (les places activ; ne peuvent
contenir plus d'un seul jeton a). Les places ressources, ainsi que la place processeur, sont bor-
nées par leur marquage initial, idem pour les places wait;.

Pour les places boites aux |ettres, on ne peut démontrer la bornitude a partir du réseau mais
a partir du systéme modélisé : éant donné qu’il y a isomorphisme entre le modéle et le sys-
téme de téches, et afortiori entre les boites aux lettres du systeme et les places boites aux let-
tres, le raisonnement s opere sur les messages entre taches. Etant donné que les périodes
d’émission et de réception des messages sont identiques, |es places boites aux |ettres sont bor-
nées par I’ écart maximal qui peut exister entre le nombre d’ émissions et de réceptions. Cet
écart donne une borne sur le nombre de jetons que peut contenir une boite aux lettres. D’ ou un
algorithme de calcul d une borne sur e nombre de jetons contenu dans une boite aux lettres.
Ladate au_plus tét(instr) est donnée par le temps nécessaire a |’ exécution des blocs préce-
dant I’instruction instr dans la téche concernée. La date_au_plus tard(instr) est donnée par le
délai critique de la tache concernée moins le temps nécessaire a |’ exécution des blocs suivant
instr.

Plusieurs taches sont susceptibles de prendre et/ou déposer des messages dans une ou plu-
sieurs boites aux lettres. De plus, chaque tache n’est pas limitée a un seul accés a la boite aux
lettres par occurrence. Afin de faciliter I’ é&ude de la bornitude d’ une place boite aux lettres,
nous abstrayons les tdches communicantes en sous-taches qui sont soit émettrices, soit récep-

140



Etude de Systemes Temps Rédl al'Aide de Réseaux de Petri: Cas Monoprocesseur

trices. Soit b une boite aux lettres. Chaque instruction envoi=déposer BAL( b) d unetéche
7; donne naissance a un couple (sej,pej) avec sej:ri+date_au |_plus_tét(envoi) et pe]:Pi. Les cou-
ples sont donc choisis tels qu'ils correspondent a des émissions au plus tot (productions de
messages dans la place correspondante) des messages vers b. Duaement, chaque instruction
réception=retirer BAL(b) de 1, donne naissance a un couple (srj,prj) avec
s,j:ri+date_au |_plus_tard(réception) et prj:Pi. Les couples sont donc choisis tels qu’ils corres-
pondent a des réceptions (consommations de jetons dans la place correspondante) au plus tard
des messages de b.

Theoréeme 1V-2-2: Soit b une boite aux lettres et soient (S, Pe),---+(Se, Pe) l€S COUples
d’émission au plus tot tels que un message peut étre émis vers b au plus tot ala date s, puis
ré-émis périodiquement toutes les pe unités de temps. Dualement, soient (s, pr,),--- (S, Pr_)

les couples de réceptions de messages au plus tard de la boite aux lettres. Le nombre de mes-

sages présents dans b ne peut en aucun cas exceder :

R

O
H2B
Do

O U k-5 U k-
0 Ditfey,... a¢ Maxo, D—S[D—ij{ .ty MAX 0, D_S
[l Ooodp M@ O

Preuve :
Soit une date x, le nombre de messages présents dans une boite aux |ettres ne peut excéder

0 Ck-g 0 k-5 .
borne(b,x)=3 iryey.... ek}maxEO,D—s[D—ZjD{rl,__, - maxED,E-,—S’[D. En effet, puisque les
OomR o O 0R

couples (Se, pe) représentent les émissions au plus tot et que les couples (sj, prj) représentent
les réceptions au plus tard, borne(b,x) représente I’ écart maximal pouvant exister entre le
nombre de messages émis et le nombre de messages consommeés dans la boite aux lettres b.
Lefait que I’on n’ étudie cette borne que sur une période de 0 au ppcm des périodes des té&-
ches communicantes se servant de b est dii au fait que les fréguences d’ émission et de récep-
tion de messages vers une boite aux lettres sont identiques. Cela implique que

0

Cet algorithme n’est pas polynomial puisqu’il nécessite I’ é&ude des messages sur un ppcm
des périodes des taches communicantes. Cependant, ce n’est pas significatif par rapport a la
méthodologie d’ obtention des séquences qui se base sur la construction d' un graphe de hau-
teur de I’ ordre du ppcm des périodes.

IV-2.4 Obtention des séquences d’ordonnancement valides

Rappelons que le langage du modéle RdP est exactement |’ ensemble de toutes les séquen-
ces d ordonnancement valides du systeme de taches modélisé. 1l nous faut donc extraire ce
langage : celaest fait par construction du graphe des marquages.

141




Etude

IV-2.4.1 Construction du graphe des marquages

L’ algorithme, donné en annexe I-3, se base sur une simulation du RdP avec la régle de tir
maximal, et une construction du graphe soit en profondeur d’ abord, soit en largeur. Si tout ou
partie du GM doit étre construite, alors ¢’ est une construction en largeur que nous utiliserons,
alors que si on est seulement intéresse par une séquence valide quelles que soient ses caracté-
ristiques, une construction en profondeur, nécessitant moins d'espace qu’ une construction en
largeur, sera choisie.

Le principe de la construction est simplifié par rapport aux réseaux de Petri classiques:

— Chague place est bornée, ce qui permet une représentation efficace de I’ ensemble des

marquages accessibles par arbre binaire.

- On sait d avance que la profondeur du GM est bornée par t.+P+1 avec t. date du der-
nier temps creux acyclique et P méta-période du systeme de taches. La date t. est cal-
culée avant la construction du GM, puisgu’ elle sert auss a déterminer la date de révell
de la téche oisive et la nombre de temps creux acycliques présents dans les séquences
d’ ordonnancement. Remarquons qu’un modele RdP simplifi€, que nous notons RdP,,
permet d’ obtenir t. de la fagon suivante : RdP; est construit parallélement au modéle
RdP correspondant au systeme de taches a ordonnancer. RdP;, integre la périodicité des
téches, ains que les communications mais pas les contraintes de ressources ni de non
préemption puisque celles-ci n'entrent pas en compte dans le calcul de t.. Les
contraintes temporelles ne sont pas non plus prises en compte. Un mot de longueur r+P
sur RdP; (n’intégrant pas encore la téache oisive) est alors construit : il correspond a un
ordonnancement conservatif, avec respect des contraintes de précédence engendrées
par les communications. Les tirs éiquetés par le mot vide correspondent alors aux
temps creux donnés par tout algorithme conservatif. Les dates d’ occurrence des temps
creux sont mémorisées dans une table ; il ne reste plus alors qu’ a différencier les temps
creux acycligues des temps creux cycliques a I’aide de la méthode décrite en section
[11-2. La date t; nous sert a déterminer ro=t.+1, et le nombre de temps creux acyclique
donne le marquage initial de la place P, du modéle RdP.

IV-2.4.1.a Construction en largeur

Le premier noaud du graphe est le marquage initial Mg a la hauteur 0. Soient E;, E,...,Ex
les ensembles maximaux de transitions franchissables (en suivant le mode de fonctionnement
maximal du RdP), k noauds sont gjoutés a la hauteur 1 et sont connectés a My. Dans le cas mo-
noprocesseur, la ressource processeur impose k<n.

Le principe de construction du graphe en largeur est illustré sur lafigure IV-2-7.

Noaud en cours de traitement

figure 1V-2-7 : construction du graphe en largeur pour un systeme de 2 taches
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Pour chacun des ncauds situés a la hauteur h, on construit de la méme fagon chacun des
noeuds fils qui seront placés a la hauteur h+1, un nceud n’ étant bien entendu créé que si il est
valide (i.e. il fait partie de I’ ensemble des marquages terminaux) et si il N’ existe pas déja dans
la graphe. La vérification de I’ existence ou non d’ un marquage dans un ensemble de marqua-
ges peut se faire en un temps hag (voir section 1V-2.3.2) qui est un logarithme du produit des
bornes des places du RdP. Le graphe est ainsi construit hauteur aprés hauteur jusqu’a la pro-
fondeur de simulation t.+P+1. Il n'y a qu’un marquage a cette date, de plus, ce marquage est
le premier marquage qui était dégja présent dans le graphe a une hauteur différente, en
I occurrence aladate to+1.

IV-2.4.1.b Construction en profondeur

Le premier noaud du graphe est toujours le marquage initial Mg a la hauteur 0. Soient Ej,
E,,...,Ex les ensembles maximaux de transitions franchissables, le traitement de Mg entraine la
construction d’ un nceud My ; ala hauteur 1, avec Mo(E;[M1 ;. Lesfils de My ; sont alors traités
a leur tour récursivement jusqu'a la profondeur t-+P+1, avant que le ncaud M, (avec
Mo(E2[M1 ) ne soit construit ala hauteur 1 et traité a son tour.

Le principe de construction du graphe en profondeur est illustré sur lafigure IV-2-8.

Noauds en cours de traitement

figure 1V-2-8 : construction du graphe en profondeur pour un systéme de 2 taches

IV-2.4.1.c Comparatif d’'une construction en largeur par rapport a en profondeur

Dans les deux cas, tout marquage non valide, ¢’ est a dire ne faisant pas partie des marqua-
ges terminaux, est écarté. Un marquage ne menant a aucun marquage terminal (nous parlons
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de marquage stérile) doit aussi étre écarté puisqu’il ne fait pas partie du centre du langage. Ce
mode d’obtention du langage entraine des retours arrieres (backtracking), puisgqu’un mar-
guage inséré dans le graphe a un instant donné peut s avérer stérile plus tard.

Les avantages d’ une construction en largeur par rapport a une construction en profondeur

d’ un graphe des marquages sont les suivants :

- FEtant donné que la profondeur du graphe des marquages est connue, |'état
d’ avancement de la construction du graphe est connu par rapport a la profondeur atten-
due, ainsi I’indice de progression de la construction peut étre présenté al’ utilisateur de
I”outil. Le calcul pouvant étre long, I’ utilisateur est alors a méme d’ arréter la construc-
tion d'un graphe qui s avererait trop volumineux afin d’ imposer des contraintes sup-
plémentaires au systéme de téches pour diminuer lataille du graphe et ainsi accélérer le
processus de construction.

— |l n’est pas nécessaire de conserver jusqu’a la fin de la construction les noauds non va-
lides. En effet, I’ inconvénient majeur d’ une construction en profondeur d’ abord est le
suivant : soit un nceud N stérile, de hauteur h, dont le traitement en profondeur entraine
la construction d’un nombre de noauds conséquents avant que |I’on ne s apercoive du
fait que tous ses nceuds fils conduisent a des fautes temporelles. Si N est supprimé phy-
siquement du graphe, ¢’ est adire oublié, lorsque I’ on s apercoit de sa non appartenance
au langage terminal, N peut étre étudié entierement & nouveau pour chacun de ses au-
tres noauds pere. Pour palier ce probléme, |’ une des solutions est de laisser dans le gra-
phe les noauds non valides, le probléme étant bien sir la place occupée par ces ncauds.
Ce probléme ne se pose pas en largeur, puisque tout nceud n’est éudié qu’ une fois, et
non pas n fois s'il an noauds péres.

— L’inconvénient majeur d’ une construction en largeur est la nécessité de I’ obtention ex-
haustive du graphe avant d obtenir un mot du langage. En effet, avant d arriver a la
profondeur t.+P+1, les préfixes de mots présents dans le graphe des marquages ne sont
pas forcément des préfixes de mots du centre du langage terminal.

Le choix de construire le graphe en largeur ou en profondeur est donc laissé a I'initiative

del’ utilisateur :

- S'il veut une séguence d’ ordonnancement quelconque (ou presgue), une construction
en profondeur S impose, avec ou sans conservation des marquages non valides suivant
le choix de’ utilisateur.

- Si au contraire, il veut pouvoir choisir des séguences sur des critéres précis, tout ou
partie du graphe doit étre construite, impliquant le choix d’ une construction en largeur.

IV-2.4.2 Diminution des cas de retours arriere

Nous avons vu dans la section 1V-2.4.1.c que les cas de retours arriére existaient, surtout
dans le cas de la construction en profondeur sans conservation des noauds non valides. Il nous
faut donc limiter au maximum ces cas en détectant au plus t6t la non validité des noauds. La
méthode que nous employons consiste a détecter a I’ avance qu’ un marquage est stérile (i.e. il
ne peut pas conduire a une séquence valide).

On distingue deux cas de retour arriere: |’interblocage, relativement difficile a détecter, et
le non respect des contraintes (un interblocage menera de toutes fagons au non respect des
contraintes). La détection du non respect des contraintes peut s effectuer par la vérification
pour tout marquage du respect de conditions suffisantes d’ ordonnancabilité basées sur les pa-
rametres temporels dynamiques des taches du systéme.

Rappelons que la latence dynamique & I’instant t de la k™ instance d une tache T; de pro-
chaine échéance d;y, est Li(t)=dx—t, en d autres termes, le temps restant a 1, avant sa pro-
chaine échéance.
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Pour une configuration de n+1 occurrences courantes de taches indépendantes dont on
connait les dates de réveil, ordonnées de telle fagcon que I'échéance de 1; tombe avant
I’échéance de 7; si i<j (i.e. elles sont numérotées selon leur échéance), on peut dégager une
CNS d ordonnancabilité pour I algorithme earliest deadline (algorithme optimal dans ce cas)

qui est donnée par CkI0..n, Zk:OQ(t)s L(t) (2) avec Ci(t) durée de 7; atraiter &I’ instant t.

En effet, lorsque I’ échéance de 1, tombe, |es échéances des taches T =g k-1 sont déja tombées,
et toutes les téches 0 a k doivent donc avoir été traitées.

A partir d'un état donné, une condition nécessaire d’ ordonnancabilité des prochaines oc-
currences des taches est (1). L’ avantage de cette condition est qu’ elle peut étre vérifiée, a par-
tir d'une table ordonnée suivant les latences croissantes (voir tableau 1V-2-1), en 6(n), et que
lors d’une construction du graphe des marquages, |’ obtention de la table triée sur la latence
S effectue en 6(n) a partir de latable du nceud pére.

Soit Sun systéme de n+1 taches numérotées de 0 a n. La table ordonnée de laxité dynami-
gue al’instant t est donnée sur le tableau 1V-2-1.

%) ({51 e lin
Cro(®) Cua(®) e Cin(t)
Lto(t) Lea(t) e Lin(t)

tableau I V-2-1 : table des |atences croissantes

La condition nécessaire (1) est vérifiée pour chague marquage de hauteur t (en numérotant
les hauteurs du graphe a partir de 0) par I’ algorithme trés simple et rapide :

ChargeTotale ~ O
Pour i de 0 &a n faire
ChargeTotal e ~ ChargeTotale + G i(t)
Si ChargeTotale > L; (t) alors
Renvoyer Confi gurati on_non_ordonnangabl e
Fi nSi
Fai t
Renvoyer Configuration_peut étre_ordonnancabl e

Entre deux marquages, la téche 7; se voit attribuer le processeur, la table est alors mise a
jour delafagon suivante :

— Toutes les latences diminuent de 1.

— Toutes les charges dynamiques sont identiques, sauf en ce qui concerne tj.

- Si 15 est terminée, aors la prochaine occurrence de 7; est réinserée dans la table a sa

place, ce qui nécessite un temps 6(n).

L’ ordre des t&ches reste inchangé, sauf en ce qui concerne 7; dans le cas ol celle-ci vient de
se terminer, ce qui permet de conclure que la complexité de la vérification de cette contrainte
et delamise ajour delatable est en 6(n).

Ce principe pourrait d ailleurs étre repris pour coupler, sans augmenter la surcharge pro-
cesseur, I’ agorithme earliest deadline a une heuristique de choix de téches a éliminer lors des
surcharges afin d’ éviter le non respect en dominos des échéances.
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Les gains en temps et en espace apportés par cette heuristique sont difficilement quantifia-
bles, cependant, on peut toutefois estimer leur apport sur des exemples ssmples (voir figure
V-2-9).

figure 1V-2-9 : gain apporté par I’ utilisation de |a table de latences lors de la construction
d’un graphe des marquages pour e systeéme de taches indépendantes S={ 1,<0,3,5,5>,
1,<0,1,5,5>, 13<0,2,10,10>} : le graphe des marquages est représenté par les fléches, les
pointillés représentent ce qui est construit en sus en |’ absence d’ optimisation par la table de
latence

Sur cet exemple, I’ utilisation de la table de latence permet d’ obtenir directement le langage
terminal du RdP, sans retour arriere, alors que les retours arriere qui auraient lieu sans cette
table sont représentés en pointillés.

IV-2.4.3 Diminution de la taille du graphe des marquages

IV-2.4.3.a Contraintes de successeur

Les contraintes de successeur limitent les entrelacements inutiles entre les taches: deux
occurrences de taches indépendantes 7; et 7; peuvent en effet se préempter mutuellement jus-
qu'aCi+Ci—1fois.

Pour limiter la taille du graphe des marquages, en diminuant les entrelacements entre les
taches qui se préemptent, on interdit a toute tache d interrompre la téche travaillant sauf dans
les cas suivants:

1. Unetéche qui vient d étre (ré)activée peut préempter latache travaillant

2. Une téche qui vient d'étre débloguée par la réception d’'un message ou la libération

d’ une ressource peut préempter latéche travaillant

3. Si latéche travaillant demande son entrée en section critique, toute tache peut la pré-

empter.
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Ces contraintes permettent d éviter tout entrelacement inutile de parties de taches indépen-
dantes. En effet, s deux parties indépendantes de téches sont indépendantes, il est inutile de
les faire s entrelacer, et on peut se contenter de les exécuter séquentiellement sans nuire a
I’ ordonnancabilité du systéme.

L’ ensemble des ordonnancements d’un systéme de taches { 1:<0,5,11,11>, 1,<0,6,11,11>}
représenté sur la figure 1V-2-10 est ainsi fortement réduit : les pointillés représentent le gra-
phe sans les contraintes, alors que seule la partie représentée en gras est retenue dans un gra-
phe construit avec les contraintes de successeur.

2N
3

figure 1V-2-10 : gain apporté par |’ utilisation des contraintes de successeur sur un systeme de
2 taches indépendantes simultanées

IV-2.4.3.b Contraintes absolues

Les contraintes absolues permettent une diminution du graphe des marquages a priori. Ce
sont des contraintes basées sur le temps de réponse des taches. Le concepteur peut en effet
vouloir imposer que le temps de réponse appartienne a un intervalle donné, afin par exemple
de forcer une diminution de la gigue temporelle ou tout simplement de limiter I’ espace initia
de recherche de séquences d’ ordonnancement.

Chague contrainte absolue est exprimée sous la forme d’ une contrainte mathématique, dont
les opérandes sont :

— soit des constantes physiques d' une tache (date de réveil, charge, délai critique, période),

- soit fonction d'un nceud du graphe, a partir duquel on cherche a évaluer le prochain temps
de réponse d’' une téche, ou des bornes sur cette date.

Les fonctions dépendantes d’un nceud du graphe sur lequel on les évalue sont les suivan-
tes:

- TR: nomxnoaud - entier, fournit une borne sur le prochain temps de réponse de I’ instance
courante de latache t1,om a partir d’ un noaud considéré du GM. Ce noaud correspond a I’ état
du systeme aprés un préfixe d’ ordonnancement (chemin du noeud initial du GM au noaud),
et il est intéressant de trouver a partir de cet état quel peut étre le temps de réponse mini-
mal del’instance courante de Thom.

— L : nomxnoaud - entier, fournit la laxité (ou temps de retard admissible lorsqu’ on se place
apres laterminaison de latache) : L(Tnom,N)=(Dnom=TR(Trom,N)).

- TxR: nomxnoaud — entier, fournit le taux de réaction de Trhom -
TXR(Thom,N)=TR(Tnom:N)/Dnom-
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exemple 1V-2-3 : une contrainte peut étre donnée sous laforme:

ONOG, TR(7, N)<1+C;, avec G I’ ensemble des ncauds du graphe. Cette contrainte impose
gue le temps de réponse de chaque occurrence de la téache 1; ne soit pas plus grand que 1 plus
sacharge.

La grammaire de description des contraintes en syntaxe BNF, ou les mots clés sont en ca-
racteres gras et les commentaires sont donnés entre /* et */, est donnée ci-dessous.

contrainte ::= ( contrainte ) | contrainte & contrainte | équation
/* L opérateur & est |’'opérateur |ogique « et » */
équation ::= entier conparateur entier | rationnel conparateur rationne
/* Les équations sont soit entiéres, soit rationnelles */
entier ::=fonction_entiére | nonbre_entier | (floor) rationne
| (ceil) rationnel | entier opérateur entier | ( entier )
/* floor (resp. ceil) est la partie entiére supérieur (resp. inférieure)*/
rationnel ::= fonction_rationnelle | nonbre_rationnel | (rat) entier
| rationnel opérateur rationnel | ( rationnel )
/* rat est la fonction de coercion entier - rationnel */
conparateur ::=>| > | <| <=| =] I=
opér at eur =+ =1 * |/
fonction_entiére ::= 0ON. TR ( nomde_tache,N) | ON L ( nomde_téache, N)
| rnom_de_té\chel Cnom_de_téche
| Dnom_de_téchel Pnom_de_téche
fonction_rationnelle ::= 0ON TxR (nom de_tache, N)
nonbre_entier ::=[0-9]+
nonbre_rationnel ::=[0-9]+.[0-9]+

Les contraintes sont évaluées pour chague noeud construit. Si I’une d’ entre elles n’est pas
respectée, alorsle noaud est déclaré non valide et abandonné.

Si I’ensemble des contraintes ne contient aucune expression dépendante des noauds, alors
le graphe est soit vide (cas ou la contrainte est toujours fausse), soit identique a ce qu'il serait
sans contrainte (cas ou la contrainte est une tautologie). Dans ce cas, il est évident que les
contraintes ne servent arien.

Comme précédemment, pour limiter les retours en arriére, il est préférable de déterminer
au plus tét la non validité d'un nceud. A I'aide de la table décrite en 8IV-2.4.2, il est possible,
atout moment (i.e. a chaque noaud du graphe des marquages), de déterminer un intervalle au-
guel appartiendra le temps de réponse de I’ occurrence d'une tache correspondant au noeud
considéré. Sa borne supérieure est donnée par son délai critique, puisqu’ on peut a priori retar-
der une téche aussi loin que I’ on veut dans le cadre du respect de son échéance. Sa borne infé-
rieure est calculée de la fagon suivante a partir de la table des latences croissantes, les nota-
tions utilisées étant en partie tirée du tableau 1V-2-1 :

Fonction TenpsDeRéponseM ni mal (N: Noeud, Tt;:nom de_t&che) Renvoie entier
Mn,t : entier
Tj,indice : nomde_téache
Début
t <hauteur(N)
Mn-GC;(t)
indice—prem ére tache de la table des |atences croissantes
Tant que M N+Gngice(t)>Lingice(t) Faire
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Mn-M rH'Cindice(t)
indice—~ tache suivante dans la table
Fai t
Renvoyer M n+t-nmax(0 H-rid )
"Hre H'
Fin

La boucle se termine obligatoirement car la table des latences satisfait la condition néces-
saire d’ ordonnancabilité donnée en 1V-2.4.2. L’ agorithme se base sur les propriétés suivan-
tes:

Au début, M n recoit la charge restant a traiter pour 1;, cela correspond au cas ou T7; est
exécutée a partir du noaud N sans étre préemptée jusgu’ a sa terminaison. Puis on parcourt la
table dans |’ ordre croissant des latences. Considérons 1o la téache de latence minimale au
temps t. Si c'est la tache 71;, aors puisque la table respecte la condition nécessaire
d’ ordonnancabilité, latache 1 peut étre, hors réveil d autres taches, exécutée immédiatement,
et son temps de réponse minimal est donc sa charge restant a traiter plus le temps déja écoulé
depuis son réveil. Si 1o N'est pas 1;, alors s les deux taches peuvent étre exécutées avant
I’ échéance de 11, Ti peut étre exécutée immediatement, sinon elle devra attendre la terminai-
son de 1. Le méme raisonnement s applique pour toutes les taches de la table jusqu’ a ce que
les latences soit suffisantes pour permettre d’ exécuter 7;, ce qui serale cas au pire alaposition
delatéche .

La complexité du calcul de I'intervale possible du temps de réponse d’'une tache en un
noeud N est linéaire en fonction du nombre de taches, ce qui donne la complexité du calcul des
fonctions dépendantes du noaud.

Ces contraintes permettent de limiter lataille du graphe des marquages, tout en coupant les
mauvaises branches le plus tét possible.

Il reste maintenant a exprimer des contraintes qualitatives. Celles-ci sont appliquées apres
la construction du graphe des marquages du réseau de Petri.

IV-2.4.4 Extraction de séquences d’'ordonnancement optimales

Le graphe des marquages construit, il reste a choisir une séquence valide, en se basant sur
certains criteres qualitatifs. Un critére qualitatif est relatif a I’ensemble des ségquences
d’ ordonnancement valides. Notre but est de trouver I'ensemble des séquences
d’ ordonnancement valides optimisant les critéres choisis par le concepteur d’ une application
tempsréel.

Chague critere qualitatif s applique sur un ensemble de taches Eoqy={ T, Ti,,..., T } IS sur
lesquelles on veut |’ optimiser, au pire ou en moyenne. Afin de simplifier les notations, chague
tache 7; de Eqy est décomposee en ses EMTP.HE instances respectives, formant un nouvel
ensemble noté E' op={ 7, Tj,,..., T, } avec m=k, d’échéances respectives(d, d;,..., d; }, de
temps de réponse respectifs{tr; , trj,,..., trj }. Lescriteres retenus sont les suivants:

— Minimisation du temps de réponse.
— Aupire: trouver I’ ensemble des séquences minimisant max;og Opt{ tr}
- Enmoyenne: trouver |’ ensemble des séguences minimisant moyenne;-g Om{ tr}

— Maximisation de lalatence.
- Aupire: trouver I’ ensemble des séquences maximisant mi nTDEOp{{ d—tr}

— En moyenne: trouver I’ ensemble des séquences maximisant moyenne; g opt{ d—trz}
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— Minimisation du taux de réaction.
— Aupire: trouver I’ ensemble des séquences minimisant max;og Opt{ tr/D}

— En moyenne : trouver I’ ensemble des séquences minimisant moyenneTDEyom{trT/Dr}
— Exécution au plus tot : on cherche a exécuter au plus tot, parmi les séquences valides,
les taches de E'qpt. Pour formaliser, notons E"op={ 7y ..., T, v oon T Ty } QUi €St
I’ ensemble constitué des taches de durée unitaire composant E’ o De la méme maniere
qu'aux téches de E' o, on leur affecte un ensemble de temps de réponse tr.. Il s agit

alors de minimiser ZTDEqu[{ tro.

Il est important de constater que les criteres en moyenne portent sur la moyenne des crite-
res sur les instances des taches et non pas sur les téches ellessmémes. De plus, s I’ensemble
de départ des séquences d’ ordonnancement considérées est non vide, alors |I’ensemble des
sequences aprés application d'un critere a optimiser est un sous-ensemble non vide de
I’ ensembl e de départ.

On peut noter que::

— Pour un noaud donné du graphe des marquages, ces propriétés sont indépendantes des
chemins entrant et sortant, dans le sens que les critéres sont évalués de la méme fagon
pour un noeud quel que soit le chemin entrant ou sortant considéré.

- Basés sur le temps de réponse des taches, les critéres permettent au concepteur
d’ obtenir une séguence d’ ordonnancement dont |es taches sélectionnées auront toujours
un temps de réponse court.

L’ obtention des séquences optimales au vu des critéres choisis est linéaire en fonction de la
taille (nombre de noauds plus nombre d’arcs) du graphe des marquages. Elle se base sur une
recherche de plus court chemin par parcours topol ogique dans un graphe sans cycle avec une
source et une destination : le graphe des marquages. C'est un cas particulier de |’ algorithme
de Ford [For 56][GM 95] appliqué a un graphe sans cycle topologiquement trié. 1l suffit de
pondérer les arcs du GM de fagon a ce qu’ un chemin de colt minimum soit optimal.

IV-2.4.4.a Exécution au plus tét

Afin de trouver les sequences dans lesquelles un ensemble de taches Eqp={ Tijy Tipyees Tik}
est exécuté au plus tét, le colt d’un arc du GM est choisi tel que:

N " Hauteur de N; si Etiquette( Arc(Ni, N;)) O Eq
Colt_AuPlusT6t(Arc(N;,N;))= ] j au (Arc(Ni, Ny)) O Eop
a Osinon

Plus le colt d'un arc est éevé, plus la partie de la tache correspondante a eu lieu tardive-
ment, et inversement, plus le colt d' un arc est faible, plus elle a été exécutée précocement.
Etant donné que tout mot du centre du langage terminal est un anagramme d'un autre, il y a
exactement le méme nombre d’ arcs étiquetés par un €lément de E, pour tout chemin de Mo a
M;, donc un chemin aura un colt moins important qu'un autre s et seulement s
I’ ordonnancement correspondant exécute |es parties des taches de Eq le plus tot possible.
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figure IV-2-11 : recherche des séguences de S={ 1,<0,3,5,5>, 1,<0,1,5,5>, 13<0,2,10,10>}
exécutant au plus tot |es taches de Eqy={ 12, T3}

Lafigure IV-2-11 illustre la recherche des séquences optimales exécutant au plus tot 7, et
T3. Le graphe de gauche montre le principe de pondération implicite des arcs. Elle est impli-
cite car il n'est pas nécessaire d’ effectuer un parcours préalable afin d’ affecter les colts puis-
gu’ils ne dépendent que de la hauteur des arcs reliés et de leur étiguetage. Le graphe central
montre le résultat de la pondération des ncauds du graphe de telle sorte que le poids d’'un
noaud est le cot du plus court chemin partant de ce noaud et allant a M. Ce processus est basé
sur un parcours topologique inverse (i.e. de bas en haut) du graphe, dont le principe est le sui-
vant :

Colt (Noaid_Fi nal) <0
Pour h=t.+P a 0 faire
Pour tout noaid N de hauteur h faire
Eval uer _Co(t _Noad( N, Ensenbl e_de_t dches)
Fai t
Fai t

L’évauation du colt d'un nceud se cacule simplement de la fagon suivante:
Cot(N)=miny oriisny{ Colt(N')+ Colit_ AuPlusTot(Arc(N,N'))} .

Chaque noaud et chaque arc est visité une et une seule fois, |I’algorithme est donc linéaire
danslataille du graphe des marquages. Le graphe obtenu (voir graphe de droite dans lafigure
IV-2-11) est un sous-graphe du graphe entré dont tous les noauds font partie d’un chemin de
colt minimal.

IV-2.4.4.b Optimisation du temps de réponse

Le colt affecté aun arc correspondant alaterminaison de I’ occurrence d’ une tache dont on
veut optimiser le temps de réponse est |e temps de réponse correspondant.

Cela s exprime numériquement de la fagon suivante : considérons deux marquages N; et N;
reliés par |’arc Arc(N;,N;) ala hauteur h, et étiqueté par une tache 1y. L’arc est pondéré par
Colt_TempsRéponse(Arc(N;,N;))=
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00s % 0 Eqy ou s I'arc ne correspond pas a une terminaison de
HDK Sh-r= O[Pk] (i.e.si 5 termineau moment d' étre réactivée)

E:;
inon Ch—ry : , .
- « — I'x Sinon (tempsderéponse del’ occurrencede 1, alahauteur h)
e
Le colt d' un noaud est alors:

Colt(N)=miny mispyy{ Colt(N’)+Coat_TempsRéponse(Arc(N,N’))} .

I

figure 1V-2-12 : minimisation du temps de réponse moyen des séquences d’ ordonnancement
d'un systeme S={ 11<0,3,5,5>, 1,<0,1,5,5>, 13<0,2,10,10>} pour Eqp={12, T3}

Lafigure IV-2-12 illustre I’ extraction de séquences minimisant le temps de réponse moyen
d’un ensemble de taches. Le graphe de gauche montre que seuls les arcs correspondant a une
fin de téche de E sont pondérés. Le probleme de ce critere est qu'il favorise la diminution
du temps de réponse des taches longues de E,. C'est encore plus flagrant lorsque I’ on cher-
che a minimiser le temps de réponse maximal. La fonction de pondération des arcs est la
méme, mais le colt dun noud est aors Colt(N)=miny msisp{ max{ Colt(N’),
Colt_TempsRéponse(Arc(N,N"))}}.

figure IV-2-13 : minimisation du temps de réponse maximal pour Eqp={1>, 73}
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Lafigure IV-2-13 illustre la minimisation du temps de réponse maximal d’un ensemble de
taches. Ce critére favorise la minimisation du temps de réponse des plus longues taches au
détriment des autres, puisque la premiére occurrence de 1, n’'est pas minimisée du tout (voir
figure IV-2-13).

Le critére taux de réaction est une aternative a ce phénomene.

IV-2.4.4.c Optimisation du taux de réaction

Le principe d’ extraction de séquences optimisant le taux de réaction est identique au prin-
cipe de minimisation du temps de réponse, cependant, dans ce cas, les colts sont des ration-
nels.

Colit_TauxRéaction(Arc(N;,N;))= Codt_TempsRéponse(Arc(N, N))

D«

avec ArC(Ni,N,-) éti-

queté par Ty.

Afin de minimiser le taux de réaction moyen, le colt d'un nceud est donné par
Colt(N)=miny v Colt(N’)+Colt_TauxRéaction(Arc(N,N))}. L' application de ce critere a
un exemple est donné sur lafigure 1V-2-14.

figure 1V-2-14 : minimisation du taux de réaction moyen dans S={ 1,<0,3,5,5>, 1,<0,1,5,5>,
13<0,2,10,10>} pour Egp={T2, T3}

Pour minimiser le taux de réaction maximal, le colt d’'un noaud sera donné par
Colt(N)=miny oison{ max{ Colt(N’), Colt_TauxRéaction (Arc(N,N'))}}. L' application de ce
critere a I’exemple utilisé jusgu'ici ne réduit pas le graphe (voir figure 1V-2-15), car pour
toute sequence, au moins |’ une des taches de Eg a un taux de réaction de 1.
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figure IV-2-15 : minimisation du taux de réaction maximal dans S={ 1:<0,3,5,5>, 1,<0,1,5,5>,
13<0,2,10,10>} pour Exn={1,, T3}

Le taux de réaction est donné par le temps de réponse divisé par le délai critique. Cepen-
dant, dans ce cas, les taches les plus urgentes (de plus petit délai critique) sont favorisées.

IV-2.4.4.d Optimisation du retard

Un critére permettant de ne favoriser aucun type de téche en particulier est le retard. Le
retard d’ une téche est donné par son temps de réponse moins son délai critique. Dans le cas de
séquences valides, le retard est toujours négatif ou nul, et nous nous proposons de trouver les
sequences qui minimisent ce retard.

Coat_Retard(Arc(N;,N;))=Colt_TempsRéponse(Arc(N;,N;))—Dy avec Arc(N;,N;) étiqueté par
Tk.

Afin de minimiser le retaad moyen, le colt dun ncaud est donné par
Colt(N)=miny orisvy{ Colt(N’)+Colt_Retard(Arc(N,N’))}. L’application de ce critére au
méme exemple que précédemment est donné sur lafigure IV-2-16.

figure 1V-2-16 : minimisation du retard moyen dans S={ 1,<0,3,5,5>, 1,<0,1,5,5>,
13<0,2,10,10>} pour Equ={T>, T3}
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Le retard maximal est minimisé de la méme fagon que le temps de réponse maximal ou le
taux de réaction maximal par la pondération :

Colt(N)=miny oriisov{ max{ Colt(N"), Colt_Retard(Arc(N,N’))} }

Sur notre exemple, ce critére est auss inefficace que la minimisation du taux de réaction
maximal, en effet, pour toute séquence, soit 1, soit 73 a un retard de O (ce qui correspond a un
taux de réaction de 1).

IV-2.4.4.e Minimisation de la gigue

Peu d’ approches permettent & un concepteur de minimiser la gigue de certaines taches sur
I’ ordonnancement produit, surtout si les téches considérées ne sont pas de durée unitaire.

Une méthode qui peut étre envisagée est la diminution du délai critique des taches dont on
veut minimiser la gigue, accompagnée d’'un choix judicieux de leurs dates de réveil. La dimi-
nution du délai critique d’ une tache est souvent rédhibitoire pour les approches en-ligne, les
conditions suffisantes d’ ordonnancabilité étant trop strictement liées au ratio Ci/D; dans le cas
ou les taches ne sont pas a échéance sur requéte. Dans le cas d’ une approche hors-ligne, le
choix d'un délai critique minimal (Ci=D;) n’est pas forcément nuisible a |’ ordonnancabilité du
systeme considéré, du moment que les dates de réveil des taches sont choisies de fagon a ce
gue les taches urgentes ne soient jamais en concurrence. Cette approche est souvent possible,
puisque les paramétres temporels tels que la date de réveil et le délai critique des taches ne
sont généralement pas immuables dans le cahier des charges, et plus ou moins laissés a
I’ appréciation du concepteur. |l peut donc étre intéressant de le guider dans ses choix
[CCH 98]. [Dav 98] s’ est intéressé aux taches de durée unitaire, nous généralisons I’ approche
au cas de t&ches de durée arbitraire.

Définition IV-2-3 : Une téche urgente 1; caractérisée temporellement par <r;,C;,D; P> est telle

que C=D.,.

Définition 1V-2-4 : Une téche urgente 1,<r;,C;,D;=C; P> est concurrencée par une tache ur-

gente 1<r;,C,D;=CiP> s et seulement s [kOIN e ¢UO0.C-1 tels que

ri+kPi+ci= Sl kF_)i il %ﬁ' +rj.

5 P

Cela correspond au cas ou 7; ne peut pas étre exécutée entierement avant le réveil de t; car
I écart entre la date de réveil d’une occurrence de 1, et celle de I’ occurrence immediatement
suivante de 7j est inférieur aC..

Le principe de concurrence entre deux taches est illustré sur lafigure 1V-2-17.
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.\V Point de concurrence

figure 1V-2-17 : Deux tache urgentes mises en concurrence

Lemme IV-2-1 :Le fait que les taches urgentes ne rentrent jamais en concurrence deux a deux

est une condition nécessaire d’ ordonnancabilité.

Preuve: La preuve est triviale et vient du fait que s deux téches urgentes sont mises en
concurrence, on ne peut traiter les 2 atemps pour respecter leurs échéances respectives.
[l

Théoréme 1V-2-3: Soit Sun systeme de taches compose en partie de taches urgentes. Le fait
gue celles-ci ne rentrent jamais en concurrence deux a deux est une condition nécessaire et

suffisante de la suppression de |a gigue des taches urgentes dans les ordonnancements valides.

Preuve : Condition suffisante: les taches éant urgentes, elles doivent étre exécutées dés leur
activation et ont donc toujours un temps de réponse égal aleur charge si I’ ordonnancement est
valide.

Condition nécessaire: daprées le Lemme IV-2-1, la condition est nécessaire a
I’ ordonnancabilité du systéme.
0

Théoréme 1V-2-4 . Une t&che urgente 1i<r;,1,1P;> est concurrencée par une t&che urgente

T;<rj,1,1P;> s et seulement si r; =r; [pgcd(P;,P;)].

Preuve: 1, concurrence 1, S et seulement s, par définition, [kOIN,

(T + KPi —r;j o L .
ri+kP,= i+, ce qui signifie gu'il existe un entier x tel que x=r[P,] et x=r [P
HTED' i, cequi signifieq q [P i[Pj

().

Théoréme 1V-2-5: Théoréme du reste chinois généralisé (TRCG) [Knu 81]. Soient py,
P2,...,Pm des entiers positifs, et ry, 1o, ..., 'm des entiers. 1l existe exactement un entier X, tel

que pour tout entier r, r<x<r+ppcm(p)izim X=r; [p] 1<jsm s et seulement s

ri=rj [pged(pi,p)], 1<i<j<m.

Aprés application du TRCG sur (1), on obtient le théoréme.
U

Il reste maintenant a généraliser le résultat a deux téches urgentes de durée non unitaire.
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Théoréme 1V-2-6 : Une tache urgente ti<r;,C;,D;=C; P;> n’est pas concurrencée par une téche

urgente 7;<r;,C;,D;=C; P;> si et seulement si Ci<pgcd(P;,P;) et (r;—ri)[pgcd(Pi,P;)]=C..

Preuve: 7; concurrence 7; Si et seulement si, par définition, [k IN et ¢[J0..Ci—1 tels que
ri+kPi+ci= g%ﬁ'_naa +1j, ce qui signifie qu'il existe un entier x tel que { x=r;[P;] ou
x=(ri+1)[P] ou ... ou x=(ri+Ci-1)[P] } et x=rj[P] (i.e. 7; est activée dans un intervalle
[ri+kP;..ri+kP;+C;—1]). Aprés application du TRCG, on obtient la formule équivalente
{ ri=r[pgcd(Pi,Py)] ou ri+1=r;[pgcd(Pi,P;)] ou ... ou ri+Ci—1=r;[pgcd(P;,P;)] }

T, n'est donc pas concurrencée par T, S et seulement s {(rizr))[pgcd(P;,P})] et
(ri+1#r;)[pgcd(P;,P))] et... et ri+Ci—1#rj[pgcd(P;,P;)]}. Donc on peut écrire de fagon équivar
lente { (r;—ri#0)[pgcd(P;,P;)] et (r;—riz1)[pgcd(P;,P))] et... et rj—ri#Ci—1[pgcd(P;,P;)]} . Plagons
sur lafigure 1V-2-18 les valeurs interdites de rj—r; dans Z/p4 , avec p=pgcd(P;,P;), et obser-
vons les valeurs restantes.

figure 1V-2-18 : valeursinterdites der;—r; dans Z /p4 avec p=pgcd(P;,P;)

Sur cette figure, les valeurs interdites pour rj—r; sont grisées, les valeurs possibles sont le
complémentaires dans Z /pZ de |’ ensemble des valeurs grisées. On peut remarquer qu'il est
nécessaire et suffisant que Ci<pgcd(P;,P;) pour que cet ensemble soit non vide, car dans le cas
contraire, toutes lesvaleurs de Z /p4 seraient grisées. Les valeurs autorisées donc I’ ensemble

que I’ on peut caractériser dans Z /pZ par (rj—r;)=Ci[pgcd(P;,P;)].
U

Ce théoréme est un outil permettant de choisir la date de réveil des taches urgentes de fa
con ace gqu’ elles ne soient jamais concurrentes. Lorsque le concepteur doit choisir la date de
réveil de deux taches urgentes 7; et 1, il doit donc utiliser ce théoreme dans les deux sens,
puisqu’il ne faut pas que 7, soit concurrencée par 7, ni que T Soit concurrencee par 1. Cela
limite donc, d’ apres le théoréme, le choix de la différence (rj—r;)[pgcd(P;,P;)] dans la partie
non grisée de lafigure IV-2-19.
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figure 1V-2-19 : les valeurs possibles pour le choix de (rj—;) pour éviter leur concurrence,
avec p=pgcd(P;,P;)

Théoréme IV-2-7 : Soit Sun systéme de taches urgentes :
1. Sest ordonnancgable si et seulement si aucune tache n’ est concurrente.

2. Tout ordonnancement valide est de gigue nulle pour I’ ensemble des téches.

Preuve:

1. Sensdusi : s lestéches ne sont jamais concurrentes deux a deux, alors elles peuvent tou-
tes s exécuter de fagcon non préemptive sans étre génées par aucune autre tache. Sens du
seulement s : découle du Lemme IV-2-1.

2. Découle du Théoreme IV-2-3.
O

Ce théoréme s utilise de la fagon suivante : pour tester I’ ordonnancabilité d’un systeme de
taches urgentes indépendantes, il suffit de vérifier pour tout couple de taches 7; et 7; que 7 ne
concurrence pas Tj et vice-versa. Si |es tdches sont soumises a des contraintes de précédence,
il faut de plus vérifier la cohérence des précédences (les occurrences des taches émettrices
doivent avoir une date de réveil antérieure aux occurrences des taches réceptrices associ€es).
L es ressources critiques sont ignorées car une tache urgente ne peut étre préemptée.

Cependant, le cas de systemes de taches toutes urgentes est peu réaliste, et dans le cas des
systémes de téches mixtes (dans le sens ou certaines sont urgentes et d’autres non), le
Théoreme 1V-2-7 appliqué aux téches urgentes n'est plus gu'une condition nécessaire
d ordonnancabilité.

Dans le cadre de notre approche, il n’est pas obligatoire de rendre les taches urgentes pour
les exécuter au plus tot, surtout lorsque cette contrainte rend le systéme non ordonnancable,
mais on peut a posteriori exiger les séquences qui minimisent le temps de réponse des taches
dont on veut minimiser la gigue. Le concepteur aura, si possible, gjusté les dates de réveil des
taches dont il veut minimiser la gigue en tenant compte du Théoreme 1V -2-6.

Le probléme de cette méthode est qu'elle n'est pas exacte. En effet, habituellement on
oblige les téaches dont on veut éliminer la gigue a s exécuter dés leur activation, ce qui peut
étre rédhibitoire a I’ordonnancabilité. Une autre approche consisterait a étudier le graphe
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d’ ordonnancement afin d’ en extraire les séquences de gigue minimale pour une tache donnée,
s possible de fagon similaire a1’ extraction de séquences a temps de réponse optimal.

) R s . , , OQc+P+1-r10
Soit 1; la tache dont on veut minimiser la gigue, décomposee en ses ni= giﬁ

instances respectives, formant un ensemble noté E'op={ 7i , Ti,,..., T }, d €chéances respecti-
ves{d, di,..., di }, de temps de réponse respectifs {tr , tri ..., tri_}. Minimiser la gigue de
T; revient a minimiser | écart des temps de réponse entre ses différentes occurrences, i.e. mi-
nimiser I'écart entre tr; , tri,..., tri . Le probleme est que I’ écart entre des temps de réponse
dépend non pas de la position d’un arc mais de ses passés et de ses avenirs (dans le cas de la
minimisation du temps de réponse, le colt d’'un arc est indépendant de I’ histoire des séquen-
ces passées et futures). Afin d'illustrer ce probleme, la figure 1V-2-20 représente les séquen-
ces d’ ordonnancement valides pour un systeme de taches S={ 11<0,1,2,2>, 1,<0,1,4,4>}, et les
arcs en pointillés représentent les 2 séquences de gigue nulle. Ce graphe, comportant 4 sé-
guences possibles, n'en possede que 2 de gigue nulle. Si I’on souhaite représenter le sous-
graphe ne contenant que des séquences optimisant la gigue, il faut éclater le ncaud N3 en deux
noeuds, ce qui fait grossir le graphe des marquages, et, a terme, peut faire perdre le bénéfice
d’ une représentation sous forme de graphe par rapport a une représentation arborescente.

AN

No No
N, N, N, N,
N, |:> N3,1 N3,
Ng N,
Ng Ng

figure 1V-2-20 : ordonnancements de deux taches, deux séquences sont de gigue nulle

1Y

En effet, un suffixe ne peut étre optimal en regard de la gigue qu’ en fonction de son préfixe
et vice-versa. Nous parlons alors de critére arborescent, puisque son optimisation nécessite
I’ éclatement du graphe en arbre. 1l nous faut donc aborder ce probléme sous un angle plus
limité. Nous décomposons e probléme en la recherche d’ une gigue minimale successivement
pour chacun des temps de réponse possibles de T,.

Pour chaque temps de réponse possible tr de C; a D;, la pondération d’ un arc correspondant
alaterminaison d'une occurrence de 1; est donnée par la distance entre sa date d’ occurrence
et tr. Ainsi, un chemin de colt minimal est un chemin pour lequel les occurrences de la téache
considérée ont eu lieu le plus pres possible de tr. |l reste a choisir le temps de réponse offrant
un codt minimal et a conserver le sous-graphe minimisant la gigue des taches par rapport a
cette date. En cas d’ ex-agjuo, un choix doit étre fait afin de conserver la structure de graphe et
de ne pas avoir a éclater des ncauds.

Le colt d'un arc est la distance entre e temps de réponse choisi tr et le temps de réponse
de latéche 1 dont on veut minimiser lagigue :
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Colt_Gigue(Arc(Ni,N;),tr)=|Colt_TempsRéponse(Arc(N;,N;))-tr| ou |a| est la valeur abso-
luedea.

Le colt d'un ncaud N, donnant le colt du chemin minimisant la somme des distances entre
temps de réponse de 1 et le tr choisi est alors:

Colt(N)=miny oriispny{ Colt(N’)+Colt_Gigue(Arc(N,N'),tr)}

Les chemins les plus courts minimisent la gigue.

La figure 1V-2-21 montre le graphe des marquages correspondant a la minimisation de la
gigue de latéche 1, pour un temps de réponse le plus proche possible de 3.

>
<
LY
el
o

figure 1V-2-21 : minimisation de la gigue de 1; dans S={ 1,<0,3,5,5>, 1,<0,1,5,5>,
13<0,2,10,10>} avec un temps de réponse proche de 3

Le nocaud No étant étiqueté par 0, il existe des chemins pour lesquels |e temps de réponse de
T; est toujours 3. Il est a noter que nous aurions pu choisir de conserver le sous-graphe mini-
misant la gigue de 11 par rapport au temps de réponse 4 qui aurait eu la méme gigue nulle.

L’ agorithme d obtention d’une gigue minimale nécessite jusqu’a Di—C;j+1 recherches de
plus courts chemins dans |e graphe. De plus seul un sous ensemble de séguences optimales est
choisi en cas d ex-agjuo entre différents temps de réponse. Enfin, ce critere n’ est appliqué que
sur une téche alafois. Cependant, c'est la seule approche, a notre connaissance, qui permet
de minimiser de facon systématique la gigue d’ une tache a parameétres temporels fixes (voir le
début du paragraphe pour une méthode basée sur la modification des dates de réveils).

IV-2.4.4.f Répartition des temps creux

Le critere répartition des temps creux consiste a choisir les séquences dans lesquelles les
temps creux sont équitablement répartis tout au long de la séquence. En effet, avec les sé-
guences d ordonnancement généralement produites, le concepteur minimise petit a petit le
temps de réponse des téaches qu'’il juge importantes, et finalement, les temps creux sont la plu-
part du temps relégués en fin de cycle d’ ordonnancement. Dans le cas fréquent ou le systéme
est en fait mixte et qu'il y a des taches de fond a traiter en méme temps que le systéme, le fait
de leur alouer une fenétre assez large a des intervalles de temps espacés augmente le temps
de réponse moyen face a des (relativement courtes) requétes apériodiques de taches molles.
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La répartition des temps creux permet de pallier cet inconvénient en offrant de facon équili-
brée des temps creux tout au long du cycle de la séquence produite.

Le principe d obtention de séquences optimales est |le méme que celui permettant de mini-
miser lagigue d une tache, la répartition éant un critére arborescent.

Rappelons que le graphe des marquages est composé d' un premier diamant allant de la
hauteur 0 a t.+1, correspondant a la montée en charge du systéme, puis d’ un second diamant
alant det:+1 at.+P+1 correspondant & la partie cyclique des ordonnancements. Nous ne nous
intéressons gqu’ a la répartition des temps creux cycliques, ¢’ est adire a ceux qui font partie du
diamant cyclique. Une seule occurrence de la tache oisive est donc présente dans le diamant
considéré puisque 1o démarre aladate t.+1 et a une période de P. Notre but est donc de répar-
tir chacun des Cy=P(1-Us) temps creux équitablement entre t.+1 et t-+P+1. Nous choisissons
donc, comme pour la minimisation de la gigue, une premiére date voulue, tr, d’ occurrence du
premier temps creux cyclique, comprise entre tc+1 et t+1+P/Co, puis nous cherchons a effec-
tuer le deuxieme temps creux le plus prés possible de tr+P/Cy, . 1ei®™ le plus prés possible
detr+(i-1)P/Cy etc... \

On adonc, pour un arc de hauteur h correspondant au i™ temps creux :

Cott_Reépartition(Arc(N;,N;),tr)=lh—tr—(i—-1)P/Cq|

Et Colt_Reépartition(Arc(N;,N;),tr)=0 dans les autres cas.

Le colt minimal d’un suffixe passant par un nceud Codt(N) est donc :

Colt(N)=miny miispyy{ Colt(N’)+Colt_Reépartition(Arc(N,N’),tr)}

Lafigure 1V-2-22 illustre sur un exemple I’ optimisation de |a répartition des temps creux.

figure IV-2-22 : optimisation dans S={ 1,<0,3,5,5>, 1,<0,1,5,5>, 13<0,2,10,10>} de la réparti-
tion des temps creux pour un premier temps de réponse de 2

De la méme facon que pour la minimisation de la gigue, la répartition d’ une tache ne nous
permet pas de conserver toutes les séquences optimales, nous nous limitons donc au graphe
dont larépartition a été ajustée a partir d’ une premiére date donnée.

IV-2.4.4.g Discussion sur les critéeres qualitatifs

L’ avantage des critéres qualitatifs est qu’ils fournissent un outil puissant de sélection de
sequences a posteriori dans un graphe d ordonnancement. |1l est possible de raffiner le GM en
appliquant successivement plusieurs critéres et ainsi d’ obtenir un ensemble réduit de séquen-
ces optimisant un certain nombre de critéres. Des limites S imposent cependant sur les critéres
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arborescents (gigue, répartition), nous contraignant a abandonner des séquences optimales. De
plus, il faut garder en mémoire le fait que, éant donné des fonctions de raffinement f; et f5,
fi°f,# f,°f; dansle cas général : en effet, appliquer f; sur le graphe raffiné par f, signifie que les
sequences obtenues sont celles qui optimisent le critére ciblé par f; parmi les séguences qui
optimisent le critere f,.

A notre connaissance, un outil permettant de tels choix de séquences est inédit.

Cependant, les critéres qualitatifs ont un inconvénient majeur : étant donnée leur nature (ce
sont des critéres relatifs), ils ne peuvent étre utilisés qu’ aprés construction exhaustive du gra-
phe des marquages. Il peut donc étre utile de les coupler a un ensemble de contraintes a priori
(absolues ou de successeur) qui diminueront d’emblée le graphe des marquages. Les
contraintes choisies doivent étre compatibles de préférence avec le critére a optimiser : par
exemple les critéres arborescents sont incompatibles avec les contraintes de successeur.

162






V ETUDE DE SYSTEMES TEMPS
REEL A L'AIDE DE RESEAUX DE
PETRI: CAS MULTIPROCESSEUR




Etude de Systemes Temps Rédl al'Aide de Réseaux de Petri: Cas Multiprocesseur

V-1 Hypothéses materielles

Nous nous placons dans le cadre du modéle PRAM dans lequel chague processeur est
identique et a une mémoire privée, mais une mémoire commune est accessible en temps
constant par tous les processeurs.

Les communications ne sont pas caractérisées par un codt différent suivant le processeur
choisi. Cela peut étre un colt donné (par exemple le colt d’ accés ala mémoire centrale) pour
tout processeur exactement comme pour le cas monoprocesseur : le colt d’ un message est pris
en compte avant émission dans |e corps de |a téache émettrice.

Rappelons qu’ une tache est la plus petite entité parallélisable d’ un programme, ¢’ est adire
gu’ une téche ne peut pas étre traitée simultanément sur plusieurs processeurs.

On peut envisager un placement des taches a priori. Cependant, ce choix est relativement
rare dans le modéle PRAM puisque la symétrie entre les processeurs est totale.

Par contre en ce qui concerne la migration'? des taches, différentes hypothéses peuvent
étre formulées. En effet, on peut imaginer des architectures sur lesquelles les taches migrent
sans aucune contrainte, d’ autres ou une requéte de tdche commencée sur un processeur s'y
exécute entierement, et d'autres enfin, ou les taches s exécutent toujours sur le méme proces-
seur. L"hypothese la plus répandue est la premiere, dans laquelle les taches peuvent étre dé-
placées d’un processeur a un autre en cours d’ exécution. Dans ce cas, nous considérons que
les changements de contexte des taches passent par la mémoire commune.

Dé&finition V-1-1 : Les hypotheses possibles de migration des taches sont les suivantes:

— L’absence de migration, notée M? : aucune tache n’ est autorisée a migrer, le processeur
choisi par la premiére occurrence de latache sera par la suite toujours choisi.

— Lamigration faible, notée M*: chague occurrence d’ une tache peut avoir lieu sur un pro-
cesseur différent, mais une occurrence de téche ne peut pas migrer.

— Lamigration forte, notée M?: chague occurrence d’ une tache peut changer de processeur

atout moment.

Les hypothéses M° et M sont plus rédlistes dans le cadre d’une architecture distribuée,
aors que I"hypothése M? |’ est plus dans I’ hypothése multiprocesseur C'est donc cette hypo-
thése que nous avons choisi d’ éudier de fagon détaill ée.

12 On dit d’ une tache qu’ elle migre si son exécution alieu sur différents processeurs, de fagon, bien siir, non
concurrente.
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V-2 Modélisation

Le modéle tel qu'il éait présenté dans le cadre de |’ environnement monoprocesseur est
particulierement bien adapté a la modélisation de systémes de téches du contexte
Imlr;,Ci,Di,P;, prmptnoprmpt, prec, resRW| sous I architecture M?. En effet, chaque tache, via
les transitions modélisant son corps, concourrait avec les autres pour I’ obtention de la res-
source processeur modélisée par un jeton.

La séquentialité des transitions représentant les taches garantit naturellement qu’ une téche
ne peut pas s exécuter en méme temps sur plusieurs processeurs. Cependant, contrairement au
cas monoprocesseur, la tache oisive peut s'exécuter paralléement sur plusieurs processeurs.
On ne peut donc plus modéliser les temps creux cycliques par une seule tache mais par un
ensemble de taches unitaires : ainsi, plusieurs processeurs peuvent en méme temps étre oisifs.

Le modéle est donc identique au modéle utilisé dans le cadre monoprocesseur sauf en ce
qui concerne les points suivants :

— la place processeur contient initialement m jetons au lieu d’un, m étant le nombre de

processeurs disponibles pour le systeme de taches,

- latéche oisive est remplacée par P(m-Us) téches oisives de durée unitaire et de période
et de déa critique P. Cependant, ce remplacement étant colteux en transitions pour le
modéle, une autre solution est de paralléliser les transitions représentant les temps
creux cycliques au lieu de les sérialiser comme pour une téche classique. Mais a ce
moment 13, P(m=Uyg) transitions seraient en conflit pour m processeurs. Imaginons par
exemple qu'il y ait 7 temps creux représentés par 7 transitions To 1 1,..., To71 MiSES en
paralléle et 2 processeurs. Le fait que les deux processeurs soient oisifs serait repré-
senté par letir de n’importe quel couple pris dans les transitions de 1o, ce qui représente

g%:m possibilités représentant la méme action : laisser les deux processeurs oisifs.

m-U
Dans le cas général, ce modele engendrerait ED( n ) % possibilités de tir différentes

pour représenter le fait que les m processeurs sont oisifs. Ce modéle ne serait donc pas
efficace dans une approche comme la n6tre se basant sur le graphe des marquages. La
modélisation retenue est donc celle qui est représentée sur |’ exempl e suivant.

exemple V-2-1 : un systeme de 3 t&ches intéragissantes sur 2 processeurs.

Tache 1, est Tache 1, est
r{ =0 ; r- =0 ;
P1 =8 ; Pz =8 ;
D =8 ; D, =8 ;
Début Début
by, 1=2 ; Retirer BAL(MB) ;
Déposer BAL(MB) ; by 1=1 ;
bi1,2=2 ; Prendre_Sémaphore(R, 1) ;
Fin ; by =4 ;
Rendre_Sémaphore(R 1) ;
Fin ;

Tache 13 est
rs =0 ;
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P; = 16 ;
D; = 16 ;
Debut

bs 1=1 ;

Prendre_Sémaphore(R, 1) ;

bs, =2 ;

Rendre_Sémaphore(R 1) ;

bs 3=1 ;

Fin ;

La charge du systéme est Us=11/8, donc il y a 10 temps creux par méta-période.

Les marquages terminaux sont données par W={ MO(IN x{a} x{b})? | M(time)=10
M(activi))={a,b} ou {b}}i=0.3, €t le modéle est représenté sur la figure V-2-1. La téche oisive
est représentée par m (ici m=2) transitions paralléles mises en exclusion (une seule peut étre
tircealafois). A chague méta-période, P(m-Us) jetons sont produits dans activy, chaque jeton
représente un temps creux qui a lieu dans une méta-période. Le tir de latransition Tp 1; pour i
alant de 1 am, signifie que i processeurs sont oisifs: i jetons sont consommeés dans activy et i
jetons processeur sont utilisés. Comme dans e cas monoprocesseur, chague transition T; j i des
taches autres gue 1 utilise une ressource processeur, mais nous ne le représentons pas pour
alléger le graphique.

Deplus, latransition Ty 1 est étiquetée par le singleton { 1o}, To 12 €st étiquetée par la paire
{10,T0},..., €t la transition Ty, est étiquetée par le multi-ensemble { 7o} (on note {a}™ le
multi-ensemble formé de m occurrences de lalettre a).

En résume, le modele est en tout point identique au modele monoprocesseur, sauf que la
place processeur contient initialement m jetons, et que la tache oisive est modélisée de la fa-
con suivante :

— Son activation se traduit par la production de P(m-Us) jetons dans activo,

— Son corps est un ensemble de m transitions mises en exclusion mutuelle al’aide d’ une
place ressource exclusify. Pour i=1..m, latransition Ty ;; consomme i jetons dans activg
en utilisant i jetons processeur. _

L’ étiquetage de ses transitions est tel que latransition Toy; est le multi-ensemble { 7o} .
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Horlogerie

Time,

Processeurs

Systéme de taches

figure V-2-1 : moddlisation d'un systeme de taches interagissantes a I’ aide d’ un RdP. On ne
représente pas graphiquement le lien qui existe entre le processeur et chaque transition du
systeme de taches (i.e. W(Processeur, T; j )= W(T; ; x,Processeur)=1)
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V-3 Etude

Nous nous limitons aux systémes de taches simultanées, car le résultat de cyclicité des or-
donnancements de taches différées n’ a été établi que dans le cas monoprocesseur.

Comme dans le cas monoprocesseur, le centre du langage terminal du modele est
I’ ensemble des séquences d’ ordonnancement valides du systéme de tache modélisé. Cepen-
dant, dans le cas monoprocesseur, chaque arc du graphe des marquages est éiqueté par un
singleton { i} qui signifie que latéche 7; a progressé. Dans le cas multiprocesseur, étant donné
gue m transitions du systeme de téches peuvent étre franchies en paralléle chaque arc du GM
est étiqueté par un multi-ensemble (en effet 1o peut étre présent plusieurs fois) de cardinal m.

V-3.1 Profondeur du grap he d’accessibilité

Cette section décrit I’ é&ude du graphe des marquages correspondant a la modélisation des
systemes de taches simultanées. Il est tout a fait possible d’ étudier le cas des systémes de t&
ches différées: il suffit pour cela de smuler le modéle afin de construire le graphe des mar-
guages. Chaque marquage inséré apres la hauteur P est alors comparé aux marquages se trou-
vant P niveaux plus haut dans le graphe (on sait étant donné I’ existence des places horloges
locales qu'il est inutile de comparer des marquages n’ayant pas été obtenus a la méme date
modulo P). Puisque le RdP est borné, le graphe des marquages I’ est aussi. Mais les techniques
de recherche de séquences optimales que nous utilisons s appuient sur une forme de diamant
du graphe des marquages. Donc si le GM n'a pas cette forme particuliére, son étude est net-
tement plus délicate.

D'aprés le Théoreme 1-2-3, chaque séquence d ordonnancement du contexte
lp,m|ri=0,C;,D;,T;, prmptnoprmpt,prec,resR\M est cyclique de période P a partir de I’instant O.
Donc le GM ala méme forme de diamant que dans le cas monoprocesseur, et chague chemin
aune longueur P.

V-3.2 Représentation du graphe d’accessibilité

Dans le cas des systémes de taches simultanées, il n'y a pas de temps creux acyclique,
donc chague arc du GM est étiqueté par un multi-ensemble de cardinal m, {71, T2 Tim},
signifiant que les téches 7;; ont été traitées.

Afin d'illustrer les études a venir, nous donnons deux exemples de GM obtenus dans le cas
multiprocesseur.

V-3.2.1 Deux taches simultan ées indépendantes de charge 100%

exemple V-3-1: Soit S={11<0,3,3,3>, 1,<0,6,6,6>} un systéme de taches indépendantes
ordonnancées sur 2 processeurs. La charge du systeme est Us=2, c’'est a dire que 100% du
temps de deux processeurs sera utilisé par S Il n’est donc pas nécessaire d’ gjouter une téche
oisive. Le graphe des marquages produit par le modéle RdP de S est donné sur la figure V-
3-1
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«yté\

figure V-3-1: un graphe d’ accessibilité contenant I’ ensemble des séquences
d’ ordonnancement valides d’ un systéme de taches de charge maximale sur 2 processeurs

Sur cette figure, on voit gu’il N’y a qu’ une seule séquence d’ ordonnancement de S, qui est
0 ={1,o}{ 10, }{ 10, 2} { 10, T2} { 11, 12} { 71, T2} . Chaque tache 1; est répétée %P fois en P uni-

|

mPGC
|
pointillés représentent I’ ensemble des états qu'il serait possible d’ atteindre si I’ on était en en-
vironnement monoprocesseur mais que chaque tir ne durait que 1/m unités de temps. La diffé-
rence entre le graphe des marquages pour m processeurs et le graphe obtenu en pointillés ré-
side d’une part dans le fait qu’ au moins m unités de temps de traitement sont effectuées a cha-
gue unité de temps, et d'autre part une tache autre que la tache oisive ne peut pas étre traitée
simultanément sur plusieurs processeurs.

tés de temps, donc I’ ensembl e des processeurs doit lui consacrer unités de temps. Les

V-3.2.2 Deux taches simultan ées indépendantes de charge inférieure a 100%

exemple V-3-2: Soit S={11<0,6,6,6>, 1,<0,5,6,6>} un systéme de t&ches indépendantes
ordonnancées sur 2 processeurs. La charge du systeme est Us=11/6, c'est a dire qu’il faut
gjouter au systeme une tache oisive 19<0,1,6,6> afin d’ augmenter artificiellement la charge du
systéme jusqu’ a 100% du temps de deux processeurs. Le graphe des marquages produit par le
modéle RdP de Sest donné sur lafigure V-3-2.
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By Sy

11}

figure V-3-2 : un graphe d’ accessibilité contenant I’ ensemble des séquences
d’ ordonnancement valides d' un systéme de taches sur 2 processeurs

Sur cette figure, il y a 6 séquences d ordonnancement valides. Comme dans le cas précé-
dent, chaque arc du GM correspond a une diagonale du GM correspondant au cas monopro-
cesseur dans lequel chague unité de temps vaut 1/m unités de temps.

V-3.3 Taille du graphe d’accessibilite

Il est clair que les sommets du graphe des marquages sont tous inclus dans les sommets de
I”hyperpavé que I’ on obtiendrait en considérant le cas révé d’un environnement monoproces-
seur dans lequel le processeur traite m quanta de temps par unité de temps. Cela correspond
graphiquement aux graphes donnés en pointillés sur la figure V-3-1 et la figure V-3-2. On
obtient donc une borne supérieure du nombre des sommets en considérant le nombre de som-
mets obtenus dans un hyperpavé de dimension le nombre de taches, et de cotes respectives
mPG . Ce qui donne une borne de (mP)™* |_| i_O% sommets pour n téches plus la téche oi-
sive. Cette borne est relativement large, puisgue d une part, comme nous |’ avons vu pour le
cas monoprocesseur, les contraintes temporelles et structurelles coupent |’ hyperpavé théori-
gue. De plus, le fait d’ obliger m taches a progresser a chaque instant ampute encore le graphe
qui serait obtenu sur un processeur capable de traiter m unités de temps par unité de temps.

n
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V-3.4 Obtention des séquences d’ordonnancement valides

V-3.4.1 Placement des taches a posteriori

Comme dans le cas monoprocesseur, un chemin du GM est une séquence
d’ ordonnancement valide du systeme modélisé. Cependant, aucune information n’est donnée
par le modéle sur le placement des taches, puisque les processeurs sont des jetons non diffé-
renciés. En effet, I'information donnée par I’ étude d’ un arc du GM pour un systeme de 3 pro-
cesseurs peut étre: les taches 11, 1, et 15 sont exécutées. Rien ne dit que 1; S exécute sur le
processeur 1, T, sur le processeur 2 et 15 sur le processeur 3. Cela évite les symétries qui appa-
raitraient si les processeurs étaient différenciés, comme par exemple les événements suivants :
{ 11 S exécute sur le processeur 1, 1, S exécute sur le processeur 2} et { 1, S exécute sur le pro-
cesseur 2, T, S exécute sur le processeur 1}.

Le placement n’est pas donné par le modéle mais obtenu apres a partir de la séquence des
actions fournie par le modele. En effet, une séquence d’ ordonnancement est, dans le cas de
tAches simultanées auquel nous nous intéressons, un Mot 0 = WiW,...Wp OU Wy k=1.p €St un
multi-ensemble de cardinal m. Pour t({1,..P}, wi={Ti1,..., Tin} Signifie que les taches
{Ti1,..., Tim} SeVvoient attribuer un processeur pour un quantum de temps al’instant t.

Connaissant la séguence d ordonnancement, il reste a placer les taches sur les processeurs
afin d’ éviter les migrations et préemptions inutiles. On pourrait aussi tenter de minimiser les
messages inter-processeurs, mais dans la mesure ou, par hypothése, les communications inter-
processeurs ne sont pas plus codteuses que les communications n'impliquant gu’ un seul pro-
cesseur, nous négligeons volontairement ce probléme dans la présente étude.

Nous nous intéressons donc a la minimisation des changements de contexte. Il s agit
d’ assurer gu’ une téche ne change pas de processeur lorsgu’ elle travaille en continu : en effet,
alors gu’ une tache préemptée nécessite de toutes fagons un changement de contexte, une téache
gue I’on peut ne pas préempter ne devra pas nécessiter de changement de contexte, donc tant
gu’ une tache n’'est pas préemptée, elle doit rester sur le méme processeur. L’ algorithme de
placement, utilisé apres la construction du GM, est donné en annexe I-5. |1l permet d’ éviter les
changements de contexte inutiles en évitant de déplacer une tache qui est exécutée de facon
continue.

Cependant, méme lorsgu’ une téche est préemptée, il peut étre intéressant de lui alouer le
méme processeur lorsqu’ elle est a nouveau active, pour profiter de la mémoire cache.

On peut donc améliorer cet agorithme en se basant sur une approche de type LRU (Least
Recently Used) : lorsqu’ une tache se voit ré-allouer un processeur, le fait de travailler sur le
méme permet d aler chercher son contexte dans le cache et d’ éviter d' avoir afaire transiter le
contexte par la mémoire commune.

Etant donné que les colits de communication inter-processeurs sont négligés, ainsi que les
colts de migration, le placement est fait uniquement lorsque I’ utilisateur choisit d’ afficher une
sequence apres raffinages successifs afin d obtenir des séquences optimales. En effet, le gra
phe des margquages est exempt d’informations sur le placement puisque celui-ci est une pro-
priété arborescente (i.e. pour un arc donné Arc(M,M’) c’est le chemin choisi du ncaud Mg a cet
arc qui induit le placement, et non pas|’arc lui-méme).

V-3.4.2 Diminution des cas de retours arriére

Dans le cas monoprocesseur, nous utilisons une technique de détection précoce des fautes
temporelles permettant de diminuer sensiblement le nombre de retours arriéres effectués lors

174



Etude de Systemes Temps Rédl al'Aide de Réseaux de Petri: Cas Multiprocesseur

de la construction du GM qui, rappelons-le, ne doit contenir que des mots infinis du centre du
langage terminal du modele RdP.

Cette technique s applique sur chague noeud : la latence de chaque téche, c'est a dire sa
marge de manceuvre, est évaluée et permet de déterminer de fagon précoce le fait qu’ un noaud
ne peut mener qu'a des fautes temporelles. Elle se base sur la condition nécessaire

d ordonnangabilité de n+1 taches sur un processeur qui est (k[IO..n, Z:(ZOQ(t)s L (t) ou
Ci(t) est lacharge restant atraiter pour terminer latéche 1 et Li(t) est salatence al’instant t.
Sur m processeurs, cette CS devient CkOO..n, Zk_oc'—(t) < L(t). Elle peut ére affinée,
= m

puisque s une tache, en dehors de la téche oisive, n'a pas le temps de s exécuter entierement
sur un seul processeur, alorsil y aura une faute temporelle. En effet, les taches (mis a part 7o)
ne pouvant étre exécutées simultanément sur plusieurs processeurs, il est intéressant de véri-
fier ce fait & chague noaud du GM lors de sa construction. Cela se traduit par la CS supplé-
mentaire i01..n, C(t)<L;(t).

L’ algorithme de vérification de la premiere CS s effectue comme pour la CS monoproces-
seur en un temps B(n) par noaud, et la complexité de la seconde CS est laméme.

V-3.4.3 Note sur les contraintes de successeur

Dans le cas monoprocesseur, nous utilisons des contraintes de successeur, heuristique di-
minuant les changements de contexte inutiles en terme d’ ordonnancabilité. Pour rappel, les
contraintes interdisent a une tache d’ en préempter une autre sauf dansles cas suivants :

1. Unetéche qui vient d étre (ré)activée peut préempter latéche travaillant

2. Unetéche qui vient d’ étre débloquée par la réception d’ un message ou la libération d’une
ressource peut préempter latéche travaillant

3. Si latéche travaillant demande son entrée en section critique, toute tache peut la préemp-
ter.

Ces contraintes ne peuvent pas étre utilisées dans le cas multiprocesseur car il peut étrein-
dispensable pour trouver une séguence valide, de faire que des taches indépendantes se pré-
emptent mutuellement. Cela est dd au fait qu’ une tache ne peut pas s exécuter simultanément
sur plusieurs processeurs. Ce fait est illustré par I’ exemple V-3-3.

exemple V-3-3 : Soit un systéme de 3 téches indépendantes ordonnancées sur deux proces-
seurs S={11<0,2,3,3>,1,<0,2,3,3>,13<0,2,3,3>}. Bien que les taches soient indépendantes et
réveillées simultanément, |’ obtention d’une séquence d’ ordonnancement valide nécessite au
moins une préemption. La figure V-3-3 (a) donne une séquence valide comportant une pré-
emption, et la figure V-3-3 (b) représente la séquence obtenue (modulo les permutations des
noms de taches puisgu’ elles sont toutes identiques) en utilisant les contraintes de successeur,
C’'est adire dans ce cas, en interdisant toute préemption.
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S vl v,
Préemption j A
A

[__JExécution sur le processeur 1

|Exécution sur le processeur 2

figure V-3-3 : séguences d’ ordonnancement montrant que les préemptions entre taches indé-
pendantes sont nécessaires a |’ ordonnancabilité d’ un systeme

V-3.4.4 Diminution de la taille du graphe des marquages

Les contraintes absolues peuvent étre utilisées sans modification majeure dans le cas mul-
tiprocesseur. Rappelons qu’elles sont basées sur un calcul le plus fin possible du meilleur
temps de réponse possible d’ une tache a partir d'un noaud N du GM.

Comme précédemment, I’ algorithme de calcul du temps de réponse minimal utilise latable
des latences croissantes fabriquée pour dépister de fagon précoce lanon validité d’ un nceud.

Fonction TenpsDeRéponseM ni mal Mul ti (N: Noeud, T1;: nom de_tache) Renvoie entier
Mn,t : entier
Tj,indice : nomde_téache
Début
t <hauteur(N)
Mn-GC;(t)
-- Charge restant a traiter pour T
indice—prenm ére tache de la table des |atences croissantes
Tant que (M n+Gngice(t))/ mPLingice(t) Faire
-- mest |le nonbre de processeurs
-- Lingice(t) est la latence de I a téache indice
M n <M n+G hgice(t)
i ndi ce ~tache suivante dans |la table
Fai t
-rifl

Renvoyer M n+t-max(0, %P_E i)
|

Fin

V-3.4.5 Extraction de séquences d’ordonnancement optimales

Les techniques d’ extraction de séquences d’ ordonnancement optimales sur les criteres exé-
cution au plus tét, temps de réponse, taux de réaction et retard minimaux présentées dans le
cadre monoprocesseur s appliquent sans modification au cas multiprocesseur.
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La seule nuance est que le colt d'un arc, puisqu’il est étiqueté dans le cas multiprocesseur
par un multi-ensemble de cardina m, est la somme des colts qui seraient affectés a chague
élément du multi-ensemble.

De la méme facon, les agorithmes de recherche de séquences assurant un répartition ho-
mogene des temps creux ou minimisant la gigue peuvent étre appliqués tels qu’ils ont été dé-
finis dans le cas monoprocesseur.
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Application de |’ Etude

VI-1 Présentation de PeNSMARTS

Puisque nous utilisons une technique exponentielle en temps et en espace au pire, il nous a
paru indispensable de mettre en ceuvre une magquette permettant de montrer, sur des exemples
concrets, la faisabilité de notre étude. Le logiciel résultant a pour nom PeENSMARTS pour Pe-
tri Net Scheduling, Modeling and Analysis of Real-Time Systems.

Le propos de ce chapitre est la présentation de cet outil, et des fonctionnalités que nous y
avons implémentées. Dans saforme actuelle, il n’intégre que la partie monoprocesseur de no-
tre éude.

PeNSMARTS s'integre dans le projet MOSARTS du LISI, qui a motivé a ce jour deux étu-
des de doctorat (theses de J.P. Babau [Bab96][BC98] e S. Saad-Bouzefrane
[Saa 98][SC 99]). C'est un atelier d’ étude et de validation d’ applications temps réel. La pre-
miére thése éudie les agorithmes en-ligne classiques (ED, DM, LL,...) dans le cadre mono-
processeur, et la seconde applique ces techniques aux environnements répartis. Ce troisieme
volet, incarné par PENSMARTS, permet la création de séquences d ordonnancement hors-
ligne, notamment pour les systemes temps réel tres contraints en terme de ressources.

VI-1.1 Saisie du systeme de taches a étudier

L’ outil se base sur une grammaire proche de celle gue nous avons utilisée pour donner les
exemples de systémes de taches non indépendantes, afin, pour commencer, de construire le
modele RdP présenté dans la section I-1. Cette grammaire, dont I’ axiome est S, est donnée ci-
dessous, avec les mot clef en gras, et les symboles en |ettres capitales, les commentaires étant
mis, comme en C, entre /* et */. Notre souci a été de conserver une compatibilité avec les ou-
tils de MOSARTS, notre grammaire, sauf exception, est celle présentée dans [Bab 96][BC 98].

/* Axi ome */
S - APPLI CATION ; NOVBREDETACHES; NOVBREDEMESSAGES; NOVBREDERESSOURCES;
TACHE*
/* Nom de |’ application */
APPLI CATI ON - application CHAI NE
/* Nonbre de téaches */
NOVBREDETACHES - task number : ENTIER
/* Nonbre de nessages (de boites aux lettres) */
NOVBREDEMESSAGES - event nunber : ENTIER
/* Nonbre de ressources */
NOVBREDERESSOURCES - resource nunber : ENTIER
/* Description d une tache via ses 3 paranetres tenporels et son corps */
TACHE - task(CHAINE); ri : ENTIER, R : ENTIER Ti : ENTIER CORPSDETACHE
/* Corps d une tache */
CORPSDETACHE - begi n | NSTRUCTI ON* end
/* Les différentes instructions possibles */
I NSTRUCTI ON - d( ENTI ER, ENTI ER) = ENTI ER;
/* L'entier aprés le signe = est |la durée du bloc */
/* Les 2 autres sont conservés pour conpatibilité avec*/
/* MOSARTS */
| ock(res(ENTIER) [, readonl y]);
/* Chaque ressource est inplicitenment nunérotée */
/* readonly est spécifique a PeNSVMARTS afin d exprinmer */
/* |"utilisation d une ressource en lecture */
| unl ock(res(ENTIER));
| send(event (ENTI ER) ) ;
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/* Chaque boite aux lettres est inplicitenent nunérotée*/
| wai t (event (ENTI ER)) ;

ENTIER — [0-9]+
CHAINE - [a-zA-Z ][[a-zA-Z 0-9]*

Il est important de constater que chaque tache, dans cette syntaxe, est abstraite a sa durée et
a ses primitives temps réel. Nous avons vu en section |-1 comment construire le modéle RdP
correspondant.

Cependant, une grammaire textuelle étant assez rébarbative a saisir, nous avons développé
en Tcl/Tk [Wel 97] une petite surcouche graphique QTSD pour Quick Task System Designer
permettant une construction interactive d’ un systéme de téches et générant le code source
adéquat. Une copie d’ écran de QTSD est donnée sur lafigure VI-1-1.
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figure VI-1-1: copie d’ écran de QTSD

Lafenétre de QTSD est composeée de 4 parties. En haut a gauche, la partie ressources per-
met de créer des ressources critiques, différenciées par des couleurs. En haut au centre,
I” utilisateur peut créer des boites aux lettres. En haut a droite, un entrée de texte permet la sai-
sie du nom de I’ application, et la charge processeur est calculée automatiquement al’ aide des
parametres temporels des téches.

La plus grande fenétre représente les taches, avec une boite par tache. La charge processeur
(Ci) permet de régler lataille du rectangle représentant la durée de la téche éditée. A I’ aide de
la souris, I’ utilisateur peut prendre et libérer une ou plusieurs ressources, ce qui est représenté
par des couleurs dans |e rectangle visualisant le corps de la tache concernée. Par exemple, sur
la figure VI-1-1, la premiére tache utilise le ressource 1 pendant deux unités de temps apres
un traitement de deux unités de temps, alors que la seconde téache utilise la ressource 1 pen-
dant 5 unités de temps apres 3 unités de temps de traitement, et laressource 2 pendant 2 unités
de temps aprés 6 unités de temps de traitement.

Les envois et réceptions de message sont représentés graphiguement par des fleches de
couleur, entrantes ou sortantes, comme c’ est le cas pour les taches 3 et 4.
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VI-1.2 Génération du mod ele RdP

Une fois le systéme de taches saisi, de fagon textuelle ou graphique, I’ utilisateur peut lan-
cer PENSMARTS. Aprés ouverture du fichier de description d’un systéme de taches, le logiciel
crée automatiquement le modele RdP. Le RdP créé peut d’ailleurs étre visualisé, atitre indi-
catif, al’aide d’un joueur de jetons que nous avons développé lui aussi en Tcl/Tk. Une copie

d’écran de cet outil, nommé CPNS pour Colored Petri Net Smulator est donnée sur la figure
VI-1-2.
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figure VI-1-2 : copie d’ écran du joueur de jetons CPNS
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VI-1.3 Génération des séquences d’ordonnacement

L’ outil PENSMARTS affiche une fenétre reprenant alors les principales caractéristiques des
téches, enrichi automatiquement de la téche oisive 1o. Lafigure VI-1-3 représente ce que voit
alors |’ utilisateur.

PeNSMARTS v2.0 =] E3
File Selection Achion  Tools  Options Help
][] o

Un_Systems

T azk zpstem

Mumber of zchedulingz left || Total number of schedulingz

Murnber of nodes || % CPU 97,83 Simulation duration | 00| T azk Mumber | 5 1dle tasks| W Cyclic [ Mon cyclic

Tazk name 5“3’EF'U|r| El R | T |ma:-cFlT|angTlminLlanglmaxHHlangHliitterl =
™ Qisiv 217 |0]13|600| 500 | i | | |
[~ Tache_1 125005 |20 |40 |

[~ Deusisme_tache |32.00|0/8 |25 |25 |

L
L
[~ Une_autre_tache [33.33 |05 |15 |15 | | |
I~ Taskl 2000 /0|3 |15 |15 | | |

figure VI-1-3 : copie d écran de PENSMARTS

Cette figure montre que pour I’ exemple considéré, une tache oisive a été gjoutée, et que la
durée de simulation nécessaire est de 600 unités de temps. La barre d’ outils permet de lancer
automatiquement les outils dgja présentés que sont QTSD et CPNS

L’ utilisateur est alors libre de choisir d' utiliser ou non les heuristiques de construction a
I’ aide des options présentes dans le menu File. Ces options, représentées sur la figure VI-1-4,
permettent al’ utilisateur de choisir ou non d’ utiliser les contraintes de successeurs définies en
section 1V-2.4.3.a, les contraintes absolues (voir section 1V-2.4.3.b), et les optimisations de
construction permettant de diminuer les retours arriére (voir section 1V-2.4.2). Cette derniére
optimisation est a utiliser dans tous les cas, puisgu’ elle ne diminue en rien la puissance
d’ ordonnancabilité de I’ outil, cependant il est possible de la désactiver afin de comparer la
vitesse de construction avec et sans cette optimisation. Par exemple, pour |’ application jouet
utilisée ici, I’ obtention du méme GM nécessite sur un PENTIUM I11 & 450MHz 8 secondes de
traitement avec |’optimisation, et 11 secondes sans (calcul effectué avec I'utilisation de
contraintes de successeur).
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Load a tazk system
Mew tazk system

LCompute zchedulings
v Succezsor constraints
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v Pre building conztraints
Edit constraints...

Fezet

Lt
figure VI-1-4 : options disponibles pour la construction du graphe des marquages

Un clic sur I'icone en forme de moulinette permet de lancer la construction du graphe des
marquages.
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figure VI-1-5 : PENSMARTS aprés construction du graphe des marquages

PeNSMARTS présente alors de nouvelles informations, comme nous le voyons sur lafigure
V1-1-5: le nombre de séquences d’ ordonnancement valides, que I’ on serait bien incapable de
lire tellement il est grand, et le nombre de noauds nécessaires a leur stockage, en I’ occurrence
9232. La boite contenant a ce moment le chiffre 1 et encadrée par un bouton « + » et un bou-
ton « - » permet de choisir une séquence gue I’ on pourra afficher sous forme d’un diagramme
de Gantt. Cependant, il serait dommage de prendre une séquence au hasard parmi I’ ensemble
de séquences qui ne répondent qu’a un critere : elles sont valides. En effet, pour commencer,
on peut vouloir minimiser le temps de réponse moyen des téches. Pour cela, on coche les t&
ches autres que la téche oisive, et on choisit dans |le menu Action d’ optimiser le temps de ré-
ponse des taches cochées. Il ne reste alors plus qu’ une seule séguence donnée sur lafigure VI-
1-6.
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figure VI-1-6 : visualisation d' un diagramme de Gantt a |’ aide de PLOT

Si cette sequence ne satisfait pas |’ utilisateur, il peut annuler ce raffinement du GM afin par
exemple, d optimiser le temps de réponse maximal de la tache Tache 1, qui a son go(t, est
tres importante. Cela donne encore un grand nombre de séquences, représentées a |’ aide de
3270 ncauds. |l reste aors, afin de minimiser le temps de réponse des autres taches, aleur ap-
pliquer le critére minimisation du temps de réponse moyen, ce qui laisse 24 séquences.

Enfin, I’ utilisateur peut imposer une borne sur le temps de réponse de la Tache 1, s par
exemple ¢’ est une tache d échantillonnage. Cela peut se faire via I’ édition de contraintes ab-
solues. Par exemple, il est possible d'imposer que le temps de réponse TempsDeRé-
ponse(Tache 1)<Charge(Tache 1)+2.

Cependant, s I’ utilisateur veut minimiser la gigue de Tache 1, il y a de fortes chances
pour qu’il soit obligé de construire le GM sans |’ utilisation de contraintes de successeurs. Par
contre, afin de diminuer des le départ la taille du GM construit, il peut imposer directement
une contrainte sur le temps de réponse de Tache 1. Par exemple, si le temps de réponse de
Tache 1 est contraint a 7, PENSMARTS propose un GM composé de 6915 noauds. Toutes les
sequences d’ordonnancement contenues dans ce graphe voient Tache 1 avoir un temps de
réponse de 7, donc une gigue nulle.
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VI-2 Etude de cas

Afin d'illustrer I’ utilisation de PeNSMARTS sur un cas concret, nous détaillons ici une
étude de cas.

VI-2.1 Description du procedé

L’ aspect sécurité est le point essentiel de la gestion d’une mine. Le systéme de gestion de
la sécurité concerne essentiellement le contréle de deux fluides:

— eau (évacuation a partir d’ un puisard)

- air (niveau de méthane)

Il s agit pour I’ application développée de contrdler le niveau d’eau qui doit étre maintenu
entre deux niveaux. L’infiltration naturelle du site augmente perpétuellement ce niveau, et une
pompe a été installée afin, lorsque le niveau haut est atteint, d'étre actionnée pour vider la
mine jusgu’ a atteindre le niveau bas. Parallelement a cela, la concentration de méthane doit
étre surveillée al’aide d' un capteur, afin d’éviter un «coup de grisou»: si un seuil d’ aerte
est dépasse I’ alarme doit étre déclenchée afin d’ évacuer |e personnel de lamine. Si un second
seuil d aerte est dépassé, la pompe ne doit pas étre en fonctionnement, car la moindre étin-
celle pourrait provoguer une explosion.

Le pilotage de cet ensemble comprend donc, comme c’est illustré sur la figure VI-2-1, les
éléments suivants :

- Une pompe a eau

— Deux capteurs tout ou rien de niveau d' eau: le capteur niveau bas (LLS pour Low Level

Sensor), et le capteur niveau haut (HLS pour High Level Sensor)

- Un capteur de méthane M S (pour Methan Sensor)

- Uneinterface vers|’ opérateur pour affichage del’alarme

La mine doit fonctionner tant que la sécurité maximale peut ére maintenue. Ainsi les indi-
cations générales de fonctionnement sont les suivantes :

— Une aarme doit étre lancée sur la console de |’ opérateur dés que la concentration de
méthane dépasse le seuil MS L1 afin d’ évacuer e personnel de lamine,

— Lapompe doit étre mise en route si le capteur HL'S est immerge,

— Lapompe doit étre désactivée si le capteur LLS est a sec,

- Lapompe ne doit pas fonctionner lorsgue la concentration de méthane dépasse |e seuil
MS L2 afin d' éviter les riques d’ explosion.

Avec MS L1 et MS L2 deux constantes prédéfinies.
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@
Commande | Systéme de

pompe controle
Pompe <—|7

£| Console opérateur

HLS

|
figure VI-2-1 : fonctionnement de la mine
VI-2.2 Spécification du contrdle

Le contréle a effectuer sur le procédé peut donc étre spécifié en SA-RT [Gol 93] par le
diagramme de contexte présenté sur lafigure V1-2-2.

Capteur méthang

fpf;fga”/dey Pompe
pe

Controle

Capteur eau HLS o
niveau haut

Console opérateur

LLS I nformations

Capteur eau
niveau bas

figure VI-2-2 : diagramme de contexte du contréle de la mine

Les rectangles y représentent les bords, ¢’ est adire les points d’ interaction entre le procédé
et le contrdle. Par exemple, le Capteur eau niveau haut permet au contréle d obtenir des in-
formations sur |’ état du capteur HLS, et la pompe permet, via sa commande, d’ agir sur le pro-
cédé. Les bords du modéle sont donc des capteurs (2 discrets HLS et LLS, et un capteur ava
leurs continues MS, portant une information consultable en continu) et des actionneurs (la
pompe que I’on peut allumer ou éeindre, et la console sur laquelle on peut activer et désacti-
ver une alarme, et afficher en continu les informations sur le systeme).

Le diagramme préliminaire SA-RT présenté sur la figure VI-2-3 est donné a titre indicatif :
il est destiné a donner au lecteur une idée du découpage de I’ application en taches et de ce a
quoi elles sont dédiées. On y retrouve les informations et actions sur les bords. Le découpage
des taches en deux taches d’ acquisition permet au contréle d’ obtenir des informations sur le
procédé et renseigne deux variables partagées Niveau de méthane et Niveau d eau sur |’ état
du procédé. Le contréle commande trois taches de commande, I’ une permettant d’ actionner la
pompe, I'autre I'alarme, et la derniere affichant les informations courantes sur le termina de
controle.
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Il est important de constater que les deux variables utilisées pour afficher les informations
sur le procédé sont partagées, et seront donc protégées al’ aide d’ un sémaphore.

MS L1
MS L2

T .
Controler
Mine DT
‘ - Afficher
weaitios 4.0
Acquérir '

Capteur Eau
20

Niveau d-eau Afficher
Informations

5.0

Informations

Niveau de méhane

figure VI-2-3 : diagramme préliminaire du contréle de la mine

VI-2.3 Implémentation

Le systeme est donc implémenté a I’ aide de six taches, et de trois sémaphores, permettant
d’ éviter tout accés concurrent aux variables partagées et au terminal. Les informations passees
par les capteurs au contrdleur le sont par boites aux lettres, ainsi que les informations passees
aux actionneurs. Par contre, les niveaux d'eau et de méthane sont stockés dans des modules de
données, car la tache Afficher Informations est tres lente relativement aux téches
d’ acquisition.

L’ implémentation des taches permet, apres étude sur I’ architecture cible, d obtenir une
abstraction composée uniquement de blocs de durée indépendantes et de primitives de com-
munication et d acces a des ressources. Celle-ci est donnée ci-dessous. Une unité de temps
équivaut a un quantum de temps processeur, ¢’ est a dire que son horloge lui permet de pré-
empter une tache chagque unité de temps.

Tache Acquérir_Capteur Mt hane est

r{ = 0;
D, = 100;
P; = 100;
Début
bi,1 = 8 ;

-- Accés au capteur de méthane, cal cul du niveau, et
-- durée de |'accés a la boite aux lettres ci-dessous
Déposer BAL( Mét hane, donnée) ;
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b1, =1 ;

-- Durée de la prise du sémaphore

Prendr e_Sémaphor e( Ni veau_De_ Mt hane) ;

bi,3 =1 ;

-- Durée de la nodification de | a variable et
-- de la libération du sénmaphore

Rendr e_Sémaphor e( Ni veau_De_Mat hane) ;

Fin
Tache Acquérir_Capteur Eau est
r =0;
D, = 100;
P, = 100;
Début
b1 = 10 ;
-- Acces aux deux capteurs d’' eau, et
-- durée de |'accés a la boite aux lettres ci-dessous
Déposer BAL( Eau, donnée) ;
b o = 1;
-- Durée de la prise du sémaphore
Prendr e_Sénmaphor e( Ni veau_D Eau) ;
b3 =1 ;
-- Durée de la nodification de | a variable et
-- de la libération du sémaphore
Rendr e_Sénmaphor e(Ni veau_D Eau);
Fin
Tache Commander Ponpe est
rs = 0;
D; = 100;
P3 = 100,
Début
bs 1 =1 ;
-- Accés a la boite aux lettres ci-dessous
Retirer_ BAL( Mt eur, donnée);
b3, = 11 ;
-- Acces au noteur
Fin
Tache Afficher Al arne est
ry = 0;
D4 = 100,
P, = 100;
Début
bs1 =1
-- Acces a la boifte aux lettres ci-dessous
Retirer_BAL(Al are, donnée) ;
D42 = 1,
-- Acces au sémaphore protégeant |’ écran
Pr endr e_Sémaphor e( Ter m nal ) ;
bs 3 = 23;
-- Durée de |'affichage ou de |’ extinction du signal d’ alarne,
-- Ainsi que de la libération du sémaphore
Rendr e_Sémaphor e(Term nal ) ;
Fin
Tache Afficher_Informations est
rs = 0;
Ds = 500;
Ps = 500;
Début
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bs,1 = 1 ;

-- Durée de la prise du sémaphore
Prendr e_Sémaphor e( Ni veau_D Eau) ;

bs. = 1 ;

-- Durée de la lecture et

-- de la libération du sémaphore
Rendr e_Sémaphor e(Ni veau_D Eau);

bs,s = 1 ;

-- Durée de la prise du sémaphore
Prendr e_Sémaphor e( Ni veau_De_ Mt hane) ;
bs,4a = 1 ;

-- Durée de la lecture et

-- de la libération du sémaphore
Rendr e_Sémaphor e( Ni veau_De_ Mt hane) ;
bs,s = 16 ;

-- Durée des calcul de la prise du sémaphore
Prendr e_Sémaphor e( Terni nal ) ;

bs,s = 50 ;

-- Durée de |"acces au termnal et
-- de la libération du sémaphore
Rendr e_Sémaphor e( Term nal ) ;

Fin

Tache Control e est

re = 0;

Ds = 100;

P6 = 100,

Début
be,1 = 1 ;
-- Durée de |"acceés a la boite aux lettres ci-dessous
Reti rer_BAL( Eau, donnée);
be,. = 1 ;
-- Durée de |"acceés a la boite aux lettres ci-dessous
Reti rer_ BAL( Mét hane, donnée) ;
bs,s = 10 ;
-- Décision et acces a la boite aux lettres ci-dessous
Déposer _BAL( Mot eur, donnée) ;
bs,4 = 3 ;
-- Décision et accés a la boite aux lettres ci-dessous
Déposer BAL( Al ar me, donnée) ;

Fin

On peut noter d’ une part, que les périodes des taches communicantes sont identiques. Cela
conduit généralement a obtenir un ppcm des périodes assez faible. D’ autre part, les durées des
taches et leurs actions sont évaluées dans le pire cas, par exemple, |’ abstraction temporelle
considére que des actions pour afficher ou éteindre I’ alarme et lancer ou arréter le moteur sont
effectuées chague fois, alors que cela est relativement rare. Cela conduit a une réflexion sur la
prise en compte de conditionnelles au niveau de I’ étude temporelle [CGC 97].

Aprés saisie de ce systéme de téches aI’aide de QTSD ou alamain, I’outil PENSMARTS
permet |’ obtention de quelques milliards de milliards de séquences d’ ordonnancement valides
avec |’ utilisation des contraintes de successeur, stockées dans un GM de 26261 noauds.

La minimisation du temps de réponse moyen laisse une seule séquence d’ ordonnancement.

Notons, de plus, que ce systeme n’est ordonnancable par aucun algorithme au plus tét (ce
qui est le cas des algorithmes en-ligne les plus répandus). Pour illustrer ce fait, la figure VI-
2-4 présente le début d’une séquence d’ ordonnancement gqu’ aurait pu calculer un ordonnan-
ceur ED, quel que soit le protocol e de gestion de ressources utilisé.
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figure VI-2-4 : préfixe d’ un ordonnancement au plus tot

En effet, en utilisant un ordonnancement au plus tét, la tres longue section critique de laté&
che Afficher_Informations débute avant la réactivation des autres taches, ce qui empéche la
téche Afficher_Alarme de respecter sa seconde échéance. Toute séquence valide retarde le
début de la section critique de Afficher_Informations, et n’est donc pas au plus tot.

Ce genre de phénomeéne arrive assez souvent lorsgue I’ on utilise un terminal : I’ application
doit afficher des informations, ce qui est trés colteux en temps, alors que certaines taches
d’ alarmes doivent pouvoir accéder au terminal de facon urgente.
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Conclusion

Nous avons vu dans une premiére partie qu'il existait des agorithmes d’ ordonnancement
en-ligne polynomiaux optimaux permettant une validation temporelle ana ytique des systemes
de téches ordonnancées (i.e. sans simulation). Lorsque les taches partagent des ressources cri-
tiques, le probléme de I’ ordonnancement devient NP-difficile, & cause du probléme de non
préemptibilité des taches en section critique par d’'autres taches en attente de leur(s) res-
source(s). Plusieurs protocoles de gestion de ressources ont été mis en cauvre, visant a éradi-
guer lesinversions de priorité. Cependant, ce n’est pas toujours suffisant pour pouvoir ordon-
nancer les systémes de taches trés contraints: en effet, les phénomeénes de blocage dus a
I’attente d'une ressource ne peuvent étre évités. La validation des algorithmes
d’ ordonnancement dans de tels cas est donc d autant plus difficile qu’il y a de ressources cri-
tiques en jeu : en effet, dans ce cas, les conditions suffisantes d’ ordonnancabilité se basent sur
les temps de blocage maximaux qui peuvent étre infligés aux taches, ce qui augmente de fa-
con artificielle la charge des systemes de taches lors de la validation. De plus, méme la simu-
lation, dont la durée nécessaire N’ était pas connue lorsque des taches sont différées, ne permet
pas de valider de tels algorithmes d’ ordonnancement sans intégrer toutes les durées de blo-
cage dans les taches puisque les algorithmes d’ ordonnancement ne sont pas réguliers lorsque
des ressources critiques sont en jeu (i.e. lapire durée n’est pasle pire cas).

L’ approche hors-ligne est donc justifiée lorsque | es systemes de téches a ordonnancer sont
tres contraints en termes de ressources critiques. Cependant, jusqu’ici les approches hors-ligne
se sont cantonnées a |’ étude des systémes de taches périodiques simultanées via leur décom-
position en instances non périodiques. De plus, les systémes de taches qu’ elles considérent
n’'intégrent ni les ressources en lecture-écriture, proposées notamment par Ada 95, ni la possi-
bilité de mixer des ressources critiques et des parties non préemptibles de fagon simple. Pour
finir, les approches hors-ligne proposent des recherches de sequences d’ ordonnancement ba-
sees sur un seul critére : le retard maximal.

Notre étude a donc consisté en deux points:

— D’une part étudier le cas des systemes de téches périodiques différées. Cela nous a
conduit a définir la notion de temps creux acycliques. Nous avons montré que toute sé-
guence d’ ordonnancement produite en plagant des temps creux acycliques uniquement
lorsqu’il N’y avait rien d’autre a faire était périodique de période P=ppcm=1. (P;) apres
le dernier temps creux acyclique, qui se trouvait obligatoirement avant la date r+P ou r
est la date de réveil la plus tardive. Nous avons vu que |’ application de ce résultat per-
mettait d’ éendre toute étude hors-ligne aux systémes de taches différées, et de borner
la durée de simulation nécessaire al’ étude de tels systemes de fagon quasi-universelle.

— D’autre part, nous avons étudié une technique d’ énumération basée sur les réseaux de
Petri dont le langage est I’ ensemble de tous les ordonnancements possibles des taches
modélisées. La notion de temps y est introduite non pas explicitement par une tempori-
sation (au sens temporel ou temporisé des RdP) mais implicitement par un fonctionne-
ment sous la regle de tir maximal. Tous les ordonnancements sont donc obtenus par
construction du graphe des marquages du RdP. Son intérét est double: ¢’ est d’ une part
un outil d’énumération assez simple a mettre en oauvre, et d autre part, il permet de
prendre en compte des primitives temps réel rarement proposées dans les autres appro-
ches, comme |’ accés a des ressources en lecture ou en écriture, et la prise en compte
simplifiée de parties non préemptives de taches. Le modéle ayant la puissance d’une
machine de Turing, toute structure peut étre prise en compte par cet outil
d’ énumeération. L’ évolutivité aisée du model e a é&é montrée lorsque nous avons montré
comment passer simplement de I’ hypothése monoprocesseur a I’ hypothese multipro-
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cesseur. Cette approche étant exponentielle en temps et en espace, une grande partie du
travail de recherche consiste a stopper au plus tét la construction de certaines branches
du graphe des marquages menant a des séquences d’ ordonnancement peu intéressantes.
Nous utilisons a cette fin des techniques permettant de limiter le nombre de change-
ments de contexte des taches a |’ aide de contraintes de successeur sur les transitions :
cela a pour effet de supprimer des maillages du graphe pour n’en conserver que les
arétes externes. Nous utilisons aussi des contraintes sur les séquences gque I’on veut
obtenir qui seront résolues le plus tot possible lors de la construction. Enfin, la forme
en diamant du graphe des marquages permet d’extraire simplement, en un temps li-
néaire par rapport alataille du graphe, des séquences ayant certaines propriétés quali-
tatives (optimalité sur différents criteres basés sur le temps de réponse des taches) ou
quantitatives.

L’une des perspectives les plus prometteuses a I’ utilisation d’'une telle approche semble

étre une modélisation plus fine des taches conditionnelles : en effet, lors de I’ étude des syste-
mes de téches, une abstraction basée sur ses caractéristiques temporelles et sur ses interactions
avec les autres taches est faite. Lorsgu’ une tache est composée de conditionnelles, ce qui est
trés souvent le cas (« s il se passe tel événement, alorsj’ opére tel traitement, sinon, je fais tel
autre traitement »), les branches des conditionnelles sont réunies en une seule branche de du-
rée la durée maximale des branches conditionnelles, et faisant |es mémes acces aux ressources
gue si les deux branches étaient exécutées en méme temps. Cela entraine parfois des cas pa-
thologiques, et souvent des pires cas éoignés de laréaité. Il serait donc intéressant de prendre
en compte au niveau du modele réseau de Petri ces conditionnelles: une séquence
d ordonnancement étant alors un arbre, chague embranchement correspondant & un test
conditionnel.
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Annexes

-1 Etude du ppcm

Nous montrons ici que le ppcm d’un nombre arbitraire d’entiers n’est pas borné polyno-
mialement. La preuve se base sur des résultats de complexité en ordonnancement temps réel.

Théoréme I-1-1 : e ppcm de n entiers positifs arbitraires n’ est pas borné polynomialement.

Preuve: La preuve est basée sur une synthése de [LM 80][LW 82] et de [BHR 90]. Dans le
premier article, Leung et Merrill ont montré qu'une méthode possible de test
d’ ordonnancabilité de systemes de taches était la simulation, et que la durée de simulation
était bornée dans tous les cas par r+2P avec r=max(ri)i=1.n € P=ppcm(P;)i=1.n. Nous avons
amélioré cette borne, montrant que la durée de ssmulation était au minimum P et au maximum
r+2P, apportant un gain pouvant aller jusgu’ a plus 50% de la durée. Cependant, la durée de
simulation nécessaire ala vérification de la faisabilité d' un systéme est dans le cas général de
I’ordre du ppcm des périodes. Un algorithme de test de faisabilité, appelons-le simulation,
d’ un systéme de téches indépendantes consiste donc a tester la validité d’ une séquence pro-
duite par ED pendant la durée de simulation. L’algorithme simulation a une complexité de
I’ ordre du ppcm des périodes.

Leung et Merrill ont d'abord défini le probléme SCP* et ont montré qu’ une instance Igcp
d’ un probleme SCP pouvait étre réduite polynomialement a un systéme de téches indépen-
dantes I tel que « |+ n’est pas ordonnancable » équivaut a « lscp a une solution ». Etant donné
gue simulation permet de dire si I+ est ordonnancable ou non, il permet de résoudre n’importe
quelle instance de SCP. Dans [LW 82], il est montré par réduction du probléme CLIQUE™
[GJ 83] au probleme SCP que SCP est pseudo-polynomia complet (on dit aussi NP-complet-
unaire ou encore NP-complet au sensfaible).

Baruah et a [BHR 90] ont amédlioré ce résultat en réduisant le 3-SAT™ & SCP, montrant
ains que SCP est NP-complet au sensfort.

Etant donné que simulation est un agorithme solvant SCP qui est donc NP-complet au
sens fort, et que simulation est polynomia dans le ppcm des périodes de taches, ppcm ne peut
pas étre borné pseudo-polynomial ement.

U
Cependant, il est montré dans [Duv 98] ppcm(1,2,..,m) est borné par 3™

13 K-Simultaneous Congruences Problem : soit un ensemble de couples E={(ay,by), ..., (an,by)} d entiers avec les
all , bl *, et un entier K=2. Existe-t-il un sous-ensemble FOE avec |Fj2K tel que O(a;,b)0F, kI ¥,
x=a, [bj]. En d'autres termes, un couple c=(a,b) peut étre vu comme une suite périodique de premier élément
Co=a, et ¢, =ath,..., ¢, = a+mb. Le probléme est de trouver un sous-ensemble de cardinal au moins K de ces
suites tel que toutes ont un éément commun.

14 CLIQUE : Soit un graphe non orienté G=(V,E), et un entier positif K<|V|. Y-a-t'il une clique (graphe complet)
detaille K ou plus dans G ? Probléme montré NP-complet au sens faible dans [Kar 72].

15 3.GAT : Probléme directement issu de SATISFIABILITY, probléme de base considéré NP-complet au sens fort.

]
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-2 Notions de complexité

Cette annexe preécise les concepts de complexité [GJ 83][Pap 94].

Le probleme de savoir si un probléme est effectivement solvable par I'informatique se
base principa ement sur deux points:

- L’existence d’'un agorithme résolvant ce probléme,

- Lacomplexité du probleme, c'est a dire le temps et I’ espace qui sont nécessaires a la

recherche de la solution du probléme posé.

Ce second point est primordial car nombre de problémes classiques sont solvables algo-
rithmiquement, ne serait-ce que par énumeération de toutes les solutions possibles, mais le
temps ou I’ espace nécessaires a certains al gorithmes rendent leur utilisation non réaliste.

Afin d éudier plus avant ce probléme, lié au temps et a |’ espace nécessaires a |’ exécution
d’un agorithme, la communauté de I’ é&ude de complexité a classé les problemes en deux
catégories, et a utilisé des modéles abstraits de la machine de Van Neumann, la plus connue
étant la machine de Turing. Nous avons vu cependant en section 11-2.1.2 que d’ autres mode-
les d’ expression eéquivalente comme |es machines a registres pouvaient étre utilisés.

Les deux catégories de probleme étudiés sont d' une part les problémes de décision, ¢’ est
a dire dont la solution est oui ou non, et d’ autre part les problémes de recherche dont la
problématique est d’ exhiber un ensemble de solutions.

Par exemple, un des problemes de décision que nous avons abordé est « Le systeme de t&
ches S est-il ordonnancable ? ». Nous avons vu que dans certains cas particuliers comme
11]ri,Ci,Di=P;,Pi|, on pouvait répondre a cette question par oui ou non en un temps O(n) en

n
utilisant la CNS d’ ordonnangabilité par ED (qui est optimal dans ce contexte) S <1.
1= |

Un des probléemes de recherche auquel nous avons éé confrontés est « Trouver une se-
guence d ordonnancement valide d’un systéme », ce qui dans tous les cas de taches périodi-
gues est au moins exponentiel, puisgu’une solution (en |'occurrence une séguence
d’ ordonnancement) est de taille exponentielle (au minimum le ppcm des périodes) par rapport
au systéme de taches considéré.

Les problémes de recherche englobent les problemes de décision, puisqu’ un probléme de
décision est un probléme de recherche pour lequel I’ espace des solutions est { oui, non}. Dans
cette annexe, nous étudions la complexité des problémes de décision puis nous donnons des
éléments d’ éude de la compl exité des problémes de recherche..

Les problemes sont classifiés par catégories suivant I’existence, ou non, d’algorithmes
fonctionnant en un temps acceptable.

On parle de temps acceptable lorsgue le temps nécessaire a la décision d’ une solution est
facteur d’un polynéme de la taille de I’ entrée (des données) du probléme. Les problemes sol-
vables en un temps polynomial forment la classe P (pour polynomiaux).

On parle de temps non acceptable lorsque la durée du traitement nécessaire a la recherche
d’une solution est exponentielle par rapport a lataille des données entrées. Généralement, les
problémes concernés sont éudiés par des techniques heuristigues ou bien a I'aide
d’algorithmes probabilistes. Cependant, il est intéressant de classer les problémes de com-
plexité non acceptables par difficulté.

La premiére classe de problémes non polynomiaux est la classe NP. NP ne signifie pas
non-polynomiaux mais polynomiaux non déterministe. Ce sont des problémes que I’ on pour-
rait résoudre en un temps polynomial si I’on disposait d’ une machine de Turing non détermi-
niste (on parle auss de machine a oracle). Typiguement, une machine a oracle permet de
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transformer un arbre de recherche en une seule branche : 1a bonne. En effet, dans les proble-
mes solvables par construction d’un arbre de recherche, la complexité est due au fait que
I’ algorithme peut faire de nombreux retours arrieres et avoir a construire tout un arbre (en un
temps exponentiel) pour trouver une solution qui est une feuille de I’arbre. Une machine a
oracle permet de considérer qu’ a partir d’un nceud, on sait al’aide de I’ oracle, quel est le bon
noeud fils a construire.

On conjecture que P£NP, c’'est a dire que les problemes de la classe NP nécessitent au
moins un temps exponentiel de traitement.

Les problemes NP ne sont cependant pas, loin s en faut, les problémes les plus complexes
que I’on peut trouver : il existe des problémes solvables en temps polynomial al’aide d’une
machine & oracle utilisant une autre machine & oracle, on parle alors de la classe NP, et ain-
S de suite.

L es problémes peuvent donc étre classifiés de cette facon dans P, NP, NP etc... Toutela
difficulté de la complexité réside, lorsqu’ un nouveau probléme se pose, a le placer dans une
classe de complexité. En effet, un probléme de P est dans NP mais un probleme pour lequel
on atrouvé un algorithme exponentiel n’a-t’il pas une solution polynomiale ?

Afin de s assurer de la difficulté d’un probleme, un probleme de référence, SAT pour sa-
tisfiability, a été choisi. Ce probleme est considéré comme le probléme le plus dur solvable a
I’ aide d’ une machine a oracle. Il s agit, étant donné un ensemble de formule logiques compo-
sees d'un ensemble de variables booléennes, de décider S'il existe au moins une affectation
des variables telle que les formules soient vraies.

Ce probleme est laréférence NP, on dit qu’il est NP-complet. Tous les problémes NP aus-
s durs que SAT sont NP-complets. Le terme aussi dur, en complexité, est basé sur la notion
de réduction polynomiale. On dit qu’un probléme p; se réduit polynomialement a un pro-
bléme p, (on note alors p; <, po) S il existe un agorithme polynomial permettant de trans-
former une entrée du probleme p; en entrée du probléme p; tel que laréponse de I’ algorithme
de p, soit oui si et seulement si la réponse au probléme initial par I’ agorithme solvant p; est
oui. La classe des problémes NP auxquels on peut réduire polynomialement SAT est appelée
la classe NP-complet : ce sont les problemes NP aussi difficiles que SAT.

Certains auteurs font la distinction entre les problémes NP et leur complémentaire (i.e. Si
répondre oui a un probléme est aussi dur que de répondre non a un probléme NP). Un pro-
bléme dont le complémentaire est dans NP est un probleme co-NP.

Il existe des problemes auxquels on peut réduire polynomialement SAT, mais dont
I’ appartenance a NP n'’ a pas été montrée. Dans ce cas, on parle de problémes NP-difficiles.

La figure 1-2-1 schématise par des ensembles le (sous-ensemble) des classes a gorithmi-
ques présentées. L’inclusion d’ une classe A dans une classe B signifie que les problemes de A
se réduisent polynomiaement a un probleme de B.

Enfin il existe une autre classe beaucoup utilisée en agorithmique mais rarement claire-
ment définie : la classe des problemes pseudo-polynomiaux. Les problémes pseudo polyno-
miaux sont les problémes concernés par le codage des nombres (ou lettres) dans une base
différente que 1. En effet, supposons qu’ un agorithme prenant un entier n en entrée nécessite
n pas, chaque pas étant de complexité constante. L’ entier n entré est vraisemblablement codé
dans une base, prenons 2 puisgue hous sommes en informatique. Lataille de |’ entrée est donc
logz(n), et I"algorithme nécessite n pas, ¢’ est a dire une exponentielle de la taille de I’ entrée.
Cependant, si n avait été donné en base 1 (' est adire sous laforme de n bétons), le probléme
serait considéré comme linéaire. L’ agorithme n’est pas polynomial, et il n’est pas forcément
dans NP. On parle alors d’ un a gorithme pseudo-polynomial.
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NP-difficile

N P-compl et

NP

T

P

figure 1-2-1 : hiérarchie simplifiée des classes de complexité algorithmique
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-3 Fonctionnement d’un réseau de Petri avec
la regle de tir maximal

Nous fournissons dans cette annexe un agorithme de calcul des ensembles de transitions
franchissables a partir d'un marquage pour un RdP avec laregle detir maximal.

Il s'agit, a partir d’'un marquage, d’ obtenir tous les marquages accessibles par le tir d'un
ensemble maximal (au sens del’inclusion) de transitions franchissables.

Sur lafigure 1-3-1, les ensembles { ty,t3,t4}, {to,t3}, et {to, t4} sont franchissables.

figure1-3-1: un réseau de Petri avec larégle de tir maximal

L’ agorithme utilisé dans PENSMARTS se base sur la décomposition du tir en une phase
d’enclenchement (consommation des jetons) de toutes les transitions possibles jusgu’a ce
gu’ aucune transition non encore enclenchée (pour éviter la réentrance) ne soit franchissable.
Enfin le déclenchement de toutes les transitions enclenchées correspond a la production des
jetons.

Pour commencer, nous définissons un ordre total sur les transitions du RdP avec pour
t, 4 O T, ti<tj s et seulement si i<j.

L’ algorithme procede par énumération d’ ensembles de transitions franchissables simulta-
nément. Le but est d’ éviter les arrangements des ensembles de transitions, et de n’ en obtenir
gue les combinaisons. L’ algorithme utilise une pile de transitions enclenchées, dans laquelle
les transitions enclenchées sont empilées dans I’ ordre croissant, donc le sommet de la pile est
latransition enclenchée ayant le plus grand indice. Nous procédons en deux phases : la phase
d’ empilement, qui correspond a la création d’ un ensemble maximal de transitions franchissa-
bles simultanément, et la phase de dépilement, permettant de passer d’un ensemble a un au-
tre.

Procédure Enpil enent (Rdp : Mbdél eRdP, M: Marquage
P: Pile_de transitions) est
-- Pest la pile contenant |les transitions déja enclenchées
-- Mest |e narquage prenant en conpte les jetons consommes par |es
-- transitions encl enchées
-- RdP est | e RdP conposé notanment d’ un ensenble de transitions T,
-- d un ensenbl e de places Q et des matrices de consommati on W et de
-- production W
F: Ensenble de transitions;
M : Marquage - M
Début
F « {t||:|T/ M(ti)ZW(ti)};
-- F est |'ensenble des transitions franchi ssabl es pour M
Si PzO alors
F « F-{tiOF / t{<Sonmmet(P)};
-- Onretire de F les transitions dont |’indice n’est pas
-- supérieur au somet de la pile, évite les symetries et
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-- la réentrance
Fin si;
Tant que Fz0O faire
-- Tant que des transitions d indice supérieur aux transitions
-- encl enchées exi stent
ti— Mn(F);
M « M - W(ti);
-- On enclenche la transition franchi ssabl e sui vant
-- le sormet de P
Enpiler(P, t);
-- t; fait partie des transitions enclenchées, et c’est
-- celle dindice le plus grand parnm celles-c
F « F—-{t;0F/ M((t;)<W(t;)};
-- On supprine de F les transitions qui étaient en conflit
-- avec t;
Fai t
F o {ti0T / M(ti)2W(t;)}-{t;0P};
-- F est |'ensenble des transitions franchi ssabl es aprés
-- encl enchenent des transitions de P, desquelles nous enl evons
-- les transitions déja enclenchées (non réetrance)
Si F=0 alors
-- L' ensenbl e est naxi nal
DtiDP, M«—M‘l‘W(ti);
-- Les transitions encl enchées sont décl enchées
CréerFils(M, P);
-- M est accessible par le tir des transitions de P
-- avec laregle de tir nmaxinal
Fin si
-- Si F£0, c’'est que |’'ensenble n'est pas maxinmal et qu il a été
-- traité avant par |’ algorithne d énunération
Fin

Voici la procédure de dépilement, permettant de passer d’ un ensemble de transitions fran-
chissables a un autre. Son principe est de dépiler le sommet de la pile en annulant son enclen-
chement, puis de trouver une autre transition franchissable, d’indice supérieur, qui devient
alors le nouveau sommet de la pile, et qui permettra peut étre via la procédure empilement de
trouver un nouvel ensemble maximal de transitions franchissables.

Procédure Dépilement (Rdp : Mdél eRdP, M : Marquage,
P: Pile_de_transitions) est
-- P est la pile contenant |les transitions encl enchées dans
-- | ensenble de transitions franchissables entiérenent traité
-- précédenment .
-- Mest |le nmarquage prenant en conpte |les jetons consommés par |es
-- transitions encl enchées
-- RdP est | e RdP conposé notament d un ensenble de transitions T,
-- d un ensenble de places Q et des matrices de consommati on W et de
-- production W
F: Ensenbl e de transitions;
Début
Tant que Pz0O faire
-- Tant que tous |les ensenbles de transitions franchi ssabl es n’ ont
-- pas été énunerés
tnin « Sommet (P);
-- tpn est la transition considérée conmmre somet la fois
-- d’avant
M- M+ W(tnn);
-- | " encl enchenent de t., est annul é
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Fai t
Fin

F « {tiOT /7 M(ti)2W(ti)};
F « F-{t;0OF / tiStun};
-- On ne s'intéresse pas aux transitions d indice inférieur a
-- thn nNi atyn car elles ont déja été traitées
Si F£0 alors
-- On peut commencer un nouvel ensenble ayant |e pour
-- début de pile P a partir de la plus petite transition
-- franchi ssabl e
ti « Mn(F);
Empiler (P, ti);
M- M- W(ti);
-- t; est enclenchée
Enpi | enent (RdP, M P) ;
-- Le processus de construction d un ensenbl e comence
Fin si
-- Si aucun nouvel ensenble ne peut étre construit a partir
-- de P, on continue a dépiler P

La construction de tous les ensembles maximaux de transitions franchissables est initiée
par |I'appel Dépi | enment ( RAP, Mar quageCour ant, Pp) ou Py est une pile ne conte-
nant que latransition fictive to avec CtOT, to<t.

Le principe de I’ algorithme est illustré sur I’ arbre de lafigure I-3-2. Chaque noaud y repré-
sente la pile de transition enclenchées, chaque boucle de la procédure Dépilement S'y traduit
par un retour d' un noaud vers le noaud pére, aors que chague appel et chaque boucle de la
procédure Empilement se traduit par la construction d’ un noeud fils. Enfin, les feuilles barrées
sont refusées car ne correspondent pas a des ensembles de transitions maximaux, les autres
sont des ensembles maximaux de transitions franchi ssables simultanément.

tyts tots tot,

tytst,

figure 1-3-2 : fonctionnement de I’ algorithme de construction des ensembl es maximaux de

transitions franchissables
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-4 Preuves relatives au résultat de cyclicité
des ordonnancements

Lemme IlI-1-1: Soit S un systéme de téches ordonnancé dans le contexte
|1/ri,Ci,D;,P;,prmptnopr mpt,prec,resRW,, avec Us=1. Le nombre de temps creux présents dans

une séquence d’ ordonnancement valide de Sest borné.

Preuve : Soit un systéme de taches S dont certaines sont différées, de charge Us=1 (donc
100%). Nous étudions le comportement temporel d'une téche 1, de S: notons k= g;—r'g
(voir figure 1-4-1) le nombre de requétes entierement traitées de 7; dans I’intervalle [0..r[ ou
r=maxi=1 n{ri}.

o kP, ri+kP+P ri+kP+NP
| T T | T L JA_A_> Temps
0 r r+P r+NP

figure1-4-1: activations de 1; au cours du temps

Soit NOJIN un entier arbitraire. Dans |'intervalle [ri+kP;.. ri+kP+NP[, la tache 7; doit
avoir terminé NP/P; requétes. La téche t1; nécessite donc (ki+NP/P;)C; unités de temps proces-
seur dans|’intervalle[O.. ri+kP;+NP[, sous peine de faute temporelle.

Si I'on considére le systeme de téches entier, le processeur devra traiter au moins

Zék +¥@; quanta de temps dans I'intervalle maxi=1 n{[O.. ri+kiPi+NP[}. Cet intervalle
est inclus ou égal a [0..r+NP] étant donné que par définition ri+kP;<r. Cela signifie que au

moins NPUs + Y kC quanta de temps correspondant au systeme de taches entier doivent

éretraitésdans!’intervalle [O..r+NPJ.

Or par hypothése, Us=1, d’ou au moins NP + Y kG quanta de temps sont a traiter par 1

processeur dans I’intervale [0..r+NP[ pour N quelconque. Il ne peut donc y avoir plus de

r- Z kC temps creux dans une séquence d’ ordonnancement arbitrairement longue.
1=

g

Lemme |11-1-4 : Soit S un systéme de téches pris dans e contexte |1|ri,C;,D;,P;| tel que Us=1.
Lacharge restant atraiter aun instant t+P ne peut pas étre inférieure a celle qui restait atrai-
ter aladatet pour t>r. C'est adire:

B> 0O, Ceg(r+P+A)=Ciex(r+4)
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Preuve : ce lemme permet de familiariser le lecteur avec I’ évolution de la charge restante.
D’ apres la Définition 111-1-2,

P P
Zcm(r+A+i) =ZC,eq(r+A+i) +max{0, G (r+A+i 1) -3 ()
) P : P

Dol § Cex(r+A+i) =Y Ceg(r+A+i) +Ceg (r+A+i -1) -1 (b)
Puisqué lacharge est de 160%, d aprésle Lemme l11-1-3, on peut écrire

P P

ZCM(HAH) > P+ch(r+A+i -1) -1 (b)
) : P P

Ce qui implique immédiatement ZC@(HAH) > chﬂ(r+A+i -1) ()

D’ou lelemme.
U]

Proposition 111-1-2 : Soit S un systéme de t&ches pris dans le contexte |1)ri,C;,D;,Pi| tel que
Us=1. Toute séguence d’ ordonnancement conservative de Svalide sur I’intervalle [0..t-+P+1]

laisse le systeme dans le méme état al’instant t.+P+1 qu’ al’instant t.+1.

Preuve : Par définition de t., Creg(tc)=0, donc C,eq(tc+1) est donnée uniquement par les re-
guétes des taches activées a la date t.+1. D’ apres la définition de t., il n'y a plus de temps
creux apres cette date, donc en particulier il n'y en a pas dans I’intervalle [t.+1..t-+P+1] et le
processeur traite donc exactement P unités de temps de charge. Or puisque la charge est de
100%, il y a justement P unités de temps de charge a traiter dans [t.+1..tc+P+1]. Donc la
charge atraiter al’instant t.+P+1 est donnée uniquement par les requétes des taches activées
aladate t.+P+1, qui, de par la périodicité des taches, sont les mémes qu’a la date t.+1 s et
seulement S toutes les taches actives a la date tc+P+1 |’ étaient auss a la date te+1. C'est le
cass et seulement s iJ{ 1..n}, ri<t.+P;+1. La preuve est obtenue par contradiction : suppo-
sons qu'il existejJ{ 1..n}, tel que ri2t+P+1.
En sommant la charge instantanée de 1 a P, on obtient :

3 crw(tc+i):ic,eq(tc+i)+max{o, Conlt +i -1 3 (a)

Etant donné qu’'il N’y a aucun temps creux a partir de la date t.+1, et qu’il y a un temps
creux aladatete, Creg(tc)=0 €t Creg(tc+i)>0 Oi>0. Donc max{ 0,Ce«(tc)—1}=0=1-1,d' ou :

3 Gt +) =1+ 3 Cunlt +1) + o i =1 -1 (@)

Dans I'intervalle [t.+1..t.+P], chaque téche 1; est activée au plus P/P; fois, mais par hypo-
thése, 7; N’ est activée que P/P;—1 fois. La charge étant de 100%, la somme des activations et
réactivations dans cet intervalle nécessite au plus P-C; unités de temps. Donc (a) implique :

PCmt(tc+i)sl+P—q+ F’c,eﬂ(tc+i—1)—1 (b)
(Ilze qui s écrit, en sortant le 1I:de lasomme:

> Gl +)S1-G + 3 Gl +i -1 (b)
[.;00 Crw(tc+P)sl—C,-+(|::m(tc) (b)

Or par définition de t, Creq(tc)=0, d’'ou
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Crest(tctP)<1-C; (b)
Etant donné que les téches ne peuvent pas étre de durée nulle, on a Cj=1. D’ou (b) donne
Cres(tc+P)=0, ce qui contredit la définition de t..
Celaprouve que Li{ 1..n}, ri<t-+P;+1, ainsi que la proposition.
O

Lemme I11-1-7 : Les attentes qui se trouvent aprés la date P englobent les attentes qui se
trouvent une méta-période plustét. C'est adire [A=> 0, A(A)DA(P+A).

Preuve : Lapreuve est donnée par récurrence sur la construction de A(t).
Pour commencer, nous montrons que [A> 0, Ao(A)OA(P+A).
Soit { 1.k, 1} JA(A), par definition de A, A>rj, d’ ou A+Pzr;.

e s A-r (P +A-
De plus, par définition de Ao, k+rh | '§>d ' a
pius, p Hp b.i 575 (@
Or par hypotheése sur les taches communi cantes, %:% (b)
i j
En goutant P fois (b) a(a), onobtient :
rb b, db.; (B +A-1r0
k+ rh, §>P +db., c
e e “
Or puisque P=ppcmy=1.r{ Pq}, B et P sont des entiers, on peut écrire
I ]
(P+A-r, (P+P +A-10
k+rh | e dh ' : ¢
VE R HOE R E ©

Donc { 7k, 7} OAg(P+4), d ot Ag(A) DA(P+A).

L’ hypothése de récurrence est que [A> 0, An-1(A)OAR-1(P+A). Il nous reste a montrer que
D> 0, Ar(A)DAL(P+A).

Soit { 1;,p, 7} DA(A), alorson a:

— soit{T7,p,5;} DAn-1(), et par hypothese de récurrence { 7.p, 5} DAn-1(P+D),

- ou dors 0 1,9, i} DAn-1(8), avec p+rh, ,E—Ez s]o} .D;rJE et CD;; >CR kq. Ce

qui implique, en goutant P fois (b), p+ Prb L+rh, ,E—E> Pdh - +dh, Iu;n%'
H B

dou { 7,p,7;} JAR(P+4), d ou Amm)DAr,{P+A).
0

Lemme I11-1-11 : Soit S un systeme de téaches pris dans le contexte |1|ri,Ci,D;,P;,prec,resRWM
tel que Us=1. Lacharge restant atraiter a un instant t+P ne peut pas étre inférieure a celle qui
restait atraiter aladatet pour t>r. C'est adire:

B> 0, Creg(r+P+A)=2Ceg(r+4)

Preuve : D’ aprésla Définition I11-1-5,
P P
Y Cua(T+8+1) =3 Ca(r +8+1) +Cea(r +A+i =1) —y(r +4+i -1 (@)
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P P
Or par définition y(t)<1, d’ ou ZQS(HAH) > quq(r+A+i) +Ce (r+A+i 1) —1(b)
Puisque la charge est de 100%,_d’ aprésle Lemme I_I [-1-10, on peut écrire
P P
Ce(r+A+i) 2P+ ) G (r+A+i -1) -1 (b)

Lasuite de lapreuve est identique acelle du Lemme 111-1-4.
0

Lemme [11-1-12 :Soit S un systéme de taches pris dans le contexte [1)ri,C;,D;,P;, prec,resRW|
tel que Us=1. Si il y auntempscreux aun instant t>r, alorsil n'y en apasaladate t+P. C' est
adire:

[A> O, y(r+A)=0 (r+P+A)=1

Preuve : D’ aprésla Définition 111-1-5,

P P
Y Cea(r+A+i) =5 Ceq(r+A+1) +Ces (r+A+i 1) —y(r +A+i 1) €)
1=1 1=1
Puisque la charge est de 100%, d’ apres le Lemme [11-1-10, on peut écrire
P P

Ceu(r+A+i) =P+ ) Cu(r+A+i-1) —y(r+A+i-1) (b)

Or par hypothése du lemme, y(r+A)=0, d’'ou
P P

D Caa(r+A+i) =P+Ce(r +4)+ ) Ceu(r+A+i =1) —y(r +A+i) (c)
1=1 1=
Comme par définition 0<y(t)<1, (c) devient

P P

Ces(r+A+i) 21+ Ceu(r +A)+an(r+A+i—1) (d)

D’oU Creg(r+P+A)=1+ Cg(r+4) (e
Or par hypothese du lemme, y(r+A)=0, ce qui équivaut par définition a
Cres(r+0)= Can(r+4) ()
(e) et (f) impliquent Creg(r+P+A)21+ Cay(r+A) (9)

Comme d' apresle Lemme [11-1-9, Cy(r+A)= Cq(r+P+A) [A> 0, (g) devient
Cres(r+P+A)=1+ Cyy(r+P+A), ce qui, par définition, signifie que y(r+P+A)=1.
U

Proposition 111-1-5: Soit S un systeme de téches pris dans le contexte [1ri,Ci,D;,P;,
prec,resRW| tel que Us=1. Toute séquence d’ ordonnancement conservative valide de S sur

I"intervale[0..tc+P+1] laisse le systéme dans le méme état a |’ instant t.+P+1 qu’ atc+1.

Preuve : Le méme raisonnement que celui utilisé dans la Proposition 111-1-2 nous permet

d arriver aux «équations suivantes:

1. Crex(tc)=Canl(tc) (d' aprésla définition des temps creux)

2. Cres(tct1)=Can(to)+Creq(tctl) (lacharge al’instant suivant t. est celle de t plus la charge
amenée par les requétes)

3. Crex(tctP)=Cau(tc)+1 (le processeur atraité exactement P-1 unités de temps de charge en
P unités de temps car il y a eu exactement 1 temps creux sur I’intervalle [tc..t-+P[ )
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Etudions la 3*™ équation : nous savons d'aprés le Lemme I11-1-7 que les attentes &
I"instant t. sont incluses ou égales aux attentes a l’instant t.+P, d’ ou Cyy(tc+P)=Cay(tc). Etant
donné que par définition det, il 'y a pas de temps creux al’instant t.+P, le processeur peut
traiter une unité de temps, donc Cay(t.+P) ne peut pas étre supérieur a Cqy(tc), sSinoniil y aurait
un temps creux ala date t.+P puisque le charge restante est donnée par Cq(tc)+1. Le proces-
seur peut donc traiter |’ unité de temps en sus de Cu(te)=Car(t-+P). Puisgque les charges en
attente sont identiques aux dates t. et t-+P nous déduisons que les chaines d’ attentes sont
identiques. A la date t-+P+1, la charge restante est donc donnée par Cyu(tc+P)+Creq(tc+P+1).
Comme dans la preuve de la Proposition I11-1-2, hous pouvons montrer que les requétes ala
date t.+P+1 sont identiques aux requétes a la date t.+P+1. 1l nous faut donc identifier si les
téches impliquées dans | es attentes sont les mémes aladate t.+P+1 qu'aladate t.+1: C'est le
cas d’ apres le périodicité des chaines d attente. Nous en déduisons le lemme.

g
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-5 Algorithme de placement de taches évitant
les changements de contexte inutiles

Fonction Affecter (S : Séquence) retourne Séquence
-- Entrée : S est un tableau de P muplets, c’'est a dire une séquence
-- fournie par |e nodele

-- Retour : renvoie |la méne séquence S avec placenent, i.e.
-- la tache de S (t,i) est affectée au processeur

S . Séquence

Début

Pour i de 1 a mfaire
-- mest |le nonbre de processeurs
-- Les processeurs sont alloués de fagon arbitraire
-- pour comencer
S(1,i)<S(1,i)
Fai t
Pour t de 2 &a P faire
-- Pour chaque mruplet de | a séquence
Pour i de 1 a mfaire
S(t,i) 0O
Fai t
Pour i de 1 a mfaire
Si O/S(t,i)=S(t-1,j) alors
-- La tache n' est pas préenptée et ne doit pas |’ étre
Stock S (t,j)
-- On nénorise la tache qui pourrait déja étre
-- sur le processeur j afin de |la déplacer
S (t,j)=s(t,i)
-- La tache est affectée sur |le nméne processeur que
-- précédenment
Si StockzO alors
Trouver k tel que S (t,k)= 0O
-- On cherche le 1° processeur libre
S (t,k) «Stock
-- Afin dy affecter |la tache dépl acée
Fi nS
Si non
Trouver k tel que S (t,k)= 0O
-- On cherche I e 1° processeur libre
S (t,k) «S(t,i)
Fi nsi
Fai t
Fai t
Ret ourner S
Fin

Avec une complexité de Pxm®, cet algorithme dimine les changements de contexte pou-
vant étre évités.
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Tir.e: Optimal off-line scheduling of real-time systems by use of
Petri nets on an uniprocessor and a multiprocessor architecture

ABSTRACT: We present an off-line methodology of validation of real-time systems by means
of an enumeration technique of feasible schedules. The considered tasks are periodic, can be
asynchronous, can communicate, share resources, and be compounded with non preemptible
parts. We use a Petri net in order to model a real-time task system. Its language is the entire
set of feasible schedules of the modeled system. The time is taken into account in the net by
means of the earliest firing rule. A fundamental problem for the obtainment of this language
was to get the depth of the state graph which is to be constructed. In the case of synchronous
task system, this bound is trivial. But in the case of asynchronous task systems, we have
shown that the depth of the graph is bounded too. This fundamental result in real-time
scheduling implies that, whatever the scheduling policy is, the simulation duration of an
asynchronous task system is bounded. Once the state graph is constructed, we use a linear
time algorithm in the size of the state graph, based on a shortest paths search, in order to
obtain optimal feasible schedules regarding some criteria. Each criteria reduces the size of the
state graph, and the search for optimal schedules can be applied recursively in order to obtain
interesting feasible schedules. Since the construction of the set of feasible schedules is
exponential in space and time, we propose several optimizations and heuristics in order to
reduce the time and space used. The uniprocessor and multiprocessor cases have been
Investigated.

KEYWORDS : cyclicity of schedules, simulation duration, asynchronous tasks, optimal
scheduling, Petri nets under the earliest firing rule, jitter




RESUME :

Les applications temps réel étant soumises & des contraintes temporelles, leur implantation
nécessite, en plus d'une validation sémantique, une validation temporelle, c'est a dire une
étude de I’ordonnancement des taches sur le ou les processeurs. Tant que les taches sont
completement préemptibles, il existe des algorithmes d ordonnancement polynomiaux
permettant d’ ordonnancer des systemes de taches périodiques. Lorsgue les taches partagent
des ressources critiques ou possedent des parties non préemptibles, le probléme de
I” ordonnancement devient NP difficile. Un certain nombre d’ optimisations et d’algorithmes
approchés ont été mis en cauvre pour remédier a ce probléme, mais ils n’ont pas toujours un
comportement désirable. De plus, il n’existe pas de moyen anaytique (i.e. hors de la
simulation dite hors-ligne de I’ ordonnancement des taches) de valider temporellement de tels
systémes. La démarche adoptée dans cette these consiste a utiliser une approche exhaustive de
I’ ordonnancement. Les taches d’ un systéme sont modélisées par un réseau de Petri (RdP) dont
le langage est I"ensemble de tous les ordonnancements possibles des taches. La notion de
tempsy est introduite non pas par une temporisation (au sens temporel ou temporisé des RdP)
mais par un fonctionnement avec la régle de tir maximal d'un RdP classique. Tous les
ordonnancements sont donc obtenus par construction du graphe des margquages du RdP.

Un des premiers problémes pour |’ obtention de ce graphe est de déterminer sa profondeur,
C'est adire jusgu’a quelle profondeur aler pour que les séquences obtenues soient cycliques.
Dans le cas ou les taches démarrent au méme instant, la profondeur est triviale a calculer.
Dans le cas contraire, nous avons montré que la profondeur était bornée pour toute sequence
d ordonnancement. Ce résultat fondamental pour la théorie de I’ordonnancement permet
d’ appliquer la plupart des techniques hors-lignes au cas ou les taches périodiques ne
démarrent pas toutes au méme instant, alors que ces techniques se limitaient jusgu’ici au cas
de taches périodiques simultanées.

Une fois le graphe des marquages construit, on peut extraire, en un temps linéaire de la
taille du graphe, des séquences d’ ordonnancement optimales suivant certains critéres al’aide
d’ algorithmes de recherche de plus courts chemins. Chaque critére a optimiser réduit la taille
du graphe, sur lequel on peut appliquer d autres critéres d’ optimisation, jusqu’a obtenir un
ensemble de séquences que I’on juge satisfaisantes. Cette approche étant exponentielle en
temps et en espace, une grande partie du travail de recherche consiste a stopper au plus tét la
construction de certaines branches du graphe des marquages menant a des séquences
d’ ordonnancement peu intéressantes. Nous utilisons a cette fin des techniques permettant de
limiter le nombre de changements de contexte des téches a |’ aide de contraintes de successeur
sur les transitions: cela a pour effet de supprimer des maillages du graphe pour n’en
conserver que les arétes externes. Nous utilisons auss des contraintes absolues sur les temps
de réponse désirés pour les taches.

L’ é&tude a été menée dans les contextes monoprocesseur et multiprocesseur.
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